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XIX. 

Dichteste gitterförmige Lagerung kongruenter Körper. 

(Naclirielit«!! der K. GeGeüscliaft der Wiesenschaf ten xa Göttingen. 

Mfttliematiseh-piljsikalisciie Klasse. 1904. S. 311 — 355.) 

(Vorgelegt in der Sitzung vom 25. Juni 1904.) 

Wir beschäftigen uns hier mit folgendem Probleme: Gegeben ist 
ein beli^iger Gnmdkörper K. Lauter mit K kongruente und parallel orien- 
tierte Körper in unendlicher Anzahl sollen im Baume m gitierförmiger An- 
ordnung derart gelagert werden, daß keine gwei der Körper ineinander ein- 
dringen und äaß dabei . der von den Körpern erfüllte Teü des Ha/iimes 
gegenüber dem von ihnen freigelassenen möglichst groß ist. 

Unter einer gitterförmigen Anordnung der Körper verstehen wir, daß 
entsprechende Punkte ia ihnen ein parallelepipedisches Punktsystem (Gitter) 
bilden. Wir beschränken die Unter snebung auf konvexe Körper. 

Die Lösung dieses Problems gestattet interessante Anwendungen in 
der Zahlenlehre und ist auch für die Theorie von der Struktur der Kristalle 
von Bedeutung*). Aus der Kenntnis der dichtesten Lagerung von Kugeln 
folgen (§ 7) fast unmittelbar alle Tatsachen der Gfauß-Dirichletachen 
Theorie der Parallelgitter (d. s. die Sätze über die arithmetische Reduktion 
der positiven temären quadratischen Formen). Die diebteste Lagerung 
von Oldaedern (§ 9) gibt Aufschlüsse über die simultane Approximation 
zweier Größen durch rationale Zahlen mit gleichem Xenner. Die hier ab- 
geleiteten allgemeinen Theoreme über gewisse Ungleichungen (§ 5) end- 
lich bilden in ihrer Äniivendung auf Parallelepipede und Oktaeder, bzw. 
auf Kreiszylinder und Doppelkegel die Grundlage für die zweckmäßigsten 
Algorithmen zur Ermittlung der Fundamentaleinheiten in den kubischen 
Zahlkörpern von positiver bzw. negatirer Diskriminante. 

•) Vgl. in letzterer Hinsicht: Lord Kelvin, Baltimore leoturee on moleeular 
dynamics, London 1904, S. 618 ff. 
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4 2ur Goometrie der Zahlen. 

§ 1. Analytische Formulierung des Problems iind Eeduktiou 
auf den Fall Ton Körpern mit Mittelpunkt. 

1. Es sei K ein beliebiger konvexer Körper, Wir führen recht- 
winklige Koordinaten |, yj, £ mit einem Punkte als Anfangspunkt ein, 
den wir uns im Inneren von K denken. Es sei J das Volumen ron K. 
Sind X, fi, V irgendwelche Werte, so werde der größte Wert des linearen 
Ausdrucks A| + jti; + v% für die Punkte %, j;, t, im ganzen Bereiche von K 
mit H(A, II, v) bezeichnet. Diese Punktion .ff definiert den Körper K 
vollständig, aie heißt die Stüi0ebmenfunktion von K. Sie genügt den Be- 
dingungen 

jr(o,o,o)-o, fl(j,ftv)>oi ,„„„ ,^„ 

„, . }(a, M-, v + U, U, 0: [ > U), 

H{tX,t{i,tv) = tH{X,ii,v) y'^' ^ ' ' ' ^ -" 

B"(^i + h,(^i + H, n + "i) S ^ik, !^i> n) + H(X„ ft^, V,), 
und jede Punktion 1I(X, f^, v), die diesen Bedingungen genügt, ist die 
Stützebenenfunktion eines konvexen Körpers mit im Inneren*). 

2. Bedeutet P einen Punkt §, ^, g, so bezeichnen wir den Punkt 
— §, — Tj, — £ als Gegenpunkt von P und mit P'. 

Die Gegenpankte zu den sämtlichen Punkten von K bilden den kon- 
vesen Körper K' mit der Stütz eb enenf unk tion 

das Spiegelbild K in bezug auf den Punkt 0. 

Die Funktion y {3{X, n, v) + H(— 1, — ft, — v)) bildet alsdann die 
Stützebenenfnnktion für einen gewissen konvexen Körper, den wir mit 
-^(K+K') bezeichnen und der in einen Mittelpunkt hat. Dieaer 
Körper ist der Bereich aller solchen Punkte, weiche irgendwie als Mitte 
einer Verbindungss trecke eines Punktes von K mit einem Punkte von K' 
auftreten, 

Ist z. B. K ein Tetraeder, so wird —{K-{-K') ein Ohtaeder mit Flächen 
parallel den Flächen des Tetraeders. 

Das Volumen von -g-(X+Ä'') ist stets größer als das Volumen, von K, 
wenn K ein Körpgr ohne Mittelpunkt ist (1. c. § 7). Hat K selbst einen 
Mittelpunkt, so entsteht K' und weiter -^-(K+K') durch bloße Trans- 
lation aus K. 

3. Es sei 



"') Mathematiache Ännalen, Bd. 57, S. 447. Diese Ges. Abhacdlungen, Bd. il, S. a30. 
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DicMeste gitterförmige Lagerung kongruenter Körper. 5 

eine beliebige lineare Substitution mit eiaer von Null verBchiedenen Deter- 
minante, deren Betrag A heiße, Wir betrachten das Zahlengitter in x, y, z, 
d. i. das parallelepipedische System (@) aller derjenigen Punkte G, für 
welche die Bcstimmungsstiieke x, y, s sämtlich ganze Zahlen sind. Den 
Bereich 

Q<x<l, 0^y<1, 0^s<\ 
nennen wir das G-rundpardllelepiped des Gitters (@), sein Volumen ist A. 
Durch ParaHelverechiebung dieses Bereichs von nach jedem einzelnen 
Punkte des Gitters erhalten wir eine lückenlose einfache Überdeckung 
des Raumes. 

Wir denken uns femer mit dem Körper K diese Translationen des 
Gitters, die ParaUelverschiebungen vom Nullpunkte nach den einzelnen 
Gitterpunkten G ausgeführt, und wir nehmen an, daß alle so entstehenden 
Körper Ko (den Körper K=K^ inbegriffen) gesondert sind, d. h. unter- 
einander höchstens in den Begrenzungen gtisammenstoßen. 

Zu diesem Ende wird hereits hinreichend sein, daß speziell der Körper 
K in keinen anderen der Körper Kg eindringt. Ist nun G ein beliebiger, 
von verschiedener Gifcterpnnkt, so muß es dann irgendeine Ebene 
geben, welche K von Ke sondert so, daß die ihnen etwa gemeinsamen 
Punkte in die Ebene fallen und im Übrigen K ganz auf einer Seite, K» 
ganz auf der anderen Seite dieser Ebene bleibt. Sind X, jt, v die 
Richtungskosinus des TOn auf die Ebene gefällten Lotes, so hat die 
Ebene von einen Abstand ^S(l, iifv) und von G einen Abstand 
^jy(— A, — fi, — v); die dazu parallele Ebene durch G hat daher von 
einen Abstand 

^ H{1, (t, V) + ff(- l,—!i,-v). 

Der öitterpunkt G liegt also außerhalb oder auf der Grenze desjenigen 
Körpers ^ — K -i- K', der durch Dilatation des Körpers —[K-{-K') vom 
Mittelpunkte aas im Verhältnis 2 : 1 entsteht. Daraus entnehmen wir 
insbesondere die Folgerung: 

Aus einem Tconvexen Körper K entstellen durch die Translaiionen eines 
Gitters (®) laiUer gesonderte Körper dann imd nur dann, wenn die ent- 
sprechende Tatsache für den zu K gehörigen lionvexen Körper ~^{K-\-K') 
mit MittelpunM statthat. 

4. Die Begrenzung von ^ ^ K + K' bezeichnen wir mit %. Wir 
definieren eine Funktion g){|, t], ^) für beliebige reeUe Argumente, indem 
wir für die Punkte |, tj, J auf der Fläche % die Gleichung g;(|, t;, £) = 1, 
femer allgemein 

9(i^,tv,tt)~t<p{^,n,t) 

bei positivem t und (p{0, 0, 0) ■= festsetzen. 
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6 2iic Geometrie der Zahlen. 

Daß ^ ein konvexer Körper ist, findet in der allgemeinen Funktioiial- 
ungleichuHg 

(2) f{i, + i„ ,, 4- n„ & + S,) :S ».a, %, &) + T(fc, %, S,), 

und daß Ä in einen Mittelpunkt hat, in der FunktioDalgleickung 

v(.-i,-i,-e)-v(i,ri,ö 

seinen Ausdruck. 

Wir setzen ferner mit Küeksicht auf die Substitution (1): 

Damit alle Körper Kg gesondert liegen, muß alsdann für jedes von 0, 0, 
verschiedene ganssaMige System x, y, s die Ungleichung 

(3) f('>,V,')>l (x,,, 1 + 0,0,0) 
hestehen. 

5. Im unendlichen Räume ist nunmehr einem jeden Gitterpankt G 
einerseits genau ein Volumen = A und andererseits ein mit K kongruenter 
Körper Tom Volumen J zugeordnet, also muß jedenfalls 

(4) J^ A 

sein, und wir werden sagen können, der von den Körpern Kg erfüllte 
Raum Terhält sieli zu dem ganzen unendlichen Räume wie J: A. 

Wir bemerken insbesondere, daß die Körper Ko den Raum lückenlos 
erfüllen, wenn J= A ist. Da nun das Volumen J* von -5-(-^+-^') eben- 
falls noch ^ A, aber, wenn K keinen Mittelpunkt hat, > J ist, so 
sehließen wir, daß eine lückenlose Überdeckuug des Raumes durch die 
Körper Kq notwendig das Vorhandensein eines Mittelpunktes in K verlangt. 

Die Aufgabe, die wir uns su stellen haben, ist nun, die Koeffisienten 
<*!) ■ ■ •! Vi ^^ SuhstituÜim (1) derart gu wählen, daß, währmd die sämt- 
lichen Ungleichungen (3) erfW,t sind, dabei der Betrag der Determinante A 
möglichst Mein ausfalle. 

§ 2. Hil^satz über gaazzahli^e Sulistltutionen. 

6. Es seien 5{, S, © irgend drei von verschiedene Punkte des 
Gitters in x, y, z, welche in drei unabhängigen, d. h. nicht in eine Ebene 
faUendeu Kichtungeu von aus liegen, so entsteht die Frage, wie man 
von den vier Punkten 0, %, SS, S aus dieses ganze Gitter (®) aufbauen 
kann. 

Zu jedem Punkte P {x, y, s) im Räume gehören bestimmte Werte 
S, 9, ä, so daß der Vektor OP mit den Vektoren O'ä, 0^, OE durch 
eine Relation 

OP = E ■ 02: + 9 ■ 093 + ä ■ oe 
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gitterförmige Lagerung kongruenter Körper. 7 

veTbunden ist, und sind danach x, y, z gewisse lineare Formen in %_, t), j 
mit ganzmhligen Koeffizienten. Den Bereich 




0<S<1, 0^9<1, 0<ä<l 
bezeichnen wir kurz als daa Parallelepiped 0(9[S9S) und die Bestimmungs- 
stüeke i, t), ä nennen wir die cii didem FaralMepiped gehörigen Ko- 
ordinaten. 

Das Gitter (@) besitzt diese Gt undeigenscliaft: Sind (?o, G^, G^ irgend 
drei Punkte des Gitters, so geholt derjenige Punkt Gg, für den Vektor 
(?g G^ = Gq (?j ist, stets ebenfalls zum Gitter. Auf Grund dieses paraÜelo- 
grammatischen Charakters des Gitters können wir durch die folgenden 
Forderungen drei gewisse Gitterpunkte A,B,C 
völlig eindeutig fixieren (Fig. 1): 

1) es soll A von versehieden sein und 
anf der Strecke 0% möglichst nahe an 
Hegen; 

2) es soll B in der Ebene 0§t33 außer- 
halb der Geraden 091 auf derselben Seite von. 
ihr wie SS zunUchat möglichst nahe an dieser 
Geraden und nächst dem derart liegen, daß 
von nach einem Punkte des Strahles OS ein Vektor 

OBi-X-OA 
hinführt, wobei < X < 1 ist; 

3) es soll C außerhalb der Ebene 091^ nach derselben Seite hin 
wie S zunächst möglichst nahe an dieser Ebene und naehstdem so liegen, 
daß von nach einem Punkte des Strahles OS ein Vektor 

OC + X-OA + Y-OB 
hinfühi-t, wobei O^X<l,0<r<l ist. 

7. Nachdem A, B, C ermittelt sind, haben wir für jeden Punkt P 
im Räume eine bestimmte Vektorenrelation; 

OF^X-OA + T-OB+ Z-OC. 
Bei ganzzahligen X, Y, Z finden wir in P jedesmal einen Gitterpunkt 
aus {®) und sind infolgedessen x, y, s gleich linearen gannisahligen Formen 
in X, Y, Z. Nach der Bestimmungsweise von A, B, G aber kann es 
keinen Gitterpunkt x, y, s außer dem Nullpunkte geben, für den 
O^J?<l", 0^r<l, 0^X<1 ist, und gibt es infolgedessen über- 
haupt keinen Gitterpunkt x, y, s außer denjenigen, für welche auch X, Y, Z 
ganzzahlige Werte haben, d. h. auch X, Y, Z sind lineare ganszahlige 
Formen in x,y,z. Mithin ist nicht bloß die Determinante der Formen 
x,y,s in X, Y,Z, sondern auch deren reziproker Wert eine ganze Zahl 
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und also diese Determinante ±1, mithin das Gitter (®) völlig identiscli 
mit dem ZahleEgitter in X, Y, Z. Wir kommen damit za folgendem Satze: 
Sind x,y,s irgendwelche lineare gan^aahlige Formen in E, 9, J mit 
einer von IN'iiU verschieäemn Determinante, so kann man stets (mid nur auf 
dne Weise) drd lineare gatiggahlige Formen X, Y, Z in x, y, e mit einer 
Determinante + 1 einführen, daß Eelationen 

entstehen, wobei die ganzsahligen Koeffsienten den Bedingungen 

«i>0, &s>0, e3>0; Ogf^. ^, -/ <'^ 
genügen. 

Die Einfalirung der Variablen X, Y, Z anstatt x, y, s nennen wir die 
EeduJction des Zahlengitters {&) in bezug auf das ParaUelepiped 0(?t58(5) 
und femer bezeichnen wir 0{ÄBC) ala reduziertes Grundparallel^iped. 

% 3. Zusammenrücken einer gitterförmigen lagerung in drei 
Richtungen. 

8. Wir denken uns die 9 Koeffizienten cij,...,y^ in (1), welche ein 
Gitter (@) in bezug auf den Körper K orientieren, als stetig veränder- 
liche Größen, während alle Ungleichungen (3) bestehen sollen, also kein 
Gitterpunkt außer ins Dmere des Bereichs ^ ^ K + K' falle. Nach 
(4) muß dabei stets A > J bleiben. Wir wollen nun zunächst zeigen: 

Mn Minimum von A kann jedenfalls nur eintreten, während irgend 
drei Gitterpunkte in drei unabhängigen Bichtungen mn aus auf die Be- 



in der Tat, nehmen wir an, auf der Begrenzung % von S liegen 
entweder a) gar keine Gitterpunkte oder b) nur ein Paar Gitterpunkte an 
den Enden eines Durchmessers durch oder c) mehrere Paare von Gitter- 
punkten, aber nur in einer einzigen Ebene durch 0. Wir wählen dann 
drei Gitterpunkte St, Sß, S aus, die nicht mit in einer Ebene liegen, 
entweder im Falle a) beliebig oder im Falle b) so, daß 9t auf "^ liegt, 
oder im Falle c) so, daß 91 und 33 auf % liegen. Wir führen nunmehr 
nach der in | 2 dargelegten Methode die Reduktion des Gitters (®) in 
bezug auf das ParaUelepiped 0(3lS8ß) aus, und es sei 0{ABC) das neu 
einzuführende reduzierte GrundparaUelepiped. 

Wir variieren die Substitution (1) in der Weise, daß wir A und B 
festhalten, dagegen C geradlinig auf den Punkt zurücken lassen. Dabei 
verringert sich der Wert von A, des Volumens des GrundparaUelepiped, 
während die auf % bereits vorhandenen Gitterpunkte vÖUig unberührt 
bleiben. Mit Rücksicht auf die Bedingung A ^ J" wird die Variation 
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schließlich auf einen Zustand auslaufen müssen, wobei irgendein weiterer 
Gitterpunkt außerhalb der Ebene OAB auf g auftritt. 

Da dieses Verfahren sich bei den dreierlei Umständen a), b), c) aus- 
führen läßt, so können wir in der Tat das Gfitter (@) unter Erhaltung 
der Relationen (3) und kontinuierliche! Veirmgerung Ton A so lange 
yariieren, bis wir auf g drei Gitterjiunkte St 35, G m drei unabhängigen 
ßichtungen von aus voiiiuden 

9. Mit 3(, SS, S zugleich hetzen luch deren Cregenpunkte S(, Sß 6 luf 
g, und mit diesen sechs Punkten enthalt Sv als konvexei Kcipei den 
ganzen Bereich des Oktaeders StSSGSL S8 tS, weLhea diese -^echs Punkte 
als Ecken hat. Wir woUen dieses Oktaeder kurz (?«!, diiich SC, 93, G hi 
stimmte Oktaeder nennen und mit Okt(^ti8E) bezeichnen 

Enthält dieses Oktaeder lußer und den Ecken noch irgendeinen 
weiteren Gitterpunkt G, so gehört dieser auch zu £ und befindet sich 
daher notwendig ebenfalls aut der Hache g Es liege (t t,twa außerhiil 
der Ebene 03133, so wnd das Okti^^[58(?) von klemerem \ ciunitn dl« drs 
Okt(SI58ffi) sein. Daraus entnehmen wir das Resrdtat 

Werden unter allen auf der Begrenzung to» St irgend torhanäenen 
Qitterpimkten d/rei m.üit mit %n einer Ebene gelegene Punkte ST S8, 6 
derart ausgewählt, daß das Okt(9l39S) ein möglichst Heines Volunten hat, 
so enthält dieses Oktaeder gen iß leineii GttterpitnU außei den Eden und 
dem Mittelpunkt. 

% 4. Gitterottaeder. 

10. Ein Oktaeder Sf^ßßSi'SÖ'e' mit als Mittelpunkt, dessen sechs 
Ecken Gitterpunkte sind, (die nicht in eine Ebene fallen), und welches 
außer und den Ecken keinen Gitterpunkt enthält, soll ein Gitter Oktaeder 
heißen. Wir fragen jetzt, wie können wir von einem solchen Oktaeder 
aus das ganze gegebene Gitter (%) herstellen. 

Zu jedem Punkte P(x,y,e) gehören bestimmte Größen J, IJ, 5, mit 
denen 

op-E-osc + q-oas + ä-os 

gilt. Der Bereich des Okt(SlSE) ist dann durch 

(5) ^ lEl + |l)l + läl<l 
definiert. 

Wir fuhren nach § 2 die Reduktion des Zahlengitters in bezug auf 
das ParaUelepiped 0(S[a9@) aus. Es sei 0{ABG) das reduzierte Grund- 
parallelepiped und X, Y, Z seien die dazu gehörigen neuen Gitter- 
koordinaten, für welche sich Relationen 

(6) X=a^i + a^t) + a,i, Y^\t, + h,i, Z = c^i 
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mit den Bedingungen 

ai>0; h,>i:i, 0^^<1; c,>0, 0^^, 1^<1 

herausstellen, während das vorgelegte Gitter (@) sich genau mit den 
sämtlichen gauzzahligen Systemen X, T, Z deckt. Für %, 39, © haben 
wir hzw. 

Da innerhalb der Strecke 0% im Giiteroktaeder kein Gitterpuukt 
liegt, so finden wir zunächst ^1 = St, »^ = 1 . 

Sodaun lautet die Ungleichung (5) für J = 0, also in der Ebene 0%.%: 

j^-S^l+lINi- 

Wenn nun ?i^ > 1, also ^2 wäre, so könnten wir 1^=1, und, da 
^ «2 < \ ist, die G-roße X = bzw. = 1 derart annehmen, daß 
^"~"ft^^"ä~ ^^*i ^'^^^ würde die Ungleichung hier erfüllt sein, und 
hätten wir damit in der Ebene O'm, einen Ton 0,^, r, SS,S5' yer- 
schiedenen und dem Oktaeder angehörigen Öitterpuntt gefunden, was der 
Natur eines Gitteroktaeder b widerspricht. Also muß \ = \, a^ = sein, 
und wir finden demnach B = S. 

Die Ungleichung (5) lautet nunmehr 

(7 ) j X ~ -"-i z j + ' r ~ -'- z I + 1 -^ I ^ 1 . 

Wir unterscheiden mehrere Fälle. Ist Cs> 1 und img^ade -= 2(^ -J- 1, 
so setzen wir Z=\ und können X = haw. 1 und 1"= bzw. 1 so 

annehmen, daß \'S.-~—<,-^, ?"-——<— ist. Dann wird die 

I "s I -^ I ''s I ^ 

Summe links in der Ungleichung (7) 

< ^ \ -^ .;, ^ - 1 . 
= 2<i + l^SÄ-hl^2d + l ' 

wir hätten also einen von und den Ecken verschiedenen Gitterpunkt 

im Okt(3£S9S) gefunden, was nach Voraussetzung nicht sein darf 

Ist C3>1 und gerade = 2ii, so können wir analog Z ^1 und X ■= 

bzw. 1, F == bzw. 1 derart wählen, daß X — — ^ -r- , Y— — | < -v: 

ist. Dabei wird, wofern nicht in diesen beiden Ungleichungen zugleich 

das Gleichheitszeichen gilt, die Summe links in (7): 

ausfallen, und wäre Okt(9t33S) wieder nicht ein Gitter oktae der. In dem 
eben erwähnten besonderen Falle aber hätten wir a^ = d, K-= d c, = 2d 
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und, wenn d > 1 wäre, würde der Gitterpunkt X, Y, Z ~ 1, 1, 2 innerhalb 
der Strecke 0©, also im Inneren des Okt(Sl58©) liegen. 

Danach erkennen wir, daß für a^, l^, Cg allein die beiden Wertsysteme 
0, 0, 1 oder 1, 1, 2 in Frage kommen. 

In dem ersteren Falle werden die G-leichungen (6) 

und ist das ursprüngliche Zahlengitter (©) in x, y, z völlig identisch mit 
dem Zahlengitter in %, t), J. In diesem Falle bezeichnen wir das Okt(?[58E) 
als Gitterolitaeder erster Art. 

Im zweiten Falle haben wir 

X-E+i, r-l) + ä, Z-2i. 
Ganzzahlige Werte X, Y, Z entstehen einmal, wenn j, t), j ganze Zahlen 
sind, und femer, wenn J — -g-, 1)^~^, ä — ö" ganze Zahlen sind. Ins- 
besondere ist der Piinkt C*: 



d. i. der Mittelpunkt des Parallelepipeds 0(S[Sßß), ein Punkt des Gitters 
in X, y, z. Das ganze ursprüngliche Gitter (@) besteht hier einmal aus 
dem Gitter in j, t), j and sodann aus den Punkten, die wir aus dem 
letzteren Gitter durch die Translation von nach C* ableiten. In diesem 
Falle bezeichnen wir das Okt(2(®©) als Gitterohtaeäer zweitem Art. Das 
Volumen des Parallelepipeds 0{ABO) ist hier die Hälfte des Volumens 
von 0(9IS86). 

11, Wir können nunmehr folgenden Satz zur Charakterisierung der 
Gitteroktaeder aussprechen: 

Sind a^ijj/i,«!; x^,y^,Zi; a^j, ^j, «g die Koordinaten von drei GiUer- 
punUen %, SB, ©, so ist das Oktaeder mit den Ecken %, 95, (5, 31', 99', S' ein 
Gitteroktaeder erster AH, wenn die Determinante (ms jenen Koordinaten 
± 1 ist, und ein GiUeroUaeder zweiter Art, w^%n jene Determinante ± 2 
ist und suäem 

~ {x, ^-x^+xg), \ (y, + y, + tl,), Y ^^^ + ^^ + ^s) 

gleich ganzen Zahlen sind. 

12. Wir fügen noch folgende Bemerkung hinzu. Die linke Seite in. 
(7) wird, wenn wir uns ^ % ^ Jj ^ (^ und Cj ^ 2 denken, sogar < 1 
durch wenigstens eines der Systeme X, Z", J? = 0, 0, 1 ; 0, 1, 1; 1, 1, 1, es 
sei denn, daß c^ = '2d +1 und dazu a^, h^^ d,d] ä,d -\-X; d + \, d+\ 
oder C3 — 2d und dazu a^, ig = d — 1, (?; d, d -^ 1 bzw. — d, d ist. In 
den letzteren Fällen hat die linke Seite von (7) für d, 
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X,Y, 2=1,1,2 den Wert ^m « 1 für c^ > 3) oder ^(<l für 

Cg > 4) bzw. öj (< 1 für Cj > 2). Wir finden danach unter den eben 

genannten vier Systemen X, Y, Z immer wenigstens ein solches, wofür 

die linke Seite von (7) sich < 1 erweist, außer wenn 

«3.^3-^3 = 0,1,2; 1,1,2; 1,2,2; 1,1,3; 1,2,3; 2,2,3; 1,2,4; 2,3,4 

ist. 

§ 5. Redulttion der iiueudlich vielen riigleichnngen des Problems 
auf eine endliche Anzahl. 

13. Wir nehmen wieder an, daß kein Öitterpunkt außer im Inneren 
von ® liegt, daß aber auf der Begrenzung ^ ^on St drei Gitterpunkte 
Ä, B, C — wir ändern damit etwas die Bezeichnung — vorhanden sind, 
die ein Gitter Oktaeder erster oder zweiter Art bestimmen. Wir führen 
die Koordinaten X, Y, Z zum Parallelepiped 0(ÄBC) ein und setzen die 
in 4. für S definierte Funktion 

•P(i,r,,£)-F(s,r,z)- 

Die dort angegebenen Funkiionalbedingungen gehen dann in 
F{iX,tY,tZ)^tF{X,Y,Z), t>Q, 

(8) F{X^, Y^,Z;) + F{X^, Y^,Z;)>F(X^ + X^, Y^+ Y^Z^+Z,), 

(9) F(- X,-Y,-Z) = F{X, Y, Z) 
über. Indem die Punkte A, B, G auf % Hegen, haben wir 

(10) i^(l,0,0) = l, J'(0, 1, 0) = 1, ^-(0,0, 1) = 1. 

Weiter soU nun auf Grund unserer Voraussetzung die Ungleichung 
(I) F{X,Y,Z)>1 (Z,r,Z + 0,0,0) 

für jedes von 0, 0, verschiedene ganzzahlige Wertsystem X, Y, Z gelten, 
und soll überdies, falls Ö^i{ABC) ein Gitteroktaeder zweiter Art vor- 
stellt, die Ungleichung 

(11) J'(X+Y,r+i,Z + i)ä:l 

für jedes beliebige ganzzahlige System X, Y, Z (das System 0, 0, hier 
inbegriffen), gelten. 

14. Wir woUen jetzt zeigen, daß infolge des Bestehens der drei 
Gleichungen (10) von aEen diesen Ungleichungen gewisse in endlicher 
Anzahl vorhandene das Bestehen aller übrigen nach sich ziehen. 

In der Tat, greifen wir von den Ungleichungen (I) zunächst diejenigen 
besonderen heraus, in denen die Zahlen X, Y, Z nur Werte oder ± 1 
haben, das sind die folgenden: 



y Google 



Dicliteste gitterförmige Lagerung kongruenter Körper. 13 

(11) i'(±l, ±1,0)^1, F{±1,0,±1)^1, F(0,±l,±l)^l, 

(12) F(± 1, ± 1, ± 1) S; 1 

für alle mögliehen Werte der einzelnen Vorzeielien ±^ !■ 

Sollte nuu , während alle Bedingungen (10) , (1 1), (12) bereits 
atattbaben, irgendeine der Ungleichungen (I) nicht gelten, so sei 
G{X, Y,Z^a,b,c) ein Gitterpnnkt, für den 

F(a,'b,c)<l 
ist; wir können \ins etwa ^ « < fi ^ e (c^ 2) vorstellen, da wir die 
Rollen von + X, ± Y, + Z vertauschen können. Das Okt^ABG) gehört 
dann mit allen Punkten, die außerhalb der Ebene OÄB liegen, ganz zum 
Inneren von S'. Dieses Oktaeder ist durch 

\x-~Zt + \Y—^z\ + \^\^1 

bestimmt, Ähnlich wie in 10. schließen wir nun, daß in diesem Oktaeder, 
falls nicht gerade a, b, c von der JForm d, d, 2d ist, stets wenigstens einer 
von den Gitterpunkten Z= 1, X=0 oder 1, Y ^ oder 1 auftritt. Der 
betreffende Gitterpunkfc dürfte aber nach einer der Ungleichungen (11), 
(12) nicht ins Innere von ^ fallen. Mithin erkennen wir, daß zu den 
Ungleichungen (11) und (12) nur noch die folgenden 
(131 F(±1,±1,±2)>1, -F(±l,±2, + l)^l, F(±2,±l,±l)^l 
hmzuzunehmen sind, um die Gesamtheit der Ungleichungen (I) sicher- 
zustellen Wir haben damit den Satz gewonnen: 

Ist Okt(J..BC) ein GiU&oklaeder erster Art, so haben die Bedingungen 
(lü), (_11), |12), (13) d'ie Gesamtheit der uneiidlich vielen Ungleichungen (I) 
mtr Folge. 

Ist das 0\i.t(ÄBC) ein QitteroMaeder zweiter Art, so haben wir unter 
den Ungleichungen (II), indem wir X, Y, Z die Werte und — 1 bei- 
legen, insbesondere die Ungleichungen: 

(") -f(d=|,±i,±i-)äi. 

Wir werden nun zeigen: 

Ist Okt (ABO) ein Gitterokiaeder stveiter Art, so rdchen die Gleichungen 
(10) und die Ungleichungett (14) bereits aus, um die Gesamtheit der un- 
endlich vielen Ungleichungen (I) und (II) nach sich su ziehen. 

Zuimehst folgen aus (14) alle Ungleichungen (I), nämlich speziell die 
Ungleichungen (11), (12), (13). Denn wir schließen aus (14) mit Rück- 
sicht auf (8): 

F(l, 1, 1) ^ 2, 

.F(l, 1, 0) + F(0, 0, 1) ^ -F(l, 1, 1) S 2, .F(l, 1, 0) ^ 1, 

J'(l, 1, 2) -f- FiO, 0, - 1) ^ F{1, 1, 1), F(\, 1, 2) > 1, 
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und ähnlich hei Änderung der Vorzeichen der einzelnen Variablen und 
bei den Permutationen ihrer Iteilienfolge. 

Was sodann die Ungleichungen (11) anbelangt, so nehmen wir an, es 
seien die Ungleichungen (14) erfüllt, es bestünde aber noch für einen 

öitterpunkt G(XjY,Z^a + Y' ^ + Y' ''"'""2)' "'°^®^ a,b,e ganze 
Zahlen sind, die Ungleichung 

wir können ohne wesentlieho Beschränkung uns etwa 

und 2c + 1 > 3 denken. Nun enthält das Okt (ASG), d. i. der Bereich 



X-P^2i+ Y 



26 + 1 ; 



den Punkt X — — , r = -y-,2'=— ; denn für diesen Punkt wird die 
hier linka stehende Summe 



-") + (c-6)4 



-<1: 



2C+1 

also müßte auch -Ff-g- , -^^ , -5-) < 1 sein im Widerspruch mit einer der Un- 
gleichungen (14). Die Ungleichungen (14) haben demnach in der Tat 
mit Rücksicht auf die drei Gleichungen (10) alle Ungleichungen (I) und 
(II) zur Folge. 

15. Nach der Bemerkung in 12. finden wir, wenn für ein ganzzahliges 
System G(a, b, c) die Umstände ^ « ^ 6 ^ c und c ^ 2 statthaben und 
ffl, 6, c nicht gerade mit einem der Systeme 

0,1,2; 1,1,2; 1,2,2; 1,1,3; 1,2,3; 2,2,3; 1,2,4; 2,3,4 
übereinstimmt, wenigstens einen von den Gitterpunkten 0, 0, 1 ; 0, 1, 1 ; 1,1,1; 
1, 1, 2 sogar im Inneren des Okt (ABG) gelegen und kann daher G auch 
nicht auf der Begrenzung von S liegen, sondern muß dafür notwendig 

F{a, h,c)>l 
ausfallen. 

§ 6. Die benachl)arten Körper in einer dichtesteu Lagerung. 

16. Nach den letzten Ausführungen ist klar, daß hei kontinuierlicher 
Variation der Koeffizienten o^, a^, - ■ ., y^ in (1) d. h. des Gitters (®) keine 
einzige der Ungleichungen (I) bzw. der Ungleichungen (I) und (II) yer- 
letzt wird, so lange nur die drei Gleichungen (10) und die in endlicher 
Anzahl vorhandenen Ungleichungen (11), (12), (13) bzw. (M) in Kraft 
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bleiben. Unter hestimdiger Wahrung dieser Sedingmigm (10) — (13) igw. 
(10), (14) suchen wir mm weiter c£j,Kj, ....,^5 liontinuierlich derart m variieren, 
daß A sich verringert oder wenigstens nicht sunimmt itnd äab^ iw mög- 
lichst vielen unabhängigen von den fragliehen Ungleichungen das Gkichheits- 
zeichen sich anstellt. 

17. Wir nehmen als ersten Fall an, daß Ott {ABC) ein Gitter- 
oktaeder erster Art ist und können dazu voraussetzen, daß auch im Verlwafe 
der mrmmehmenden Variationen niemals drei Gitterpunlcte auf % auftreten 
soUen, die ein GiüeroUaeder sweiter Art bestimmen. 

Zunäcbst möge in keiner der Ungleicliungen (11), (12), (13) das Grleicli- 
heitszeicken gelten. Wir projiaierea den ganzen Bereich des Körpers Ä in 
RiclituDg C auf irgendeine diese Richtung nicht enthaltende Ebene durch 0. 
Dadurch entsteht in dieser Ebene eine gewisse konvexe Figur ^ mit 
als Mittelpunkt; %{ und S seien darin die Projektionen von A und B 
(Pig. 2). Im allgemeinen wird es nun möglich sein, unter Festhaltung 
von B und C den Punkt A auf der Begrenzung von S kontinuierlich so 
zu bewegen, daß währenddessen Sl geradlinig 
auf zuwandert und damit A kleiner wird 
Eine solche Variation ist nur in dem FaUe 
zunächst nicht ausführbar, wenn A innerhalb 
einer auf der Fläche ^ verlaufenden, mit OG 
parallelen Strecke liegt, die sich dann natür- 
lich in einen Randpunkt von 5|3 projiziert. 
In diesem Falle würden wir A zuvörderst nach 
einem Endpunkte jener Strecke hin wandein 

lassen, wobei A sich nicht ändert, um hernach, wenn inzwischen kein 
neuer Gitterpunkt auf g- aufgetreten ist, A in der beschriebeneu Weise 
an verringern. Da nun A nicht unter die von vornherein gegebene Grenze 
•T, das Volumen von K, sinken kann, muß der dargelegte Prozeß not- 
wendig einmal auf einen Zustand auslaufen, wobei in einer der Unglei- 
chungen (11), (12), (13) das Zeichen -= eintritt. 

Wenn dabei z. B. F{1, 1, 2) = 1 würde, so fänden wir nach dem 
Satze aus 11. in — 1, 0, 0; 0, - 1, 0; 1, 1, 2 drei Gitterpunkte auf g, die 
ein Gitter Oktaeder zweiter Art bestimmen, was wir ausgeschlossen haben. 
Hiemaeli kommt gegenwärtig keine der Ungleichungen (13) in Fi-age. 
Wir machen nun femer zunächst die Annahme, daß hei den vorgunehmen- 
den Variaiionen auch stets die Ungleichungen 

F(±1,±1,±1)>1 
geivahrt bleiben. Dann kommen einstweilen nur die Ungleichungen (11) 
für das Eintreten des Gleichheitszeichens in Betracht. Da wir die Be- 
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zeiehnungen Y und Z, auch X mit — X vertauschen können, so dürfen 
wir annehmen, daß der Gitterpunkt S(-- 1,0,1) auf der Fläche 5 ^^' 
scheint, daß also 

F{~ 1, 0, 1) = 1 

wird. Diese Gleichung gewährleistet vermöge 

F(l, 0, 1) -H F(- 1, 0, 1) ^ F(0, 0, 2) = 2 
die Ungleichung F(l, 0, 1) ^ 1, d. h. solange G uad S auf (5 bleiben, 
kann 1, 0, 1 gewiß nicht ins Innere Yon $t fallen. 

Die weiteren von den Ungleichungen (11) mögen noch das Zeichen 
> behalten hahen. Wir können nun mit dem Punkte B operieren wie 
vorhin mit A, indem wir wieder die Paralielprojektion von S in Richtung 
OC verwenden und können ohne Zunahme von A erzielen, daß in einer 
neuen der Ungleichungen (11) das Zeichen = eintritt. Indem wir noch 
X und /? vertauschen, auch Y durch — Y ersetzen können, dürfen wir 
annehmen, es trete jetzt der Gitterpunkt B(0, 1,— 1) in 5 ^''^- Durch 
die Lage von B und C auf % wird zugleich gesichert, daS 0, 1, 1 nicht 
ins Innere von Ä' fällt. 

Xun möge noch F(4: 1, ± 1, 0) > 1 geblieben sein. Die Strecken 
S'Ä und EB sind beide parallel und gleich lang mit OC. Wir führen 
jetzt jene Paralielprojektion von S in Richtung 00 auf eine Ebene, die 
uns für den ganzen Körper S die Figur ?ß ergab, speziell nur für aile 
solchen zu OC parallelen Sehnen von @ aus, welche an Lange ^ OC 
sind. Dadurch erhalten wir in jener Ebene eine neue Figur £i mit 
als Mittelpunkt, die ganz in der früheren Figur ^ enthalten ist und ins- 
besondere die Punkte SI und ffl aufnimmt (Fig. 2). Dieser Figur O kommt, 
weil ^ ein konvexer Körper ist, ebenfalls die Eigenschaft zu, mit irgend 
zwei Punkten stets die ganze sie verbindende Strecke zu enthalten, und 
stellt mithin Q wieder ein konvexes Oval vor. 

Liegt ^ auf dem Rande von D, so bedenken wir, daß solchen 
Punkten des Randes von D, welche Häufungsstellen von nicht zu Q zählen- 
den Punkten aus ^ sind, mit OC parallele Sehnen in S gmau von der 
Länge OC entsprechen und daß andererseits solchen Punkten des Randes 
von Q, die auch zum Rande von ^ gehören, mit OC parallele Geraden 
entsprechen, die nur die Begrenzung von S treffen. Infolgedessen können 
wir irgendeine kontinuierliche Veränderung von So auf dem Rande von 
D, während Ä und C festbleiben sollen, immer so bewerkstelligen, daß 
dabei sowohl B wie der damit in bestimmter Weise verbundene Punkt S, 
fortwährend auf der Begrenzung von ß verbleiben. Wir können nun im 
allgemeinen ^ auf dem Rande von Q kontinuierlich der Geraden 021 
nähern und damit A verringern. Nur wenn 3J innerhalb einer diesem 
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Bande angeiiörigen, zu 02t parallelen Strecke liegt, müsson wir zuvor 3} 
nacli eiuem Endpunkte dieser Strecke führen, eine Operation, während 
der A sich nicht ändert. Wir bemerken, daß bei der letzteren Sachlage 
die Fläche § sicher eine geradlinige Strecke aufzuweisen hat, nämlich, 
falls 93 zugleich dem Bande von ^ angehört, die Strecke RB, anderenfalls 
aber in einer Stützebene an S durch jS die ganze Strecke, als deren Pro- 
jektion hier jene erwähnte Strecke auf dem Bande von Q erscheint. 

Sollte S im Inneren von C liegen, so würden durch B und H jeden- 
falls zwei verschiedene Stützebenen an S gehen; für diese müßten dann 
in gewissen Umgebungen von B und H die in Richtung 00 gemessenen 
Abstände durchweg ^ 00 sein, also wären die Ebenen parallel, und 
könnten wir B in seiner Ebene so verändern, daß SS geradUnig auf 
zuschreitet. Freilich würde unsere Folgerung hier mit der anderen An- 
nahme in Widerapnich kommen, wonach G auf '^ selbst liegen sollte. 

Nach dieser Ausführung können wir nun, ohne daß A wächst, zu einem 
Zustande fortschreiten, wobei schließlich noch in einer dei' Ungleichungen 
F{± 1, ±1, 0) ^ 1 das Zeichen = eintritt. Würden wir i^(l, 1, 0) = 1 
erhalten, so hätten wir in —1,0,1; 0,-1,1; 1,1,0 drei Gitterpunkte 
auf %, die ein Gitteroktaeder zweiter Art bestimmen. Da wir solches 
vorläufig ausgeschlossen haben, so bleibt nur die Annahme übrig, daß 
noch der Gitterpunkt T{1, — 1, 0) auf g auftritt. 

18. Wenn die sechs Gitterpunkte A, B, C, B., S, T sämtlich auf g 
liegen, so ersehen wir aus 

F(l, 1, 2) + F{-~ 1, 0, 1) -^ F(0, ~ 1, 1) ^ 4F(0, 0, 1), 
F(i, - 1, 2) -1- F(- 1, 1, 0) ^ 2F{0, 0, 1), 
F{- 1, - 1, 2) + F{1, - 1, 0) ^ 2F{0, - 1, 1), 
F{1, 1, 1) 4- F(- 1, 0, 1) -(- F(0, ~ 1, 1) ^ 3F(0, 0, 1) 
usf., daß von den Ungleichungen (11), (12), (13) nur noch die Erfüllung 
der folgenden 

-fX-1. 1,1)^1, F{1,-\,1)^1, F(l, 1,-1)>1 
besonders zu fordern ist. Würde F{\, 1, — 1) = 1 sein, so hätten wir in 
0, 0, 1; 1, — 1, 0; 1, 1, — 1 drei Gitterpunkte auf g, die ein Gitteroktaeder 
zweiter Art bestimmen. Gegenwärtig haben wir danach in diesen drei Un- 
gleichungen das Zeichen > au verlangen. 

19. Wir berücksichtigen jetzt die in 17. zunächst ausgeschaltete 
Möglichkeit, daß in einer der Ungleichungen -F(di 1, ± 1? ± 1) ^ 1 das 
Gleichheitszeichen eintritt, schließen aber immer noch aus, daß auf % drei 
Gitterpunkte auftreten, die ein Gitteroktaeder zweiter Art bestimmen. 

Nehmen wir z, B. an, daß neben A, B, G noch der Gitterpunkt 
D(l, 1, 1) auf % liege, so sind wegen 
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F(-~ 1, - 1, 1) + F(l, 1, 1) > 2F{0, 0, 1) 
usf. alle UDgleichungen (12) sichergestellt. Die Strecke AD ist parallel 
und gleicli B'G. Wir yerfabren unter Zuhilfenahme einer Parallelprojektion 
TOQ S in dieser Eichtung wesentlich nach der in 17. dargelegten Methode 
zur Terringerung von Aj und wir dürfen nun ferner in einer der Un- 
gleichungen (11) das Gleichheits- 
zeichen als gdltig annehmen. Würde 
dabei etwa F(l, - 1, 0) = 1 ein- 
treten, so hätten wir in 0, 0, — 1; 
1, 1, 1; 1, — 1, drei Gitterpunkte 
auf 5, die ein Gitteroktaeder zweiter 
Art bestimmen, was nicht sein sollte. 
Wir nehmen nun etwa ^(1, 1, 0) 
auf (5 gelegen an. Alsdann sind die Strecken Olf, CD, A'B parallel und 
gleich lang; wir verwenden eine Parallelprojektion von S in Richtung ON 
und dürfen endlich noch etwa i(0, 1, 1) auf g gelegen annehmen. Die 
beistehende Figur zeigt uns, daß durch die Substitution 

dieser Fall auf den schon in 17. behandelten zurückführt. 

20. Wir nehmen jetzt zweitens an, daß das Okt (ABC) ein G-iÜer- 
oktaeder zweiter Art ist, und haben alsdann neben den drei Gleichungen 
(10) die Ungleichungen (14) 

i^(±i, ±i, ±|)>i 

vorauszusetzen. 

Zunächst möge in keiner dieser Ungleichungen das Zeichen = gelten. 
Wir verfahren wesentlich nach der in 17. entwickelten Methode. Wir 
verwenden eine Parallelprojektion von S in Richtung OG und können 
''i) ■ ■ -iTt ^0 variieren, daß A abnimmt oder konstant bleibt und aehheßlich 
in einer dieser Ungleichungen das Gleichheitszeichen eintritt. Es möge 

— , — y) ^"^^ ^^'^ Gegenpunkt iV' auf 
die Fläche g fallen; in den übrigen Un- 
gleichungen (14) aber möge noch das 
Zeichen > bleiben. Nun ist CB parallel 
der Ebene durch 0, A und 1>^ (Fig. 4). 
Wir verwenden eine Parallelprojektion 
1 Sf in Richtung CB, halten A und die 
Strecke OB nach Richtung und Länge und 
damit auch den Punkt JV fest und können durch Variation von B und so, 
daß A abnimmt oder sieh nicht ändert, einen Zustand erzielen, wobei eine 



etwa der Gitterpunkt "N {-^ , 
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neae der Ungleiciningen (14) als Gleichung erfüllt iet; es trete etwa der 
Gitterpunkt i(— -i-, y, ~] iu die Fläche % ein. ~ Dieeer letzte Prozeß 
wäre nun genau so anzuwenden gewesen, wenn die Fläche 5 neben JV 
auch bereits M{—, —-^, ö ) enthalten hätte, da die Strecke il/iV parallel 
und gleich GB ist. Daraus leuchtet sofort ein, daß wir überhaupt auch 
einen Zustand erreichen können, wobei drei von den vier Paaren von 
Gitterpunkten ±4-, ±4-, +-j ' ^*^^ ^^^ '^'*^^ Paare L,L',M,M','N,N', 
auf % fallen. 

Vermöge der Substitution 

x*=r+.^, r*=x4-2, z*=x+Y 

erhalten nun A, B, C, L, M, N und der Gitterpunkt y; Vi y ^^^ neuen 
Koordinaten 

X*, Y% Z'^=0, 1, 1; 1, 0, 1; 1, 1, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1; 1, 1, 1. 
Das ursprüngliche Zahiengitter (®) wird mit dem Zahlengitter in X*, 
Y*, Z* identisch; und damit kein Gitterpunkt außer im Inneren von Sl 
liegt, bleibt nur noch die eine Bedingung zu erfüllen, daß der Punkt 
X*, r*, 2*= 1, 1, 1 nicht ins Innere von t fäÜt. 

21. Wir sind durch diese Überlegungen zu folgendem Resultate gelangt: 

ütn für einen gegebenen honvexen Körper K das Minimmn (oder die 
verschiedenen existierenden Minima) von A zu finden, genügt es, solche Än- 
oränmigm des Gitters (®) in Betracht zu stehen, wobei von diesem Gitter 

entweder (I) auf die Begrenzung von ^ '^ K + K' die FunMe 
1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1; 0, 1, - 1; - 1, 0, 1; I, - 1, 
und die Punkte ~ 1, 1, 1 ; 1,-1,1; 1, 1, — 1 außm-halb S fallen, 

oder (IIj auf die Begrenzung von SJ die FunMe 

1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0,,,1; 0, 1, 1; 1, 0, 1; 1, 1, 
fallen und der Funlct 1, 1, l außerhalb ^ liegt, 

oder (IIl) auf die Begrenzung von S die Funlde 

1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1; 0, 1, 1; 1, 0, 1; 1, 1, und 1, 1, 1 
falleit. 

Aus einer beliebigen Anordnung des Gitters (®) YOn dem hier be- 
zeichneten Charakter, welche ein Minimum von A liefert, können unter 
Umständen, — jedoch nur in solchen Fällen, wo auf der Begrenzung von 
^ geradlinige Strecken vorkommen, — andere Anordnimgen von (@), 
welche nicht jenen Charakter tragen, durch kontinuierliche Variation ohne 
Änderung des Wertes von A hervorgehen und diese würden dann in 

2* 
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gleicher Weise dichteste gittei-förmige Lagerungen für den Grundkörper 
K bestimmen. 

Die in (I) aufgeführten sechs Gitterpuukte mit ihren Gegenpunkten 
in bezug auf bilden die Ecken eines Kubo Oktaeders, die in (III) ge- 




nannten sieben Gitterpunkte mit ihren Gegenpunkteu in bezog auf die 
Ecken eines Ehombendodekaeders (Fig. 5). 



§ 7, Aritlimetiselie Ätiuivaleuz liei positiTen ternäreu quadratischen 
Formen. 



22. Ehe wir in der Behandlung unseres allgemeinen Problems weiter- 
gehen, wollen wir das Beispiel der dichtesten Lagerung von Kugein näher 
ins Auge fassen. 

Es sei K eine Kugel vom Radius ~ , für den Körper U- = K+ K' 

also q>{%'n>^-={l^'\-'H^+ t^y> so haben wir in 

g,^~ {cc^x + <x^y + a,df+ {ß,x + ß,y + ß,zy+ (y.x + y,y + y^df 

eine posiü^e temäre quadratische Form mit einer Determinante D = A^. 
Um die dichteste gitterfÖrmige Lagerung für Kugeln Tom Radius — 
za finden, haben wir nach 21. nur diese zwei Annahmen zu diskutieren: 
(11) Die Fläche /j(a:, y, z) ^ 1 enthält die sechs Gitterpunkte 
x,y,s = l, 0,0; 0, 1, 0; 0,0, 1; 0, 1, 1; 1, 0, 1; 1, 1, 0; 
dann müßte 
h(3:,y,z) ^ x^ — xy — xz + y^ - yz + &^ = [x — ^y — -^z^ + 4O/ — ^Y 

sein, und jene Fläche wäre eine Zylinderfläche, nicht eine Kugel. 
(I) Die Fläche Ä(a:, y,z) = X enthält die sechs Gitterpunkte: 
x,;/,^= 1,0,0; 0,1,0; 0, 0, 1; 0, 1, - 1; -I, 0, 1; 1,- 1, 0; 
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dann haben wir 

]i{x, y, g) = x^ + xy + xs + y^ + yz + z^ 

und wird JD = A^= -^^ Deinoacli gelangen wir zu dem Resultate: 

Im, Falle der dicktesten gUterßrmigm Lagerung -von gleichen Kugeln 
verhalt sich der von den Kugeln erfüUle Saum svm gangen unendlichen 
Baume icie -^:— =. Die betreffende Lagerimg ist dad/wrch charakterisiert, 

daß eine jede Kugel in den mölf Ecken eines KuhooUaeders an andere 
Kugeln stößt 

Für die dichteste Lagerang von EUipsoiden gilt offenbar genau der 
nämliche Satz. 

Das entsprechende Problem für zwei Dimensionen hängt analog mit 
der Transformation von i^ + tf in x^ + xy -{- y^ zusammen, und kann man 
in einer Ebene durch lauter gleiche Kreisflächen, die nicht ineinander ein- 
dringen und deren Mittelpunkte ein parallelogrammatiBches Punktsystem 
bilden, im Maximum den -^ : ~- Teü der ganzen unendlichen Ebene 
ausfüllen. 

23. Ich will jetat zeigen, daß die Theorie der arithmetischen Äquivalen0 
der posiütien' temären quadratischen Formen, deren Hauptsätze von Seeber 
imd Gauß aufgeßteUt sind imd in der Folge manche andere Ableitung 
gefunden haben*), vollständig und durch einfache Überlegungen allein aus 
der eben bewiesenen Tatsache über die dichteste Lagerung von Kugeln 
erschlossen werden kann, 

Es sei 

e^iX^+ 2e^sXy-{ h %«^- '*C^. !/; ^) = (fix,y,s)y 

eine beliebige positive temäre quadratische Form mit der positiven Deter- 
minante D. Wir setzen die Form h irgendwie in die Gestalt 

h = {<x,x + a,y + a,if +(ß^x + ß,y + ß.^f + (y,x + y,y + y.^y 
— ^^+ ij^ -\- §^ und deuten |, rj, g als rechtwinklige Koordinaten im Räume. 
Der Ausdruck ]//( = f(x, y, b) stellt alsdann die Entfernung des variablen 
Punktes P mit den Bestunmungsstücken x, y, z vom Nullpunkte dar. 

24, Wir betrachten das Gitter (®) der Punkte mit ganzzahligen 
Werten x, y, b und bestiminen in diesem Gitter einen ersten vom NuU- 



*) Seebex, Untersuchungen über die Eigens ehaften der positiven temäien qua- 
dratischen Formen, Freihurg i. Br., 1831, — ftauß, Göttingisehe gelehrte Anzeigen, 
Jahrg. 1831 (Werke, Bd. H, S. 188), — Diriehlet, Grelles- Journal, Bd. 40, S. 209 
(Werke, Bd. II, S. 27). — Hermite, Grelles Journal, Bd. 40, 8. 173; Bd. 79, S. 17 (Oeuvres 
T. I, p. 94 und T. III). — Selling, Grelles Journal, Bd. 77, S. 143. — Korkine u. 
Zolotaieff, Mathematische Annaleu, Bd. 6, S. 866. 
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punkte verschiedenen Gitterpunkt A derart, daß die Entfernung OÄ so 
Mein aU möglich ausfällt, liemaeh einen zweiten Gitterpunkt _B außerhalb 
der Geraden durch und A, ao daß äie Entfernung OB so Mein als 
möglich wird, endlich einen dritten Gitterpimkt C außerhalb der Ebene durch 
0, A und B, so daß die Entfernung OC so klein als möglich wird. Es 
seien ?i,»ij,%; Ea,»Mj,%; ^8j »'b? % die a;, j/, 2-Werte von A,B,G und 
/j, f^, /j die Entfernungen dieser Punkte von 0. 
Wir setzen 

(15) x = l^X + \r+\Z, y^m^X-{-m^Y^m^Z, s^^n.X + n^Y+n^Z, 
und es sei d die Determinante dieser Ausdrücke. Die Form k gehe durch 
diese lineare Substitution in 

E,^X'+ 2E,^Xr+ ■■■■ + E,,Z'^HiX, Y, Z) 
über; dabei wird E^^-~ f^\ E^^ = f^\ E^^ =fi- Wir bringen H in die 
Gestalt 

H= (A,X + As r+ k,Zf+(B^Y^ B.^Zf^{T^Zf; 
so daß Ai, B^, Tg > sind, und setzen 

25. Die Fläche C^ — 1 steRt im ßaume der rechtwinkligen Koor- 
dinaten I, jj, £ ein Eilipsoid vor mit einer Hauptachse in der Linie OA, 
einer dazu senkrechten Hauptachse in der Ebene OAB und einer dritten 
auf dieser Ebene senkrechten Hauptachse, bzw. von den Längen fi,f^,fi- 
Für jeden von verschiedenen Gitterpunkt in der Geraden 0^(1^=0, Z=0) 
ist S"^/'/, tl)> 1, für jeden Gitterpunkt außerhalb dieser Geraden in der 
Ebene OAB{Z^0) ist J?^/"j.^ * ^ 1> für jeden Gitterpunkt außerhalb 
der Ebene OAB ist .ff^^^, "1* ^ 1. Danach liegt Icem 6-iUerpunM x,y,!i 
außer dem Nullpunkte im Inneren des ElUpsoids tp ^ 1. 

Konstruieren wir nun den Körper (|) ^ -- und weiter aUe Körper, die 
aus diesem durch die Translationen vom Kullpunkte nach den einzelnen 
Gitterpunkten x, y, s entstehen, so werden diese sämtlichen gitterförmig 
angeordneten Ellipsoide untereinander höchstens Punkte der Begrenzungen 
gemein haben, und ist daher nach 22. das Verhältnis aus dem Volumen 
von "l» ^ Y und dem Volumen des Grundparalleiepipeds des Gitters (®), 
also -r/i/s/s: y^ sicher ^-^'-—p, d.h. wir haben 

(16) /l^/ä ^ l/älD, E,iEssE^3£2D. 

Andererseits berechnet sich, die Determinante von H in x, y, s zu 

A,B,r,-|(!|l/D 
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folgt. Nun ist für die Punkte Ä, B, C bzw. H= /i^^^/;^ so daß 

entsteht. Demnach gilt 

f,f,f,i:\''\VS. 
Mit Berücksichtigung von (16) geht hieraus 
(17) \<i\£y2, 

mithin ä — :^1 hervor. Die Determinante der Substitution (15) ist also 
± 1, das Gitter in X, T, Z ist identisch mit dem Gitter (&) in x, y, s, 
die Form M mithmeiisdi äquivalent der gegebenen Form h. 

26. Nach der Art, wie die Punkte Ä, B, G mit ihren Entfernungen 
OÄ, OB, OC eingeführt wurden, bestehen für die Form S die sämt- 
lichen Ungleichungen 
{18} 0<E^,<.E^^%E^^, 

(19) Rix, 0, 0) ^ E^^, mX, Y, 0) ^ E,„ H{X, Y, Z) > E,^^, 

(Z + 0) (F+O) (2+0) 

worin X, Y, Z beliebige ganze Zahlen sind, Umgekehrt leuchtet ein, daß 
mit diesen Ungleichungen, während die Substitution (15) ganzzahKge 
Koeffizienten und eine Determinante ± 1 hat, der hier in Frage kommende 
Charakter der Gitterpunkte A, B, TOllständig erschöpft wird. 

Eine teraäre quadratische Form H{X., Y, Z), welche diese sämt- 
lichen Ungleichungen (18), (19) erfüllt, heißt reduziert. 
Analog heißt eine binäre quadratische Form 

H{X, Y) = E^^X'+2E^^XY+E^^Y^ 
reduziert, wenn sie allen Ungleichungen 

0<-E'u^-E^!s, -H"(X, 0) ^ i?ji, R(X,Y)^E^^ 

(x + 0) (r+0) 

genügt, worin X, Y beliebige ganze Zahlen sind. Es leuchtet ein, daß, 
wenn R(X, Y, Z) eine reduzierte temäre Form ist, die drei daraus durch 
NuUsetzen je einer Variable entstehenden binären Formen S{X, Y, 0), 
S{X, 0, Z), S(0, Y, Z) ihrerseits notwendig redimiert sind. 

Aus der Menge der Ungleichungen (19) greifen wir insbesondere die 
folgenden heraus: 

(20) ir(±l,l,0)>Es2. -ff(±1.0, 1)^-Es3, i?(0, ±1,1)^^33, 

^■^' -Eu^2|i?,al, -E„>21-Ei5|, E^^-^%\E^^\, 

und ferner 

(21) ^(±1, ±1,1)^-^33! 

diese letzteren Ungleichungen (21) sind infolge der Ungleichungen (20) 
von selbst erfüllt, wenn die Größen E^^, E^^, E^^ alle drei positiv oder 
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eine positiv und zwei negatiT sind oder darunter wenigstens eine ver- 
schwindende auftritt; wenn aber diese Größen alle drei negativ oder zwei 
von ihnen positiv, eine negativ sind, so liefert (21) die eine neue Be- 
dingung 

-Eu + -E'sa > 2 i :E7,, I + 2 I ^j J + 2 ; E^^ I. 

Wir wollen jetzt den Nachweis erbringen, daß die spesieUen, in end- 
lidier ÄMohl vorhandenen Ungleickmgen (18), (20), (21) die sämtlichen 
unendlich melen Ungleichungen (19) nach sich sielien und also den Charakter 
Yon H als reduzierte Form bereits völlig bestimmen. 

27. Wir betrachten zu dem Ende die Mannigfaltigkeit der sechs un- 
abhängigen Vai-iablen .E^i, E^^,. . .,E^^ und in dieser denjenigen Bereich (§), 
der durch die sämtlichen Ungleichungen (18), (19) für diese Variablen 
definiert ist, wobei wir noch die Bedingung i?ij>0 durch E^^'^O er- 
setzen woUen, Jedem Funhte E^i, E^^, . . ., E^^ in dieser reduzierten 
Kammer (§) entspricht eine niemals negative temäre Form H. Da die 
Ungleichungen (18), (19) linear und homogen in den Variablen ^^j,E^g,...,Esg 
sind, so besitzt (§) die Eigenschaft, mit irgend zwei Punkten (Formen) 
jff'''', H'-^^ stets die ganze sie verbindende Strecke, d. h. die Koeffizienten- 
systeme der Formen (1 ~ i)S(''l+ (^^ für alle Parameter werte i^O 
und ^ 1 zu enthalten, stellt also eiuen lionmxen Körper in der Mannig- 
faltigkeit der .E^j, £jg, . . ., jEgj dar. Nach den allgemeinen Grundsätzen 
über die Begrenzung eines konvexen Körpers*) genügt es nun zur Definition 
des Bereichs (§), von den Ungleichungen (18), (19) nur jede solche aus- 
drücklich zu fordern, für weiche im Bereiche (§) ein Punkt gefunden 
werden kann, der die betreffende Ungleichung mit dem Zeichen =, alle 
davon verschiedenen der Ungleichungen (18), (19) aber mit dem Zeichen 
>«) erfüllt. 

Jeder Punkt H in (§), der nicht einer wesmtUch positiven Fonn ent- 
spricht, ist zufolge der angegebenen Eigenschaft von (§) gewiß Hmfungs- 
stelle von wesentlich positiven reduzierten Formen rmd aus der Unglei- 
chtmg (16) für diese letzteren Formen geht dann die nämliche Ungleichung 
auch für H hervor; daher ist für S dann notwendig D — O, E^-^— 0. 
Die letztere Relation hat wegen (20) noch £^^=0, E^g = zm- Folge, 
und ist die Ungleichung -£'„^0 hiemach bei der Definition von (§) 
entbehrlich. Jeder Punkt von (§) aber, für welchen E^^ >■ ist, liefert 
gewiß eine wesentlich positive Form. 

28. Greifen wir nunmehr eine in dem eben besprochenen Sinne not- 
wendige der Ungleichungen (18), (19) heraus; es sei dieses etwa eine 
Ungleichung 

*^ Geometrie der Zalilen, Leipzig, 1896. 
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wo a, bj e ganze Zahlen sind und c + ist. Dann gibt es also im Be- 
reich (§) irgendeine wesentlich positive Form Ii~ {ßn, -Eis, ■ ■ ■, ^^3), 
deren Koeffizienten diese Ungleichung mit dem Zeichen =, alle davon 
verechiedenen der Ungleichungen (18), (19) aber mit dem Zeichen > 
erfüllen. 

Bezeichnen wir, wie in 24., mit OABC das Grundparallelepiped des 
Gitters in X, Y, Z, so liegt wegen c 4" der Gitterpunkt G (X — a, 
Y= b, Z= c) außerhalb der Ebene OÄB und bietet hier dieselbe Ent^ 
femung YH von wie C dar. Wir könnten daher bei der Aufsnchnng 
einer beliebigen mit H äquivalenten reduzierten Form den Punkt G an 
die Stelle von C treten lassen, und nach (17) muß alsdann die Deter- 
minante ans den Koordinaten von Ä, B, G notwendig + 1 sein, d. h, wir 
haben c = ^ 1. 

Aus der am Schlüsse von 22. hinzugefügten Bemerkung über die 
dichteste gitterförmige Lagerung von Kreisflächen in der Ebene sehließen 
wir analog, daß zur Charakterisierung einer reduzierten binären Form 

S{X, r)==E,^X'+2E,sXY + J<:^^Y"~ 
jedenfalls die Ungleichungen 

ausreichen. 

Wir ersehen daraus zunächst, daß wir bei der Definition einer redu- 
zierten ternären Form von den Ungleichungen (19) gewiß nur die folgenden 
nötig haben 

JKX, 1, 0) > E^^, M(X, Y, 1) > E33. 

Nehmen wir jetzt an, es sei 6 + 0. Da in den hier aufgeführten 
Ungleichungen die Große E^^ herausfällt, so können wir in der Form 
S{X, Y, Z) an Stelle des Koeffizienten E33 den Wert £* - £33 setzen 
und die dadurch entstehende neue Form S^ wird ebenfalls reduziert sein. 
Für diese Form H* ist nun 

K*(ß, &, c) = -E*. 
Da wir 6 + haben, so können wir hei der Aufsuchung einer beliebigen 
mit H* äquivalenten reduzierten Form den Punkt G an die Stelle von B 
treten lassen, während wir A und Q unverändert beibehalten, und es muß 
nunmehr die Determinante aus den Koordinaten von A, G, C notwendig ± 1, 
also 6 = ± 1 sein. 

Der analoge Schluß für binäre Formen zeigt, daß eine reduzierte 
binäre Form H(X, Y) -^ (E^^, E^^, E^^) vÖlhg durch die Ungleichungen 

0^-E„^_E,g, .^(±l,l)>_Bs, 
charakterisiert ist. 
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Mit Rücksicht hierauf brauchen wir nunmehr für eine reduzierte 
temäre Form H{X, Y, Z) von den Ungleichungen (19) nur noch die 
folgenden in Betracht zu ziehen: 

-ff(± 1, 1, 0) ^ E^^, Si± 1, 0, 1) ^ £,3, SiX, ± 1, 1) ^ E,,. 

Nehmen wir nun an, es sei z. B. c = 1 , & = — 1 und a + 0. Wir 
ersetzen in H* die Koeffizienten E*,E*,E^^ durch E^^-i, E^^-^b, 
E* — £^ wobei e > sei. Die neu entstehende Form H** erfüllt in 
vöUig unveränderter Weise die Beziehungen 

£** = E**, If**(a, 6, c) = -£;**, 
S**(±1,1,0}^_E**, fl**{±l,0, 1)^E**, iP*(X,-l, !)>£**. 
Wir setzen t^E*~ .E* voraus, und ea bleibt auch £** ^ £**. Soüte 
nun, wenn wir s von an bis zu der hier genannten Grenze kontinuier- 
lich wachsen lassen, schließlich einmal in irgendeiner Ungleichung 
H**(X, 1, 1) ^ ÜJ** das Gleichheitszeichen eintreten, so könnten wir für 
die betreffende immer noch reduzierte Form H** die Punkte 1, 0, 0; 
X, 1, 1; M, -T- 1, 1 an die Stelle von A, B, C treten lassen; die Deter- 
minante ans den Koordinaten dieser Punkte aber wäre = 2 im Wider- 
spruch mit der Bedingung (17). Alao muß H** auch noch bis zu 
E = E*^ — jE^* reduziert bleiben. Bei diesem Werte von e haben wir nun 
A** = -^a**- -^80 'äiann für H** jetzt der Punkt G an die Stelle von A 
treten, während B und G ihre Rollen beibehalten, und muß endlich die 
Determinante ans den Koordinaten von G, B, C, also a = ±^1 sein. 
Damit ist in der Tat die in 26. aufgestellte Behauptung erwiesen. 

29. Die erlangten Sätze sprechen wir in folgender Weise aus: 

Zu einer hdiehig gegebenen temären positiven quadyaüschen Form 
h(x, y, 0) Icann num immer eine ganseaMige lineare SubsHtution mii der 
Determinante + 1 bestimmen, durch welche }t(x, y, 2) in eine Form 

H{X, Y, Z) ^ E,,X^ +■ 2E,,XY H + E^^Z"- 

übergeht, die den Ungleichungen 

0<E^i^Es^^E,^, 2|£,al^£,„ 2\E^^\^E,^, 2\E,^\^Esi 
imd zudem, wenn E^^E^^E^^<iO ist, noch der Ungleichung 
2 I _Ei3 1 + 2 1 Eis I + 2 1 E^j, j ^ i^i, -f- -^sa 



Die Form H behält diesen Charakter, wenn man dann noch ugendute 
X durch ± X, Y durch ^ Y, Z durch j; Z ersetzt Abgesehen von dieseti 
möglichen Abänderungen ist jene Substitution und diese ledumerte mit h 
äquivalente Form H völlig bestimmt, wofetn in Keiner der genannten Un- 
gleichungen das Gleichheitszeichen statthat In jedem Falle aber sind die 
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Dichteste gitterförmige Lagerung koagraenter Körper, 27 

Werte JB,i, E^^' -^ss eindeutig bestimmt. Dabei folgen aus dmi migenommenen 
Ungleichungen die sämtlichen Ungletchungcn: 

H{X, Y, Z) > ^ji, H(X, Y, Z) > E^„ H(X, Y, Z) > E,, 
(X,r,Z+0,0,0) (Y,Z^O,0) (2 + 0) 

für ganzzakUge X, Y, Z. 

Endlich gilt dahei die Besiehung (Theorem von Gauß); 

In dieser IJngleicImng tritt hei gegebenem D das Gleiehheitszeichen nur ein, 
wetm 

E'~y2D(X^+ Y^ + Z^+XY+XZ+ YZ), Im. 
^yWB{X^+ Y^-YZ^-XY- YZ) 
isi hzw. daraus äwrch Permutation und Vorseichenänderung der Variablen 
hervcrrgeht, welche speziellen reduzierten Formen sämtlich untereinander äqui- 
valent sind (Tgl. auch Fig. 3 in 19). 



§ 8. Die weiteren Bedingungen für eine dichteste Lagerung. 

30. Wir nehmen jetzt die Behandlung des Problems der dichtesten 
Lagerung för einen beliebigen konvexen Gfrundköi-per K wieder auf. Die 
Größe A, welche wir für K unter Erfüllung gewisser Ungleichungen zu 
einem Minimum zu machen suchen, ist eine Funktion der neun Variableu 
%j "^äi ■ ■ -i ^st "ii^ ^^^ ^^'^ Festlegung eines Gitters dienen. Bei einem 
Minimum von A können wir nach 21. gewisse 6 bzw, 7 Gleichungen als 
erfüllt Toraussetaen. Es fehlen uns daher noch 3 bzw. 2 weitere Glei- 
chungen zur Charakterisierung eines Minimums vou A, die wir jetzt er- 
mitteln wollen. 

31. Wir verfolgen zuerst die Umstände des Falles (I) iu 21.: 
Es sollen die PunJäe 

ö, m, % m, @, % 

1,0, 0; 0,1,0; 0,0, 1; 0,1,-1; -1,0, 1; 1,-1,0 

auf der Fläche g, dei Begyenzunq lon B., und die Punlle —1,1,1; 
1,-1,1; 1,1,-1 außerhalb §t hegen Fernei setzen wir voraus, daß 
nicht auf 5 drei Gitterpuakte vorhanden sind, die ein Gitteroktaeder 
zweiter Art bestimmt n 

Können nun überhaupt außer den genannten fi Gitterpunkten und 
ihren 6 Gegenpunkteu noch andere Gitterpunkte aut der Flache 5 auf- 
treten? Nach 15. können neben den Punkten S, ^t, 91 auf der Fläche g 
überhaupt nur solche Öitterpunkte da ''ein, deien Kooidinaten abgesehen 
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von der Reihenfolge und den Vorzeichen eines der folgenden Systeme 
ergehen: 

0,1,1; 1,1,1; 0,1,2; 1,1,2; 1,2,2; 

1,1,3; 1,2,3; 2,2,3; 1,2,4; 2,3,4. 
Nun leiten wir aus der allgemeinen Funktionalurjgleichung (8) für einen 
konvexen Korper inshesondere die folgenden Ungleichungen ah; 

"^(-2' ^' ± '') + ^'-^ 1. 1, 0) + -F(- 1, 0. 0) ä ■'-''■(J'i. 1> ± l), 
F (- 1, ^^, ±i) + F{l,-l,0) + F(0, -1,0)^ 4_f(o, _"^, ± l) , 

F(a, b, c) + aF(-l,0, 1) + bF(0, - 1, 1) ^ (o + S + c)F(p, 0, 1), 
(o,S,c-2, 2,3; 1,2,3; 1,1,3; 1,2,2; 1,1,2), 

J?(J'j,-2,3)+ü-(l,-l,0)ä3_F(J,-l,l), 

F{-2,-^2, 3) + F(-l, 0, 0) + F(p, -1,0) > 3F(-1,-1, 1), 
Ji'(l, -2, 3) + P(l, - 1, 0) + F(l, 0, 0) ^ 3F(l, -1,1), 
F(,-l, 2, 3) + 2.F(0, - 1, 1) + J'{1, 0, 0) ^ 6F(0, 0, 1), 
F(~ 1, 1, 8) + J'{1, -1, 0) ^ SF(0, 0, 1), 
.F(-l,2,2) + i?(-l,0,0)ä2F(-l,l, 1), 
F(l, - 2, 2) + F{1, 0, 0) > 2F(1, - 1, 1), 
^■(1, - 1, 2) + ^(1, " 1, 0) > 2J'(1, -1, 1), 
F(p, 1,2) + F(0, - 1, 1) > 3?(0, 0, 1); 

auf Grund dieser Ungleichungen sowie der weiteren, die daraus durch 
Permutation der Variablen hervorgehen, scheiden von den genannten 
Systemen sofort eine ßeihe als außerhalb des Körpers B gelegen aus. Es 
bleibt die Lage auf % nur noch für diejenigen Gitterpunkte fraglieh, 
deren Koordinaten abgesehen von der Reihenfolge eines der Systeme 
— 1,-1,3; -1,-1,2; 0,-1,2; 1,1,1; 0,1,1 

ergeben. Wenn aber einer dieser Gitterpunkte auf (5 liegt, so erlangt 
man nach 11. entweder durch die Systeme 0, 0, — 1; 1, — 1, 0; —1, —1, 3 
oder 1,0,0; 0,1,0; -1,-1,2 oder 1,0,0; -1,1,0; 0,-1,2 oder 
_ 1,0,0; 0,-1,1; 1,1,1 oder 1,-1,0; 1,0, -1; 0,1,1 drei Gitter- 
punkte auf %, die ein Gifctöroktaeder zweiter Art bestimmen. Wir haben 
demnach jetzt anzunehmen, daß die Fläche % neben S, SÜ, SR, 9i, ©, 3: 
und den Gegenpunkten keine weiteren Gitterpuukte aufweist. 

Wir legen durch jeden der Punkte &, 50!, ^?, SK, ®, ^ eine Stüizebene 
an Sl; die Gleichungen dieser Ebenen seien: 
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M=ii^X+ Y+ii,Z=l, 

(22) N^v,X + v,Y+Z=l, 

R^(q,~q,)X + &,Y- (1- Q,-)Z ^ 1, 
S^-(1^6,)X + («f, - 6,) Y+0^Z^1, 
T = z^X~(l~ Ti)r+ (T^-r^)Z^l. 

Ein jeder Ausdruck L, M, N, E, Sy T muß im ganzen Bereiche von ^ 

im Intervalle ^ — 1 und ^ 1 liegen. Die Form L wird für jene secha 

Gitterpunktö bzw. 

mitbin sind 1^,1^ beide ^0 und ^1. Die Form li wird für die seoHs 
Punkte bzw. 

Pb — Pi» 9ä, ~ 1 + <ia,l, — 1 +pi, — pi; 
mithin sind q^, p^ beide ^0 und ^1. Das nämliche gilt von ft^, ,%; 

Wir denken uns nun die X, T", -2'- Koordinaten in ihrer augenblick- 
lichen Bedeutung festgehalten und variieren dagegen das Gitter -(@) kon- 
tinuierlich, indem wir die Punkte S, 3)t, 9t an die Stellen verlegen, deren 
X, Y, 2"- Koordinaten 

l + €X„sY„iZ,; BX^,l-i-sY^,eZ,; sX^, bY,, 1 + eZ^ 
sind, unter s einen positiven Parameter verstanden. Dabei sollen die 
Punkte S, 9Ji, 9i, Sft, ©, % in den betreffenden Stützebenen oder auf deren 
dem Nullpunkte abgewandten Seiten bleiben, d. h. es sollen die Un- 
gleichungen 

^1 ^ 0. -^3 ^ 0. -^8 ^ 0, Eg ~ Äg ^ 0, - 5^1 + Ss ^ 0, 2*1 — ^a ^ 
gelten; wir bezeichnen hier die Werte der Formen L, M, . . ., T für das 
System X^, Y^, Z^ durch Anhängen des Index i. Nach den vorausgeschick- 
ten Bemerkungen wird dabei jedenfalls kein Gitterpunkt ins Innere von ^ 
eintreten, so lange s eine gewisse Grenze nicht Übersteigt. 

Der Wert der Determinante A verändert sieh bei dieser Variation 
von S, SOi, 9t aus A(0) in 

AC^) =A(0)(l + £(Xj + Y^ + Zg)-^!:-^{) + sH))- 

Wenn nun nicht X^-\- Y^-\- Z^^Q eine notwendige Folge der obigen 
sechs Ungleichungen ist, so würden wir £ als positive Größe weiter so 
klein wählen können, daß hierbei A sich verringert. Für ein Minimum 
von A ist danach notwendig, daß die linke Seite dieser letzten Un- 
gleichung eine homogene lineare Kombination der linken Seiten jener 
früheren sechs Ungleichungen mit nicht negativen Koeffizienten ist, d. h. 
ftej einem Minimum von A müssen die drei Gleichungen 
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X= lL~sS-^ tT, 
(23) r^ rB + mM-tT, 

Z=-rB + sS + nN 
mit gewissen (und suxw durchweg nicht negativen) Faktoren l, m, n, r, s, t 
m, erfüllen sein. 

32. Wir betrachten jetzt die Umstände des Falles (II) in 21.: 
Es solleil die Punkte 

2, m, m, % @, % 

1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1; 0, 1, 1; 1, 0, 1; 1, 1, 
auf der Fläche g w«*^ t^er Punlct 1, 1, 1 außerkalb S liegen. 

Wir legen durch jeden der Punkte S, 501, 91, SR, @, % eine Stiitzebene 
an ^; die Gleichungen dieser Ebenen seien: 

M = -ii^X+ T-ii^Z^l, 

'•^^-' E^-Q,X + Q, Y+ (1 - p,)2 =. 1, 

S^{l-6^)X~&^Y+(f^Z^l, 
T^T^X + (l-r^)Y-T^Z=l. 

In S müssen die Ausdrücke L, M, N, B, S, T durchweg ^ — 1 und ^ 1 
bleiben. Die Form L wird für jene sechs Gitkrpunkte bzw. 

1, -Xs, ~ Xs, - A3 - As, 1- A3, 1 ~ A3; 
mithin ist ^ A^ ^ 1, ^ A3 ^ 1 und A^ -f A3 ^ 1. Die Form R wird 
für die sechs Punkte bzw. 

— Pi- Q2> 1 - Ps^ 1, — 9i + 1 — Ps) — Pi + Ps; 
mithin ist ^ p^ ^ 1 und entweder ^ q^^I oder ^ — pj. und dabei 
zugleich — pi ^ p2 und — Pi ^ 1 — Pa ■ Entsprechende Umstände gelten 
für fig, (tj; Vi.Vb; Ö3, ff^; Ti,!-^. 

Wir variieren nun ö, SR, 91 derart, daß ihre neuen Orte in hezug auf 
das alte X, Y, 2^- Koordinatensystem werden: 

1 + eX,, sY,, bZ^; sXj, 1 + eFs, sZ.; sX„ sY„ 1 + eZ^, 
wobei e ein Parameter sei. Dabei soll jeder der sechs Punkte S, SIZ, ^, 
91, ®, S^ in der für ihn konstruierten Stützebene an S? bleiben, d. h. es 
sollen die Gleichungen 

L^ = 0, il/a = 0, N^ = 0, B^+Bg^ 0, S, + S3 = 0, T^ + T^ = 
für die bezüglichen Systeme X^, Y^, Z^ gelten. 

FaUs nun auf der Fläche § außer Ö, 9Ji, 9i, 31, ©, S: und den Gegen- 
punkten keine weiteren Gitterpunkte vorhanden sind, treten bei hinreichend 
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kleinem Werte von [ e \ während der liier vorzunehmenden Variation des 
Gitters keine Gitterpunkte in S ein, und zeigt eine ähnliclie Überlegung 
wie in 31. j daß für ein Minimum von Ä das Bestehen der drei Glei- 
chungen 

X = lL + sS + tT, 
(26) ¥=rJi + mM+tT, 

Z-^rE + sS+nN 
mit irgendwelchen Faktoren l,m,n,r,s,t erforderlich ist. 

Wofern jedoch noch weitere Gitterpunkte auf % vorhanden sind, so 
können wir, wie nun gezeigt werden soll, die Formen L, M, . . ., T jeden- 
falls immer derart wählen, daß während der fraglichen Variation bei hin- 
reichend kleinem | s \ kein Gitterpunkt ins Innere vou S eintritt, und 
finden wir dann wieder für ein Minimum von A die Gleichungen (25) 
als notwendig. 

In der Tat, wir berücksichtigen die Bemerkung in 15. und gebrauchen 
zudem die folgenden Ungleichungen sowie die entsprechenden Beziehungen 
bei Permatation der Variablen: 

f{_\,_%,±i) + y(l, 1, 0) + ^^-(0, 1, 0) i 4ii'(J, J , ± l), 

-F(_l,_?,±3)+J'Xl,l,0)i3J'(J,J,±l), 
F(- (1, - S, 0) + aF(l, 0, 1) + IF(0, 1, 1) ^ (a + i + e)F{0, 0, I), 

(- o, - S, « - - 1, - 2, 3; - 1, - 2, 2; - 1, - 1, 2), 

F{~ 2, 2, 3) + 2F(- 1, - 1, 0) + 3-F(- 1, 0, - 1) ^ 1 F(-- 1, 0, 0), 

P(l, 2, 3) + Ii'(l, 1, 0) + F(l, 0, 0) ä S-F(l, 1, 1), 

F(l, - 1, 3) + ^(0, 1,1) + F(- 1, 0, 0) ^ 4F(0, 0, 1), 

F(l, 2, 2) + F(l, 0, 0) ^ 2-FCl, 1, 1), 

F(- 1, 2, 2) + i F(l. 1, 0) + \f{1, 0, 1) S |i'XO, 1, 1), 

-F(l, 1, 2) + F(l, 1,0) ^ 2f (1, 1, 1), 

F(0, - 1,2) + ^■(0,1, 1) > SF(0, 0, 1), 

Danach können nur noch diejenigen Gitterpunkte als auf 5 gelegen 'n 

Frage kommen, deren Koordinaten, von der Reil\enfolge abgesehen, eines 

der folgenden Systeme ergeben 

- 1,1,2; 0,1,2; - 1,1,1; 0,— 1,1. 
Wenn F{— 1, 1, 2) = 1 ist, so haben wir nach dem Ausdrucke Ton L 
in (24) notwendig X = X, und wir können daher S — L und T = L 
wählen; dann folgt oben X, = 0, X^ = 0, X^ = 0. Der Körper S be- 
findet sich ganz im Bereiche — 1 <^ X ^ 1, und die in den begrenzenden 
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Ebenen X = :f; 1 gelegenen Gitterpunkfce bleiben bei der Torznnelim enden 
Variation in diesen Ebenen. - — ■ Gleichzeitig könnte in der Ebene X = 
als ein weiterer Gitterpunkt anf % der Punkt 0,1,2 oder 0,2,1 oder 
0,-1, 1 auftreten; zu dem Ende müßte ^2 = 1 bzw. i)g = bzw. i-^^O sein, und 
könnten wir dann If = ü bzw, N= B bzw. B = N wählen mit dem Er- 
folge, daß die anzuscbließende Variation jenen Uitterpunkt niclifc ins Innere 
von S: fahrt. 

Wenn F(— 1, 1, 1) = 1 ist, so finden wir wieder L = X nnd treffen 
genau die nämlicben Bemerkungen wie soeben zu. 

Wenn -^(0, 1, 2) == 1 ist, so folgt mit Notwendigkeit N=—Y+Z, 
und können wir S = N und T = — S wählen, um den Zweck, den wir 
im Auge haben, zu erreichen. — Gleichzeitig konnte in der Ebene 
— Y + Z =^0 der Gitterpunkt — 1, 1, 1 auf '^ auftreten, in welchem 
FaUe wir unter Vorwegnahme dieser Beziehung wie hier zuletzt verfahren. 

Wenn F(0, — 1, 1) = 1 ist, so folgt /% = 0, v^^Q und bildet der 
Schnitt von ^ mit der Ebene X = das Viei-eck mit den Ecken 0, ±_ 1, 
+ 1 5 wir können dann B^ N wählen, wobei mit 0, 0, 1 und 0, 1, 1 auch 
0, — 1, 1 in der Ebene N =^ 1 verbleiben wird. — Finden sich zwei Punkte 
wie 1,-1,0 und —1,0,1 gleichzeitig auf g, so folgt i = X, und 
können wir wie vorhin im FaUe F(— 1, 1, 1) = 1 vorgehen. 

33. Wir betrachten endlieh den Fall (III) aus 21,: Es sollen die sieben 
Giüerpimkte 

s, m, % % @, % D 

1,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 0,1,1; 1,0,1; 1,1,0 mtd 1,1,1 
oMf (5 liegen. 

Wir gehrauchen in bezug auf die ersten 6 Punkte dieselben Bezeich- 
nungen wie in 32,, und ferner sei 
(26) Q = y.,X + ^^,T+K,Z^l (x, + x, + n,^l) 

die Gleichung einer Stütaehene an ® durch den Punkt iD- Der Ausdruck 
Q wird für jene 7 Gitterpunkte bzw. 

%, «2, '^S- «S + «3, «1 + "8, '^ + »'s, »=1 + % -h % = 1, 

SO daß XijJfBf'^a sämtlich ^0 und ^1 sind. Ferner wird für den Punkt 
G der Ausdruck JJ = 1 — p^, so daß jetzt notwendig ^ p^ ^ 1 ist, und 
analog für ög, %■ 

Wir variieren nun die Punkte Ü, W, 9i in 
1 + iXi, bYi, eZ^; sX^, 1 + sY^, eZ^; bX^, eY^, 1 + bZ^, 

und es sollen dabei 2, 501, 91, 0, % ©, % in den bezüglichen Stützebenen 
an S' verbleiben, also für die Systeme X^, Y^, Z^ die Relationen gelten 
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i, = 0, If, ^ 0, N, = 0, Q,+ Q, + Q,^ 0, 

ifa + 1^3 = 0, Si + 5^-0, Ti + Tj^-O. 

Eine ähnliche Überlegung wie in 32. zeigt, ■wofern bei hinreichend kleinem 

Betrage von b durch jene Variationen kein Gitterpunkt ins Innere Yon Ä 

eindringt, daß für ein Minimum von A das Bestehen der drei Gleichungen 

X = lL + s8+tT + qQ, 
(28) T=-rB + mM ■}■ tT + q Q, 

Z = rB + sS + nN+ qQ 
mit irgendwelchen Konstg/nten l, m, n, q, r, s, t notwe^tdig ist. Die ausge- 
sprochene Bedingung ist ohne weiteres erfüllt, faUs 5 überhaupt keine 
Gitterpunkte neben S, SIE, 91, Q, SR, ©, % und den Gegenpunkten enthält, 
und anderenfalla kann ihr wenigstens immer durch geeignete Wahl der 
Ausdrücke L, M, N, Q, E, S, T genügt werden. 

In der Tat, wie die in 32, entwickelten Ungleichungen dartun, könnten 
jetzt als Gitterpunkte auf ^ außer den bereits dort betrachteten Punkten 
noch die Punkte 1, 2, 3; 1, 2, 2; 1, 1, 2 und die daraus durch Permutation 
der Koordinaten entstehenden Systeme in Betracht kommen. Yermöge 
der Substitution 

X* X, Y*=Y~X, Z'^ = Z-X 

nun gehen die Wertsysteme X, Y, Z: 

1,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 0,1,1; 1,0,1; 1,1,0; 1,1,1; 
1,2,3; 1,2,2; 1,1,2; -1,1,0; 0,-1,1 
in die Wertsysteme X*, Y*, Z*: 

-1,-1,-1: 0,1,0; 0,0,1; 0,1,1; -1,-1,0; --1,0,-1; -1,0,0; 
-1,1,2; -1,1,1; -1,0,1; 1,2,1; 0,-1,1 
über, und es erledigt sich das Auftreten irgendeines der zuletzt ge- 
nannten Gitterpunkte auf g wesentlich wie in 32. das Auftreten eines der 
Punkte -1,1,2; -1,1,1; -1,0,1. 

Als einzige neue Möglichkeit kommt in Frage, daß zwei Punkte wie 
1, — 1,0 und 1,1,2 gleichzeitig sich auf ^ vorfinden. Dazu müssen wir 
Aj •= 0, fti ^ 0, v^ + Vg = 1, «3 = haben. Wir können jedenfalls eine 

Relation , t , t.^ , -.r ^ 

laL + m^M + n^N = q^Q 

mit Koeffizienten l^, jBq, n^, q^j, die nicht sämtlich Null sind, herstellen. 

Da die Rollen der Paare ö, SBE und 91, D' sowie der Elemente in jedem 

Paare hier rertauschbar sind, dürfen wir annehmen, es seien j^ul, jmol, 

I «0 1 sämüieh ^ j g'o | ■ Durch Verwendung der Punkte 1, 1, 1 und 0, 0, — 1 

erhalten wir aus der letzten Gleichung 
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Für Xg — würde L = X. folgen, welchen Fall wir wie in 32. erledigen 
könnten. Wir denkea uns daher itg > und ebenso jtj > 0. Alsdann 
zeigen die zwei Grleichtmgen hier, daß \, m^ und weiter n^ dasselbe Vor- 
zeichen wie go liaben, und wir richten \ -{- m^ =^ n^ •{- q^^ = 1 ein. Kun 
können wir 

(29) T = l„L + m^M n^]<I ^ q^Q 

wählen, Dabei wird in der Tat T=\ eine Stiitzebene an ^ durch den 
Punkt %, und bei der in Rede stehenden Variation folgt durch die GHei- 
chungen (27): 

90 daß einerseits nicht ig und M^, andererseits nicht JV^^ + JVg + ^'g iiad 
Q^ zwei von KuR verschiedene Werte mit gleichem Vorzeichen sein 
können. Nun wird für den Punkt l, — 1, bei jener Variation: i = l— iig, 
— jy = 1 — S-Mj, so daß wenigstens eine dieser zwei Größen > 1 bleibt, 
und für den variierten Punkt 1,1,2 wird N = 1 + £(Ni + ]>i.^ + N^), 
Q = 1 -\- tQg, so daß wenigstens eine dieser zwei Größen ^ 1 bleibt. 



§ 9. Dlcliteste Lagerung von Tetraedern. 

34. Wir wenden jetzt unsere Ergebnisse speziell auf die dichteste 
Lagerung von Tetraedern oder Ton Oktaedern an. Es sei 

so gilt 

(30) 9, + ;; + ^+„=0 

und definieren die Ungleichungen 

<P<^, X^-j, "/"^T' '^^T 
den Bereich eines Tetraeders; in diesem Bereiche sind andererseits <p, x, 
t, <a stets ^ — -7- . Dieses Tetraeder nehmen wir jetzt für den Grund- 
körper K, sein Volumen ist t^=g7- Der zugehörige Körper —{K -{■ K') 
mit Mittelpunkt, der in bezug auf genau dieselben Gitter ((S() wie K 
solche Anordnungen gestattet, wobei die Körper um die verschiedenen 
Gitterpunkte gesondert liegen, ist dann das Oktaeder 

-Y=9'=T' ~Y^Z^T' "y^'''^Y' — y^-^^T' 
diese acht Ungleichungen können in die eine Bedingung 
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(faßt werden. Das Volumen diesea Oktaeders ~{K ~\- K') 
ist -^ . Wir substituieren nun 

wobei die Determinante der drei linearen Ausdrüete + sei, und wir 
fragen nach dem Minimum für den absoluten Betrag Ä dieser Deter- 
minante, während vom ganzen Zahlengitter in X, Y, Z bloß der NnE- 
punkt ins Innere des Oktaeders ^ = K-\- K' fällt. 

Wir bringen nacbeinander die verschiedenen Regeln des § 8 zur An- 
wendung. Von dem einen in 33. am Schlüsse berührten Ausnahmefalle 
abgesehen, der, wie sieh zeigen wird, hier nicht in Betracht kommt, können 
wir die jedesmal einzuführenden 6 oder 7 Stützebeneu an S' immer als 
Seitenflächen dieses Oktaeders gewählt voraussetzen, wir können also an- 
nehmen, daß jede einzelne der Formen L, M, N, . . . mit einem von den 
Ausdrücken ±fp, + z,±^,_±'a übereinstimmt. 

35. Wir woUen vorweg einen speziellen Fall behandeln, wie er in 
32. zur Sprache kam. Es mögen die Umstände des Falles (II) dort 
gelten, und dabei sei co = Z. Der Schnitt von S mit der Ebene -2=0 
ist alsdann ein Sechseck mit als Mittelpunkt, bei dem die Diagonalen 
den Seiten parallel sind. Auf diesem Secheecke liegen die Gitterpunkte 
S, 9Jt, %(1, 0, 0; 0, 1, 0; 1, 1, 0). Wir können annehmen, daß die Aus- 
drücke L, M, T, in irgendeiner Reihenfolge genommen, mit ± (p, ± Z? i ^ 
übereinstimmen, denn wenn zwei jener Punkte iu einer und derselben 
Seite des Sechsecks liegen sollten, so müSten die drei Punkte sämtlich 
Ecken des Sechsecks werden. 

Die Gleichung (30) ergibt nun mit Rücksicht auf die Ausdrücke (24): 
f^^ = 1 — T^^ k^ = t^, und die Gleichungen (25) führen dann zu t^ = — , 
so daß die 3 Gitterpunkte Ö, 50i, % mit ihren Gegenpunkten die Mitten 
der Seiten des Sechsecks bilden. Durch kontinuierliche Variation von 
9i(0,0, 1) auf der Seitenfläche Z = 1, wobei A sich nicht ändert, können 
wir insbesondere folgende Ausdrücke erzielen: 

L^X-~Y--\Z, M^-\-X+Y-^-Z, T^\X-\-\j, 
:^=Jl^S=Z; 
dabei liegen in der Seitenfläche Z = 1 von H die fünf Gitterpunkte 

-1,-1,1; 0,0,1; 1,1,1; 1,0,1; 0,1,1. 
Variieren wir nun S, 9)i, 9i in 

!+£,£,£; -E,l-e,-B; - £, - 2e, 1, 
während e positiv sei, so tritt bei hinreichend kleinem s kein Gitter- 
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punkt ins Innere von S ein und A geht in A(l — e^) über. Also liegt 
hier kein Minimum von A vor. 

36. Nach Beseitigung dieses speziellen Falles gehen wir zuerst auf die 
Umstände des Falles (I) gemäß 31. ein, wobei die Punkte 1,0,0; 0,1,0; 
0,0,1; 0,1,-1; —1,0,1; 1,-1,0 auf ^ und -1,1,1; 1,-1,1; 
1, 1, — 1 außerhalb §: liegen sollen. 

Da für die 6 Ausdrücke L, M, N, B, S, T m (22) nur die vier Paare 
■^fp,±%,±.il>, + eo in Betracht kommen, so müssen unter diesen Aus- 
drücken entweder irgend drei oder zweimal je zwei anzugeben sein, die 
bis auf den Faktor + 1 übereinstimmen. 

Nach den Bedingungen für die Koeffizienten in (22) kann nicht 
L = — M sein. — Die Annahme L = E führt zu i = X + Y. Der 
Schnitt von S mit der Ebene X + I^ = ist dann ein Sechseck mit nur 
zwei Paaren von Gitterpunkteu auf dem Rande, durch 51 und % reprä- 
sentiert, und wir können, sei es durch alleinige Variation von 91 oder 
von %, den Wert von A verringern. 

Stellen wir uns die Figur des Tetraeders aus den Vektoren 1, 0, 0; 
0,1,0; 0,0,1; 0,1,-1; -1,0,1; 1,-1,0 vor (Fig. 3 links in 19.) 
und beachten, wie darin die Rollen der einzelnen Vektoren vertauscht 
werden können, so leuchtet ein, daß wir nach den letzten Bemerkungen 
jetzt überhaupt die Gleichheit für irgend zwei der Ausdi-Ücke + i, . . . , 
+ T ausschließen können, faUa die zugehörigen Systeme 2,S^', .. .,%,%' 
zwei solchen Vektoren in jenem Tetraeder entsprechen, die entweder sich 
in einer Ecke mit ihren Richtungen aneinander schließen oder auf gegen- 
überliegenden Kanten Platz finden. Danach brauchen wir nur noch die 
folgenden Annahmen zu diskutieren: 

1) L = M-K — Daraus folgt L = X + Y + Z. Es sei dieser 
Ausdruck etwa = ra, so ergeben sich ganz entsprechende Umstände wie 
in dem Falle lo — Z, der in 35. vorweggenommen wurde, und ist Ä hier 
nicht ein Minimum. 

2) L = M, J? = - S. — Hierbei folgt 

L'-X+Y+X.Z, Il = 0^iX+Y)-(l-Q,)Z. 
Aus der dritten Gleichung in (23): 

Z'^ — rE + sS + nN 
geht dann entweder i? = — Z hervor, welcher Fall sich ähnlich M'ie in 
35. erledigt, oder N^O (mod X -\- Y, Z). In letzterem Falle wäre die 
Determinante von i, E, N Null, während wir uns diese Formen hier als 
drei verschiedene Ausdrücke dr ?>, ± x? ± ^j ± ™ denken müssen, um 
nicht auf schon erledigte Fälle zurückzukommen. 
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S) L-N, E — -S. — Hier n-irj 

N-X + v,Y+Z, B~Q,(X+T)-(1-^,)Z, 
und die soeben erwähnte Gleicliung für 2' erfordert entweder JV"=X-|-T"-}- 2, 
oder IR = — Z, welche Fälle schon Erledigung fanden. 

37. Wir betrachten zweitens die Umstände des Falles (II) gemäß 32., 
wobei die Punkte 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1; 0, 1, 1; 1, 0, 1; 1, 1, auf ^ 
und 1, 1, 1 außerhalb S liegen sollen. 

Nach den Bedingungen für die Koeffizienten in den Ausdrücken (24) 
kann nicht L -^ M sein. — Die Annahme L = — M führt zu i = X — F 
und ist hier wesentlich wie der in 35. vorausgeschickte Spezialfall zu er- 
ledigen, ■ — Ferner kann nicht X <= ü, nicht L = — 8 und nicht L = — T 
sein. — Die Annahme M =■ ~ S führt auf B X + Y. 

Mit Rücksicht auf die Vertauscbbarkeit der ItoUen der drei Paare 
L, H; M, S; N, T bleiben hiernach nur die folgenden verschiedenen FäUe 
zu diskutieren, wobei wir bei der Behandlung jedes einzelnen Falles an- 
nehmen, daß die Umstände der vorhergegangenen Fälle ausgeschlossen sind: 

1) JS = S = iV. — Hier folgt N ^ Z und wäre dieses der Fall 
aus 35. 

2) E==S=T. — Wir haben danach B - ^ (X + Y + Z). Die 
Relationen (25) führen zu Aj =- Ag, fi^ -= ji^, v^ = v^. Gemäß (30) muß 
dann ±i±iK'±.?f = i2 sein, und diese Bedingung zieht notwendig die 
Ausdrücke 

L = X~^Y~^Z, M'-^^X+Y-^Z, N^~^X-\y+Z 
nach sich. Variieren wir dann die Punkte S, 3)i, 9t in 

1, £, -f; t, 1, -e; 0, 0, 1, 
so tritt bei hinreichend kleinem Betrage von s kein Gitterpunkt ins Innere 
von S ein, und A geht in A(l — b^) über; also ist hier kein Minimum 
von A vorhanden. 

3) It^-L, S=-M. — Wir erhalten 
L^X-X^Y~(1-?.^)Z, M = -~ii,X+Y-{i. - h)Z. 

Für den Puakt 1, 1, 1 ist t = 0, jlf = und muß für ihn daher N+0 
sein, da wir in L, M, N drei der Ausdrücke ± g', rh Zi i '/'i i *" baben; 
mithin folgt v^-i- v^ <^1 und fällt daher N auch von — T verschieden 
aus. Wir müssen nun ±L±M ±N= T haben. Da 1, 1, 1 nicht im 
Inneren von S liegt, folgt daraus notwendig v^ ^ 0, v^ — 0, also j\'"= Z. 

4) E L, S=N. ~ Hier folgt 

— lt^X-;i^Y-{l-;i^)Z, JV^-faF-fZ, 
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und die dritte Gleieliiiog in '(25): 

Z-rE + sS + nN 
erfordert n^ Z. 

b) E^M, S^L. — Wir haben dann 

und aus der ersten Gleichung in (25): 1L'=IL -\- sS -\- tT würde i =- X 
oder T = T^X. -\- (\ — ^i) ^ folgen. In letzterem Falle aber wäre die 
Determinante von L, M, T Null, während diese Formen hier drei der 
Ausdrücke ± Vj i Zt i ^> i ^^ darstellen sollen. 

Q) E=M, S = N. ~ Hier wäre 

E = -n^X^Y, N=-v^r+Z, 
und die im Falle 4) genannte Gleichung für Z würde N ^ Z oder E =^ Y 
erfordern. 

1) E^S, T^N. ~ Wir erhalten hiernach 
N=-v,X-{l-v,)Y+Z, E = ^,{X + Y) + (1- p,) Z, Q,^^, 
und aus der Relation für ^ folgt dann E = Z oder aber N=- — —X — ~Y-\-Z. 
In letzterem Falle führen die (xleicliungeu (25) und die Beziehung 
■^L-:i2M-±N=E weiter zu den Ausdrücken 

L^X-^Y-^Z, 3f^^^X+Y~^Z, 
E = S^^X + ^Yi'^Z. 
Variieren wir nun die Punkte S, äJt, ?t in 

1 - l-B, -~B, -s; -i-E, 1 -i-,, _ j; f, £, I + f, 

SO tritt bei hinreichend kleinem Betrage von s kein Gitterpunkt ins 
Innere von S ein, und A geht in A (1 — £^) über. Also ist hier A nicht 
ein Minimum. 

S) B = S, T=L. — Hier wird 

8 ^ &-,(X + Y) + (1 -Q,)Z,L^X-l,Z, 
und aus X =IL + sS + tT folgt notwendig L = X oder S = Z. 

Auf diese Weise hat auch die Betrachtung des Falles (II) zu keinem 
Falle eines Minimums von A geführt. 

38. Wir betrachten endlich die Umstände des Falles (III) gemäß 33., 
wobei auf % die sieben Punkte 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1; 0, 1, 1; 1, 0, 1; 
1, 1, 0; 1, 1, 1 hegen sollen. 

Die Annahme E^ S würde jetzt, da hier q^ und 6^ ^ sind, E ^ Z 
zur Folge haben. — Beachten wir noch, daß die RoUen der vier Punkte 
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S, 3Jt, SÜ, C diircliaus vertauschbar sind, so können wir uns auf die Dia- 
kussion folgender Annahmen beschränken und dabei ferner L, M, N, — Q 
als mit + <p, ^ X, + M^, ± lu identisch voraussetzen: 

1) L^ — U, M S, N=^ — T. — Hier würde für den Punkt 

1, 1, 1 sich L = herausstellen und ebenso M = 0, N = 0, was unmög- 
lich ist. 

2) L-S, M-B, N'-^-T. — Hier hätten wir 
L^X-K^Y, M (i^X+Y, N v^X- {_\ - v^)Y + Z 

und aus -^L + M -\-N ^ Q und nach (26) folgt notwendig Q — Z. 

3) i = S, M= T, N = E. — In diesem Falle erhalten wir zunächst 

L^X-X,Y M^Y-ii,Z, N v^X + Z. 

Würde 0, 1, — 1 auf 5 liegen, so müßte N — Z sein; der am Schlüsse 
von 33. behandelte Ausnahmefall kommt danach hier nicht in Frage. 

Am ±L±M±N-Q folgt (l-v.) + (l-i,) + (l-rt-l. 
Die Relationen (28) in 33. ergeben sodann ^b °" Fs ^ *'!■ Mitl'üi kommen 
wir hier wesentlich zu folgenden Ausdrücken für die Formen 9:1, %, ip, to: 

ip = X--\Y,t^Y~\z,^ = -\x + Z, 

^^_±x-\y-\z. 

Bei diesen Ausdrücken wird ^ ~ t" (^ ""27") ~ Tos' ^^^ "^ diesem 
einzig übrig gebliebenen Falle A in der Tat ein Minimum sein muß, ver- 
steht sieh von selbst und kann leicht verifiziert werden. 

39. Beachten wir noch, daß in den Ausdrücken (31) für fp, %, iSi, o 
die eine Form ta und für die anderen die zyklische Folge tp, 1, ^ bevor- 
zugt erscheint, so können wir endlich das Resultat aussprechen: 

Gegebene Tetraeder (Oktaedei-) in unendlicher Anzahl, die sämMieh mit 
einem unter ihnen, dem Tetraeder 

(dem Oläaeder , 

\i\ + \nl + lt\£-,-) 

Itongrumt imd parallel orientiert sind, Mnnen sich auf acht Arten in dieh- 
tesler gitterförmiger Lagerung befinden. Diese Lagerungen werden erhalten, 
indem ± S) ± ii + S oder + I, ± £, ± tj irgendwie mit solchen Vorseichen, 
deren Produkt + 1 ist, gleich 

gesetzt tverden und das Zahlengitter in X, Y, Z als Ort für die Schwer- 
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punkte der Körper genommen wird. Der von den Tetraedern (Oktaedern) 
erfiillie Baum verhält sich datm zu dem von ihnen freigelassenen Saume 
iffw. 0U dem ganzen unendliclim Baume wie 



Die Fig. 6 zeigt für den durch die Aus- 
drücke (31) charakterisierten Fall der diebtesten 
Lagerung von Tetraedern oder Oktaedern die 
Lage der Gitterpunkte in dem halben, durch 
die Flächen (p = \, x ^ ^t %' = ^! o = — 1 
gebildeten Netze des Oktaeders S. 
^is- 6- 40. Wir geben diesem Satze ferner die 

folgende leiu arithmetische Einkleidung: 
Smti I, ij, £ diei Jjneaie Fo^mefn in dfn Vaimbl-Pn i,y,s mit bdiäiigen 
reellen KoeffiSienten und einer ton Null verbchiedenen Determinante, deren 
Betrag A ist, so kann man stets für a-, v, m solche ganssoMige Werte, die 
nieJit sämtlich Null smd fimlen, daß 

UI + NI + ,'g|. 

also der Seirag jedes der vier Ausärüclx 




l,nA 



dabei ^ 1/ ^r A ausfällt. 

An Stelle des Zeichens ^ hier genügt das Zeichen <, faUe 
nicht gerade so beschaffen sind, daß +^, +1J1 i: 
Vorzeichen und in irgendwelcher ßeihenfoIgCj durch eine lineare ganz- 
zahlige Substitution mit einer Determinante ± 1 in die Ausdrücke 

transformiert werden können. 

41. Es seien |, tj, £ wiedemm drei lineare Formen in x, y, s mit be- 
liebigen reellen Koeffizienten und einer von Null verschiedenen Deter- 
minante, deren Betrag A ist. Setzen wir 

so entsteht 



«,-t-<a,-ha)3-^a,,= 
Eine Anwendung des Satzes aus 40. auf diese 
ergibt, daß es stets möglich ist, für x, y, z 
schiedene Werte zu finden, wofür 

beide <T/—-A ausfallen. 



Ausdrücke oji, «3, Wg, co^ 
von 0, 0, Ter- 
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Mit Hilfe der Ungleichungen 

folgt daraus weiter 

irsisSöAi-^lSHÄ. 

Wir bemerken noch, daß in dem Grenzfalle, für den allein in dem 
letzten Satze das Zeichen = nötig war, das betreffende System x, y, z hier 
immer derart ausgesucht werden kann, daß dafür weder | = J^2g noch 
ij = --J- 2£ gilt, und wird dadurch in diesen weiteren Ungleichungen das 
Zeichen = entbehrlich. 

"Wenden wir das Ergebnis insbesondere auf die Ausdrücke 

i = X — aSy rj = y — b0, £; — -■ 

an, wobei a, b zwei beliebige reelle Größen sind und t ein positiver Para- 
meter (>jq) sei, 80 kommen wir zu dem Satze: 

Sind a, b irgend swei reelle Größen, so kann mcm stets solche gange 
Zahlen x, y, s finden, daß 2 > 0, \x ~~ az\, \y — 'bs\ beliebig Mein und 
dabei 

I « ' _-i /T 1 I 1/ 1 1 , 1 /'s" 1 

!7-»l<yir7iM<~'rKi3-T 

sind. 

Die Konstante y t^ ist — 0,648 . . . 



§ 10. Bömorhuög zu einem Aufsatze von lord Kelvin. 

42. In den Baltimore lectures, appendis H, S. 618 £f. behandelt 
Lord Kelvin die dichtesten gitfcer form igen Lagerungen von kongruenten 
und parallel orientierten konvexen Körpern und geht dabei von der An- 
nahme aus, daß in einer dichtesten Lagerung vier sich gegenseitig berührende 
Körper auftreten. Dieser Umstand ereignet sich in der Tat im Falle (I) 
(vgl. 21., also z. B. für Kugeln) hei den Körpern, die sich um die vier 
Punkte 0, 0, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1 lagern; im Falle (ÜI) (also z. B. 
für Oktaeder) bei den Körpern um die vier Punkte 0, 0, 0; 1, 0, 0; 1, 1, 0; 
1, 1, 1. Die Annahme ist aber nicht zutreffend im Falle (II). 

Dieser Fall (II) tritt z. B. ein, wenn das von den 12 Ebenen 
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X- dY- SZ^±- 
~~8X+ Y- SZ^±\, 
-dX- dY+ Z^±\ 

eX^\y+\z=±\ 
|X+ ,Y + \Z = ±{ 

\x^\y-\- eZ=±\ 

Polyeder, wobei < d < — und < « < ^ sei, den Grund- 
IfÖrper abgibt; bei hinreichend kleinen Werten von S und Yon £ ist 
leicht zu sehen, daß dieses Polyeder durch die ParaUelverschiebuagen 
vom Nullpunkte nach allen Punkten mit ganzzahligen Koordinaten X, Y,Z 
ein System von Körpern in dichtester gitterförmiger Lagerung erzeugt. 
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XX. 

Znr Geometrio der Zahlen. 

(Mit Projektionabildem auf einer Doppeltafel.) 

(Verhandlungen dea III, Internationalen Mathematiker- Kongresses. Heidelberg 1904. 

S. 164—173.) 

Im folgenden möchte ich versuchen, in kurzen Zügen einen Bericht 
über ein eigenartiges, zahlreicher Anwendungen fähiges Kapitel der Zahien- 
theorie zu gehen, ein Kapitel, von dem Charles Hermite einmal aia der 
„introduction des variables continues dana la tbeorie des nombres" ge- 
sprochen hat. Einige hervorstechende Probleme darin betreffen die Ab- 
schätzung der kleinsten Beträge kontinuierlich veränderlicher Ausdrücke 
für ganzzahlige Werte der Variablen. 

Die in dieses Gebiet fallenden Tatsachen sind zumeist einer geo- 
metrischen Darstellung fähig, und dieser Umstand ist für die in letzter 
Zeit hier erzielten Fortschritte derart maßgebend gewesen, daß ich geradezu 
das ganze Gebiet als die Geometrie der Zakl&n bezeichnet habe. 

(Fig. 1.) Die erste Figur illustriert für die Ebene dasjenige Theorem, 
welches mit Recht als das Fimdamentaltheorem der Geometrie der Zahlen 
bezeichnet werden kann, weil es fast in jede Untersuchung auf diesem 
Gebiete hineinspielt. 

In der Ebene denken wir uns irgendwelche Parallelkoordinaten x, y 
eingeführt, wobei noch für jede Achse der Einheitsmaßstab beliebig ge- 
wählt sein kann. Die Punkte mit ganzzahligen Koordinaten x, y bilden 
das ZaMmgiüer in x, y. Dieses Gitter kann auf mannigfaltige Weise 
durch ein Gerüst von kongruenten bomothe tischen Parallelogrammen ge- 
stützt werden, welche die Ebene lückenlos überdecken imd als deren 
Ecken die Punkte des Gitters erscheinen. Bei einer vollständigen und 
einfachen Überdeckung der Ebene kommt danach sozusagen auf Jeden 
Gitterpunkt ein homologes Gebiet von einem Flächeninhalt JJäxdy~\. 

Nun denken wir uns irgendeine geschlossene konvexe Kurve, welche 
im Nullpunkt einen Mittelpunkt haben soll; sie 'darf auch geradlinige 
Stücke aufweisen. Das von ihr umschlossene Gebiet dilatieren wir vom 
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NullpuTikte aus (baw. wir ziehen es zusammen) nach allen Richtungen in 
gleichem Verhältnisse zu einer aolchen homothetischen, d. h, ähnlichen 
und ähnlich gelegenen, der grün umrandeten Figur, welche im Inneren 
den Nallpunkt als einzigen Gritterpunkt enthalten, ihren ßand aber durch 
wenigstens einen weiteren Gitterpunkt schicken soll. Ziehen wir weiter 
diese grüne Figur vom Nullpunkte aus im Verhältnisse 1 : 2 zusammen 
und konstruieren um jeden anderen Gitterpunkt das homologe Gebiet, so 
erhalten wir offenbar lauter solche Gebiete, die nicht ineinander ein- 
dringen. Da nun bei lückenloser Überdeckung der Ebene im Durchschnitt 
auf einen Gitterpunkt ein Flächeninhalt = 1 kommt, so muß der Flächen- 
inhalt eines solchen rot umgrenzten Gebiets < 1 bzw. = 1 sein, falls 
diese roten Gebiete ebenfalls die Ebene liickenlos ausfüllen. Das von der 
grünen Kurve umschlossene Gebiet hat daher einen Inhalt ^ 4. Treiben 
wir es endlich zu einem ho motheti sehen Gebiete genau vom Inhalte 4 
auf, so kommen wir zu dem Pundamentaltheoreme: 

Ein konvexes Gebiet mit einem MiUelpmikl im NuUpiinkt vom Flächen- 
inhalt 4 enthält stets wenigsteits einen weiteren GUterpunlct. 

Die Formeln in der Figur geben den analytischen Ausdruck dieses 
Theorems. Genügt eine Funktion f(x, y) den Bedingungen (1) — (4) und 
ist J der Flächeninhalt des Gebiets /'^l, so kann man stets solche 
ganze Zahlen x, y, die nicht beide NuU sind, finden, wofür die Funktion 

f-^2J ^ ausfällt. (1) besagt, daß f wesentlich positiv, (2), daß es 
homogen von der ersten Dimension ist, (3), daß das Gebiet f-^ 1 einen 
Mittelpunkt hat, und wird die Länge der Verbindungsstrecke zweier Punkte 
mit den relativen Koordinaten ä, i/ durch f(x, y) definiert, so besagt (4), 
daß in einem Dreiecke die Summe zweier Seitenlängen niemals kleiner 
als die Länge der dritten Seite sein soll. 

(Fig. 2.) Eine ai:^ gezeichnete Anwendung dieses Satzes erläutert die 
nächste Figur. Bekanntlich tragen die gewöhnlichen Kettenbruchent Wick- 
lungen für Funktionen einer Variablen einen einfacheren Charakter als 
die analogen Entwicklungen für reelle Größen. Eine Funktion f(/), die 
für s = ao einen Pol hat, läßt sich in einen Kettenbruch (1) entwickeln, 
worin FJz) und die Nenner F^ {£), F^{d), . . . ganze rationale Funktionen 
sind. Die Käherungsbrüche dieses Kettenbruehs lassen sich von vorn- 
herein charakterisieren, ohne daß es nötig wäre, sie erst sukzessive durch 
die Entwicklung ausfindig zu machen. Als Näherungsbruch tritt hier 
jeder solche Quotient F{p)IQ(/) zweier teilerfremden ganzen Funktionen 
auf, für welchen der Ausdruck (2), nach fallenden Potenzen von s ent- 
wickelt, mit einer Potenz von negativem Exponenten beginnt. Während 
eine sehr weitgehende Analogie zwischen den Eigenschaften der ganzen 
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Funktionen und der ganzen Zahlen besteht, schien zu dem genannten 
Satze ein entsprechender in der Arithmetik zu fehlen. Dieses Analogon 
finden wir darin, daß für eine lieliehige reelle Größe a die sämtlichen 
gekürzten Brüche x/y, welche die Ungleichung (3) erfüUeii, für welche 
also (x — ay)y in den Grenzen — g- und -^ liegt, sich als die Käherungs- 
hrdche einer bestimmten Kettenhruchentwicklung (4) mit ganzzahligem ^'o 
und lautei positiven ganzzahligen Qj^, g^, ■ ■ ■ anordnen.*) 

Sind, um etwas allgemeinere Umstände zu betrachten, ^, ri zwei 
bmiie lineare Formen in x, y mit beliebigen reellen Koeffizienten und 
emer Determinante = 1 (im speziellen würden wir % = x ~ ay^ 1 = y 
annehmen), so besteht ein sehr anschaulicher Zusammenhang zwischen dm 
•iatnthchen möglichen Auflösungen der Üngleichtmg ||);[<y in gansen 
Zahlen i, y ohne gemeinsamen Teiler.**) Wir zeichnen die Geraden ?=-0, 
t; = 0, etwa rechtwinklig zueinander, und die beiden Hyperbeln li?™-^- 
und §j; -- — ~- Wir legen eine behebige Tangente an den Hyperbelast 
im ersten $, i;-Qüadranten und konstruieren dazu die Spiegelbilder in den 
drei anderen Quadranten, so daß wir ein Tangentenparallelogramm mit 
den Diagonalen ^ = 0, ^ =- erhalten. Ein solches Parallelogramm ent- 
hält nun stets wenigstens eine primitive (d. h. aus ganzen relativ primen 
Zahlen x,y ^0,0 bestehende) Lösung der Ungleichung ||ijj<-2-j ^^^ 
es enthält höchstens zwei verschiedene solcher Lösungen, wobei dann die 
Determinante aus den Koordinaten x, y dieser Lösungen stets + 1 ist. 
Zwei entgegengesetzte Systeme ü:, y und — x, — y betrachten wir hier 
nicht als verschieden. Umgekehrt gibt es zu jeder primitiven Lösung x, y 
eine solche Form jenes Tangentenparallelogramms, wobei es nur diese 
Lösung (und — X, — y) enthält, und andererseits, wofern dafür nicht 
I ■= ist, auch eine solche Form, wobei es diese und außerdem noch 
eine zweite piimitive Lösung mit kleinerem 1 1 1 enthält. Deformieren wir 
nun das Tangentenparallelogramm kontinuierlich, indem wir die Tangenten 
an den bezüglichen Hyperbelästen entlang gleiten lassen, so erhalten wir 
abwechselnd die rot und grün gezeichneten Formen mit einer und mit 
zwei primitiven Lösungen, und es tritt die Gesamtheit der primitiven 
Auflösungen der dioph antischen Ungleichung ||i?|<yi geordnet nach 

*) Wie die AusBage hier gefaßt ist, darf a nicht gerade die Hälfte einet un- 
geraden ganzea Zal^l Bein. 

**) Wir nehmen hier an, daß Itj nicht gerade mit der Form -t(^' — ~^^) 
arithmetisch äc(uiYalent ist. 
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abnehmendem \^\ (und wachsendem |jj|), — die zu den Formen |, i] ge- 
hörige Diagonalkette — heryor, 

(Fig. 3). Mit den nicht homogenen diophantisehen Ungleichungen hat 
sich wohl zuerst Taehehyscheff beschäftigt und darüber ein Theorem 
folgender Ai-t entwickelt: Sind a, i zwei beliebige reelle Größen, so kann 
man stets ganze Zahlen x, y finden, wofür die Ungleichung (1) gilt. Statt 
des Faktors -- rechts hat Tschebyscbeff hier eine etwas ungünstigere 
Konstante. Die am weitesten führenden Schlüsse in dieser Richtung 
knüpfen an die nun folgenden Zeichnungen an: 

5, rj mögen wieder zwei lineare Formen in x, y mit beliebigen reellen 
Koeffizienten und einer Determinante = 1 bedeuten. Mit Hilfe zweier 
aufeinanderfolgenden Glieder der vorhin besprochenen Diagonalkette zu 
^, 5j können wir ein System homologer Parallelogramme um die einzelnen 
Gitterpunkte als Mittelpunkte, die roten Parallelogramme, konstruieren, 
deren Diagonalen parallel den Linien § = 0, i; = sind und wobei nicht 
zwei ineinander eindringen, wobei aber jedes an vier (bei lückenloser 
Überdeckung der Ebene an sechs oder acht) andere Parallelogramme an- 
grenzt. Dabei können sich noch zwei verschiedene Möglichkeiten dar- 
bieten, die in der oberen und der unteren Zeichnung zur Darstellung ge- 
bracht sind, indem ein Parallelogramm entweder mit jeder Seite au ein 
benachbartes oder nur mit zwei Seiten jedesmal an jo zwei benachbarte 
anstößt. Die roten Parallelogramme lassen nun (im allgemeinen) noch 
Lücken zwischen sieh. Wir dilatieren sie von ihren Mittelpunkten zu 
homothetischen Parallelogrammen in demjenigen bestimmten Verhältnis, 
wobei sie jedesmal über die Hälfte anstoßender Lücken hinauswachsen, 
und wir erhalten dadurch die grün gezeichneten Parallelogramme, welche 
nun die ganze Ebene vollständig, aber zum Teil mehrfach überdecken. 
Dabei zeigt es sich, daß diese neuen Bereiche keine Pai-tie der Ebene 
mehr als zweifach überdecken, und ist infolgedessen der Flächeninhalt 
ffdx dy eines grünen Parallelogramms ^ 2. Diese Tatsache führt zu 
folgendem Satze: 

Sind ^0, tjg irgend zwei reelle Werte, so kann man stets solche ganze 
Zahlen x, y finden, daß die Ungleichung (3) gilt Der vorhin formulierte 
Satz über den Ausdruck x — ay — h ist nur ein Spezialfall dieser allge- 



meineren j 

Das arithmetische Fundamentaltheorem über konvexe Gebilde läßt 
sich mit Leichtigkeit auf den Üaum, sowie auf Mannigfaltigkeiten be- 
liebiger Dimension übertragen. Eine seiner wertvollsten Anwendungen 
findet das Theorem zu einfachen Beweisen der Dirichletsehen Sätze 
über die Einheiten in den algebraischen Zahlkörpern. 
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Im Räume ■werden wir so für das paraRelepipedische Punktgitter der 
gaßzzahligen Systeme von 3 Vaiiablen i, V, s den &atz haben Em "kon- 
vexer Körper mit entern MiHdpanlt vrn NiülptivM mid ton einem Volumen 
fffdxdyds^S enthalt btefs iienifidenb einen aeiteien Gitieipnnkt 

Auf diesen Satz gründen wir wirklich biauchbaie Methoden zui Ei- 
miülung det samfhchen Einheiten m einem gegebenen luhschen Z(äilltO}per 

(Fig. 4) Handelt es sieh zunächst um einen kubischen leellen E.orpei 
mit negativem Diskummante, wobei die ^wei konjugieiten Korpei einander 
konjugiert komplex sind, bo existiert in dem Körper eine völlig bestimmte 
positive Fundameutaleinheit von mögliehst kleinem Betrage > 1. Das 
Verfahren zur Gewinnnng dieser Einheit läßt sich an der oberen Zeich- 
nung in Figur 4 klarmachen. Es sei | eine Basisform dea gegebenen 
Körpers, ij, t, seien die konjugierten Formen in den konjugierten Körpeira. 
Sind X, (i positive Parameter, so geben uns die Gleichungen ^ = ± A zwei 
Ebenen, |ii|=ft eine elliptische Zylinderiläehe. Wir können die zwei 
Parameter X, ji derart bestimmen, daß der begrenzte zylindrische Raum 
(1) (der rote Zylinder in der Figur) sowohl auf einer Basisöäche einen 
Gitterpunkt A wie auf der Mantelfläche einen Gittei-punkt JB (und natür- 
lich gleichzeitig auch die in bezug auf den Nullpunkt diametral gegen- 
überliegenden Gitterpunkte Ä', B') aufweist. Nun bedürfen wir eines 
neuen Gitterpunktes 0, um hernach aus den Koordinaten von A, B, C 
eine hier nützliehe lineare Substitution zu entnehmen. Wir variieren 
den eUiptitchen Zylindei |1) als solchen, indem wir in den zwei Basis- 
flarhen diejenigen paiallelen Duichmeasei festhalten, deren Ebene durch 
B, B' geht dagegen die zu ihnen konjugierten Durchmesser dilatieren 
und entepiechend den ganzen zylindrischen Raum ausdehnen, bis wir 
Lincn neuen Gitterpunkt C aut seiner Mantelfläche auftreten sehen. In 
diesem Zustande (mit den schwarz gezeichneten Rändern) bezeichnen wir 
den Zylinder als einen utrtnun Wir finden, daß die Determinante aus 
den Koordinaten von A, B, C gleich ± 1 ist, wenn sie nicht unter be- 
sonderen Umständen Null ist. Von jedem exti-emen Zylinder können wir 
nun zu einem benachbarten schmäleren extremen Zylinder fortschreiten. 
Wir ziehen die ursprünglichen Basisflächen homothetiseh von der Achse 
aus zusammen, bis ihre Ränder durch A; A' gehen, wodurch diese Punkte 
auf die Mantelfiäche treten, und können dann, ohne daß Gcitterpunkte ins 
Innere des Zylinders eintreten, den Zylinder ausziehen, die Basiaflächen 
parallel mit ihrer Anfangslage vom Nullpunkte entfernen, bis sie von 
neuem auf Gitterpunkte D, B' stoßen, und von diesem weiteren Zustande 
aus können wir dann wie vorhin einen extremen Zylinder herstellen. 
Danach existiert eine bestimmte Kette von extremen Zylindern, und die 
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Betrachtung der auf ihren Basisflächen auftretenden Gitterpunkte führt 
mit Sicherheit eben zur Auffindung der Fundamentaleinheit in dem ge- 
gebenen kubischen Zahlkörper. — 

Das allgemeine Theorem über konvexe Körper, auf Parallelepipede 
angewandt, fdhi-t zur Folgerung: Sind |, ij, g irgend drei lineare Formen 
in X, y, z mU heliehigen reellen Koeffizienten und einer Determinante iA, 
wobei A > is(, so Tcann m&n für die Variablen x, y, s stets solche ganze 
ZaMen, die nicht sämtlkh Null sind, finden, daß dadurch die Beträge aller 
drei Formen < y A ausfallen. 

Liegt nun ein kubischer Körper mit posiiiver Diikriminante vor, 
dessen konjugierte Körper also sämtlich reeU sind, und handelt es sieh 
um die Ermittlung aller Einheiten im Körper, so seien £, ij, £ lionjugierte 
Basisformen in dem Körper und seinen zwei konjugierten Körpern. Wir 
fassen alsdann die G-esamtheit aller solchen „extremen" PdraUelepipede 
mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und mit Seitenflachen parallel den 
Ebenen § = 0, tj = 0, ^ = ins Auge, welche im Inneren vom ganzen 
Gfitter nur den Kulipunkt enthalten, aber auf allen Heitenflachen mit be- 
sonderen Gitterpunkten versehen sind. Es existieren hier unendlich viele 
ParaUelepipede von diesem Charakter, sie besitzen eine bestimmte Ver- 
kettung untereinander, und die Kenntnis dieser fuhrt uns mit Sicherheit 
zur Äufstellimg aller Einheiten im gegebenen Zahlkörper. Den Übergang 
von einem extremen Parallelepiped zu seinen benachbarten in der Kette 
vermittelt ein einfacher Algorithmus, der sich vor allem nach der Art 
richtet, wie die Gitterpunkto auf den Seitenflächen des ParaUelepipeds in 
Hinsicht auf deren Mittellinien liegen. In dieser Beziehung bieten sich 
wesentlich drei Möglichkeiten dar, die in den Figuren (I), (II), (III) zum 
Ausdruck gebracht sind. In den FäUen (I) und (II) erweist sich die 
Determinante aus den Koordinaten von Ä, B, C gleich 1, im Falle (III) 
ist sie Null und fällt dabei der Schwerpunkt des Dreiecks ABO in den 
Nullpunkt. 

(Fig. 5.) Ich hebe noch das folgende anziehende Problem hervor, 
welches auch in der Theorie von der Stmktur der Kristalle eine Stelle 
findet: 

Wir denken uns eitien idiebigen Grimdloipe) im Baume ingdeqt 
Lavt&r mit ihm hongruente mtd parallel orientierte Korpet ^n unendlwJy) 
JstzaJil seien so angeordnet, daß ihre SchwerpwiAte em paraUel^vpeäisches 
Funktsystem Mäen und daß nickt zwei der Koiper meinander einäitngen 
Unter welchen Umständen schließen sich die Korpn so duht als ubethaupt 
möglich zusammen, sind also die zwischen ihnen vorhandenen Locken auf 
ein Minimum an Volumen reduziert? 

Für den Fall, daß der Gnindkörper ein Oltaeän ist, gibt Fig 5 die 
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Lösung des Problems an. In der fraglichen dichtesten gittertörmigen 
Lagerung muß jedes einzelne der Oktaeder in bestimmter Weise an vier- 
zehn benachbarte anstoßen. Hier ist, in eine Ebene umgeklappt, das 
halbe Netz eines der Oktaeder dargestellt und sind in den vier Seiten- 
flächen (durch zur Hälfte rote Berandung) die 7 Partien mit Mittel- 
punkt angezeigt, in welchen das Oktaeder sich aji benachbarte anlegt. 
Das Minimum des Raumes, welches die Liieken zwischen den Oktaedern 
noch darbieten, verhält sieh zu dem von den Oktaedern eingenommenen 
Räume in diesem Falle der dichtesten Lagerung wie 1 : 19. Dieses 
Resultat gestattet folgende rein arithmetische Einkleidung: 

Sind tp, X, t) ra irgend vier lineare Fonnen in w, y, 3 mit beliebigen 
reellem Koeffizienien, deren Summe ideniiseh Null ist und wobei je drei eine 
Deiermitumte 4;4A(A>0) haben, so J^cmn man stets solche ganze Zahlen. 
X, y, B, die nicht sämüidh Null sind, ßnden, daß die Ungleichungen (2) gdten. 

Von diesem Ergebnisse machen wir noch eine bemerk ensTverte An- 
wendung. Es seien a, 6 zwei beliebige reelle Größen, t ein positiver 
Parameter, so bestimmen die 8 Ebenen (3) ein Oktaeder. Indem noch 
t beliebig groß angenommen werden kann, entspringt hieraus diese Fol- 
gerung : 

Man Icami zwei "beliebige reelle Größen a, b stets durch Brüche xjz 
und yJ0 mit gleichem Nenner beliebig genau und zugleich derart a/nnahern, 
daß die üngleichumgen (4) statthc^en. 

(Fig. 6.) Wir werfen nnn die Frage auf: Wie Übertragen sich die 
Sätze über die Approximation einer reellen Größe durch Zahlen des 
natürlichen Eationalitatsbereiehee auf das Gebiet der komplexen Größen? 
Man wird hier zunächst auf Approximationen im Zahlkörper der dritten 
oder der vierten Einheitswurzel ausgehen. Im Körper der dritten Ein- 
heitswurzel liegen die Dinge wesentlich einfacher und werden die Sätze 
sehr ähnlich denen für reelle Größen. Ich will hier nur die verwickel- 
teren Beziehungen im KSrpe}' der vierten EinheitswurBel berühren. 

Es seien |, tj zwei lineare Formen mit beliebigen komplexen Koeffi- 
zienten und zwei komplexen Variablen x + ix', y + iy' von einer Deter- 
minante A + 0, so richten wir unser Augenmerk auf diejenigen „extremen" 
Zahlenpaare x -{- i:>f, y + iy + 0, im Zahlkörper von i, zu welchen nicht 
ein Zahlenpaar derselben Art angebbar ist, das sowohl | % \ wie 1 1; | kleiner 
werden läßt. Wir können die zwei Zahlen eines Paares mit einer und 
derselben Einheit — 1, ± « multiplizieren, das entstehende assoziierte Paar 
gilt uns hier als nicht verschieden von dem ursprünglichen. Alle vor- 
handenen extremen Paare lassen sich nun in eine Kette nach der Größe 
von !|| (und zugleich von \rj\') ordnen. Zwei benachbarte Paare der 
Kette zusammen sind leicht a priori zu charakterisieren. Nämlich die 
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zugehörige DeterminaDte (2) ist entweder (Ä) e'me Einheit + 1, + i oder 
{J3') gleich (1 + i), mnltipliziert in eine Einheit. Wir benutzen diese 
zwei Paai'e als Vertikalreihen der Matrix einer auf |, t; anzuwendenden 
Substitution und erhalten dadurch für |, r] die Ausdrücke (3), worin | p |, 
I 6 1 beide ^ 1 sind. Indem wir das zweite Paar durch ein assoziiertes 
ersetzen und eTentuell noch i in — i umwandeln, können wir p auf den 
in den Zeichnungen rot markierten Oktanten des Einheitskreises {bzw. 1/p 
auf den konjugierten Oktanten außerhalb dieses Kreises) bringen. Es sind 
nun die Päüe (Ä) und {B) zu unterscheiden, auf welche sich die größere 
bzw. die kleinere ZeichnuDg bezieht. Im Falle (.4) wird jener Oktant 
durch gewisse Kreise Tom Radius 1 bzw. — = in fünf Stücke zerlegt, die 

" i'i ^ ' 

in der Figur fortlaufend mit I — V numeriert sind. Wenn q in ein be- 
stimmtes derselben fällt, kann jedesmal e nur in diejenigen grünbegrenzten 
Stücke des Einheitsbreises fallen, in welche die nämliche Nummer ein- 
getragen ist. Der kleinste Wert für den Betrag der Determinante 1 1— pe| 
entsteht, wenn p, S den scharfen mit kleinen Kreuzen bezeichneten Ecken 
der Figur entsprechen Im Falle (B) kann ß nur in das rote Gebiet (1) 
und dann nui m das gi ne tiebiet (I) fallen. Als wichtigstes Ergebnis 
entnehmen wn hieraus 

Man Ttünn in de Formen % i] ft x -^ ix', y -\- it/ stets solche ganze 
Zaktmi des Korpeis von z die nicht heide Null sind, setsen, daß dabei die 
Vngleichmigen (4) gdkn — 

Endbch mochte luh n ch einige Worte über Kriterien für algebraische 
Za) len h nzufugen 

(Flg. 7.) Duich dieae Figui suche ich dem bekannten Lagrangesehen 
Kriterium für eine reelle quadratische IrrationalmM eine neue Seite ab- 
zugewinnen. In einem Quadrat von der Seitenlänge 1 sind hier auf der 
linken vertikalen Seite, der «/-Achse, fortgesetzt Halbierungen vorgenommen, 
so dfiß sukzessive alle Punkte erhalten werden, deren Ordinate eine rein 
dyadisehe Zahl, d. h. eine rationale Zahl mit einer Potenz von 2 als 
Nenner ist. Jedem auf der y-Achse auftretenden Intervall oder Teilpunkt 
wird nun ein Intervall bzw. ein rationaler Teilpunkt auf der x-A-chse, der 
unteren horizontalen Seite, dadurch zugeordnet, daß zunächst den End- 
werten 1/ = und «/ = 1 die Endwerte x = und a; -= 1 entsprechen 
sollen, und weiter, so oft dort ein Intervall halbiert wird, hier zwischen 
die Endpunkte «/&, a'/i' des zugeordneten Intervalls, a und b, ferner a' 
und i' als relativ prim gedacht, ein neuer Teilpunkt in x^^a-i- a')/(b -j- V) 
eingeschaltet wird. Auf der horizontalen Seite treten so als Teilpunkte 
sukzessive alle Punkte mit rationaler Abszisse auf, und die Zuordnung 
der gleichzeitig konstruierten Abszissen und Ordinateu liefert uns das Bild 
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einer beatändig wacbsenden Funktion j/ = ?(a;), zunächst für alle rationalen 
X, dann durch die ^Forderung der Stetigkeit erweitert anf beliebige reelle 
Ai-gumente im Intervalle ^« < 1, wabreiid gleichzeitig y dieses Inter- 
Tall beliebig durchläuft. Wenn nun x eine quadratische Irrationalzahl 
ist und daher auf eine periodische Kettenhru eben t Wicklung fährt, so ent- 
spricht dadurch dem Wei'te y = 1{x) eine periodische Dualentwicklung 
und erweist sich infolgedessen y als rational. Wir erhalten dadurch die 
Sätae: 

lü X eine guadraiische IrrationalmM, so ist y rational, aber nicht rein 
!s( x rational, so ist y rein dyaäisch. Und diese Sätse sind 



(Fig. 8.) Die letzte Figur zeigt nun eine Verallgemeinerung dieser 
Sätze auf kubische Irrationalitäten, welche Herr Louis Kollros in seiner 
Dissertation (Zürich 1904) entwickelt hat: 

Einerseits wird hier ein Quadrat, in welchem g, s; in den Grenzen 
und 1 laufen, in der Weise behandelt, daß es zuerst durch die Diagonale 
I = j; in zwei gleichschenklige rechtwinklige Dreiecke zerlegt wird und 
in der Folge jedes einmal entstehende gleichschenklige rechtwinklige Drei- 
eck durch die Verbindung von der Spitze nach der Mitte der Hypotenuse 
in zwei gleichschenklige rechtwinklige Dreiecke aufgelöst wird. Anderer- 
seits erfährt gleichzeitig ein zweites Quadrat, in welchem X, y in den 
Grenzen und 1 laufen, eine gewisse Schritt für Schritt zugeordnete Zer- 
fäUung in Dreiecke: zunächst werden die vier Ecken des Quadrats den 
vier Ecken des ersten Quadrats mit gleichwertigen Koordinaten und weiter 
die Linie x = y der Linie | = i; zugeordnet, und in der Folge wird, wo 
dort eine Hypotenuse halbiert und hernach eine geradlinige Verbindung 
eingeführt wird, hier zwischen die Endpunkte der zugeordneten Strecke, 
wenn deren Koordinaten a/e, h/c und a'/e', l'/<f und «, h, c sowie a, &', c' 
relativ prime Zahlen sind, als ein neuer Teilpunkt der Punkt mit den 
Koordinaten a; = (a -|- a')J{c -f- c'), y — (i -{- b')j(c -^ c") eingeschaltet und 
hernach die entsprechende geradlinige Verbindung vorgenommen. Dadurch 
werden zwei eindeutig umkehrbare Beziehungen (1) festgesetzt, zunächst 
für alle rationalen x, y und dyadischen |, i) und hernach durch die 
Forderung der Stetigkeit überhaupt für beliebige Argumente und Funktions- 
worte in den Grenzen und 1. Dabei findet nun Kollros die folgenden 
Satze, welche freilich in einem wesentlichen Punkte noch nicht bewiesen 
Bind, deren Richtigkeit aber nach einer Menge von Beispielen in hohem 
Giade plausibel erscheint: 

Smd 1, X, y drei unabhängige Zahlen in einem reellen kubischen Körper, 
bo sind ^, ri rational und ist keine d^ Größen |, ij, | -|- ij, | — ij rein 
dyadtsch Gehren x, y einem Quadratischen Körper am, ohne beide rational 
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m Sem, so sind |, tj rational und ist eine der Größen ^, ij, J + ij, | — t; 
rein dyadisch. Sind x, y beide rational, so sind |, tj heide rein dyadisch. 
Diese Sätse sind voUkommen umkehrbar. 

Kimmt man y =-= x^, bo erlai^ man hierdurch ein volletändigea 
Kriterium dafür, daß x eine reelle kubische Irrationalzahl ist. Besonders 
zu hetonen ist, daß diese Sätze für alle kubischen Körper und nicht etwa 
bloß für solche mit negativer Diakriminante, in welchen nur eine Funda- 
mentaleinheit vorhanden ist, zuzutreffen scheinen. 

Diese Aufzählung von speziellen Ergebnissen aus der Geometrie der 
Zahlen ließe sich noch weiterführen. Aber ich habe Yielleicht mein Ziel 
bereits eiTcicht und Sie mögen den Eindruck gewonnen, haben, daß es 
sich hier um Fragen handelt, welche die Fundamente der Größenlehre 
berühren, welche der Auffagsung leicht zugänglich sind und welche uns 
die Disziplinen der Algebra, Arithmetik, Geometrie in harmonischer 
Wechselwirkung zeigen. 
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XXL 

Diskontinuitätsbereicli füi' aritlimetisclie Äquivalenz. 

(Grelles Journal für die reine nnd angewandte Mathematik, Band 129, S. 220—274.) 

ProWemst^llung. 

Die vorliegende Arbeit benutzt mehrfach Methoden, welche von 
Dirichlet ausgebildet worden sind. 

Ich stellte mir folgendes Problem: 

Ein System Ton n linearen Formen ^j, Ig, ..., |„ mit n Variablen 
x^,X2,.--,x^, mit beliebigen reellen Koeffizienten 

und von Nnll verschiedener Determinante heiße einem zweiten solchen 
Systeme t?!, ^2, ---j^, twithmetisch ägwivalent, wenn jedes der zwei Systeme 
sich in das andere durch eine homogene lineare SubstUution mit la/tder 
ga/mzohligen Koeffizienten transformieren läßt. Ea soll nun in der Mannig- 
falüglteit A der «* reeüen Parameter «^j, ein Bereich B konstruiert werden, 
in welchem jede voUstöndige Vereinigung (^Klasse) untereinander äqui- 
valenter Systeme dm-ch einen Punkt, und wenn der Punkt ins Innere des 
Bereichs zu liegen kommt, auch nur durch einen einzigen Punkt re- 
präsentiert wird. 

Dieses Problem läßt sich sofort auf ein entsprechendes Problem über 
positive quadra,tische Formen zurückführen. Wir bilden ans g^, 1^, ..., |„ 
die Quadratsumme 

V + i,' + --- + i,'-f- 

Sie ist eiRB positive quadratische Form der n Variablen Xj,Xs,...,x„ mit 
den Koeffizienten 

Wir betrachten die — 7" -dimensionale Mannigfaltigkeit Ä der ^ — 

beliebig veränderlichen reellen Parameter a^^. Jedem Punkte /"= (a,^^ 
dieser Mannigfaltigkeit Ä, für den die Form f sich als wesentlich positiv 
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erweist, entsiriclit luf <Tninii der eben hingeschriebenen Gleichungen noch 
ein ........ dimen&ion lies Gebiet fK[f) yoii Punkten (a^^) in der Mannig- 
faltigkeit A 

Wii ubertiaaen den Begriff der arithmetischen Äquivalenz und Klasse 
»^iniigemaß auf die positiven quadratischen Formen, und wir suchen in der 
Manmqfalhalsett A einen Bereich B, in dem jede Klasse positiver quadra- 
tischer Fotmen durch emen Ptmkt, und werm der Punkt in das Innere von 
B fallt, auch nur dwch einen einzigen Punkt repräsentierf wird. 

Alsdann bilden die Gebiete A(/) zu allen in B gelegenen Punkten / 
den verlangten Diskontinuitätsher eich B in der Mannigfaltigkeit A. 

Ich werde nachweisen, daß der Diskontinuitätshereich B für die arith- 
metische Äquivalenz der positiven quadraOsehen Formen derart konstruiert 
werden kana, daß er in der Mannigfaltigkeit A einen von einer endlichen 
Anzahl von Mienen hegreneten konvexen Kegel mit dem durch f—0 re- 
präsentierten Nullpunkte als Spitze vorstellt. 

Durch diesen Satz wird für die positiven quadratischen Formen mit 
n Variablen die Theorie der arithmetischen Äquivalenz auf dieselbe Höhe 
gebracht, welche sie für die temären Formen durch die Abhandlung von 
Dirichlet: über die Beduetion der positiven quadratischen Formen mit drei 
unbestimmten ganzen Zahlen erreichte. 

Derjenige Teil des Diskontinuitätsbereiehs B, welcher den Formen f 
mit einer Determinante ^ 1 entspricht, besitzt ein endliches Volumen. 
Für » = 2 kommt dieses Volumen wesentlich auf den nichteuklidischen 
Flächeninhalt des Fundamentalbereichs der elliptischen Modulfunktion J(<o) 
hinaus. Die allgemeine Ermittlung jenes Volumens gelingt hier mit 
Hilfe derjenigen Prinzipien, auf welche Dirichlet die Berechnung der 
Klassenanzahlen der ganzzahligen binären quadratischen Formen gegründet 
hat, und zwar laymmt das analytiscJie Element in diesen Prinzipien gerade 
&e* der hier zu machenden Amvmidung am reinsten sum Vorschein. 

Mit jenem Volumen hängen gewisse asymptotische Gesetze betreffs 
der Formen mit ganzzahligen Koeffizienten zusammen. Andererseits er- 
möglicht der Wert des Volumens einen Schluß auf die dichteste Ausfüllung 
des w-dimeasionalen Raumes durch lauter kongruente Kugeln. 

Die einschlägige Literatur zu den hier behandelten Gegenstanden ist 
in meiner Arbeit im 107. Bande von Grelles Journal (Diese Ges. Abhand- 
Inngeo, Bd. I, S. 243—260) ausführlich genannt und verweise ich dieser- 
halb auf die dortigen Angaben. 
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§ 1. Charakter der positiven ^iiadratischeu Formen. 

Es sei 

f{^i.j ^aj'-'j^n) ^^"'hk'^^hH Qi,h^l,2, ...,n) 
eine quadratisohe Form der « Variablen x^,x^,...,x.^ mit reellen Koeffi- 
zienten ffljj. Wir setzen eteta ci^^== a,^^ für k<^]c Toraus. Die aus der 
Äj, Äg, . ..,Ä,-ten Horizontal- und der Sj, fc^, . .., fc^-ten Vertikalreihe des 
quadratischen Schemas der »^^ hergestellte r-reihige Determinante be- 
zeichnen wir mit 

1. Dafür, daß f eine wesentlich positwe Form sei, ist bekanntlich not- 
wendig und hinreichend, daß die n Determinanten 

(1,2, ...,h\ 
Dl' ' , -A für k=l,2,...,n 

sämtlich positiv sind. Die letzte dieser Größen, D^, ist die Determinimte 
der Form f, deren Wert wir auch mit D (f) bezeichnen. Wir setzen noch 

/1,...,Ä— 1,7a 

Dann sind auch alle Größen g^ > und besteht die identische Dar- 
stellung 

(1) f-<iA' + iA' + --- + i.V 

mit 

(2) ^i = :K, + y,,x^+--- + r,^x„, i,= x,+ ■■■ + y^^x^, >&.= «„. 

welche den Charakter von f als positive Form in Evidens setzt, 

2. Die Vergleiehung der Koeffizienten Ton x^^, x^^, . . . , x„^ auf beiden 
Seiten von (1) ergibt 

und durch Multiplikation dies&i' XJngleichtmgen folgt 
(4) "^"n ■■■<'..> Ulf)- 

3. Ist L ein gegebener positiver Wert und soll f'^L ausfallen, so 
folgt i™ (i): 

is.'<yl, u.-.><i/£.,...,i&i<yf, 

und diesen Ungleichungen können nach den Ausdrücken (2) nm- eine 
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endliclie Anzahl verschiedener ganzzahliger Sjateme x^, x^_^, ..., x^ genügen. 
Wir haben daher den Satz- 

Eine posthie guadtaiisdie Form f hann tmr für eine endliche Anzahl 
von gansmMigen St/stemett der Variablen Werte annehmen, die e 
Schranke L nicht uhej&chreihn 



% 2, Anordnung In einer it-dimensionalen Mannigfaltigkeit. 

Sind ffj, «3, ■ ■ ■) ß„ und \, h^, ■.■,h„ zwei verschiedene Systeme von je 
n Gtrößen und hat man 

%—&!,..., öj_i = &,_!, a,> öj, 
wo l einen der Werte 1, 2, . . ., n bedeuten kann, so heiße das erste System 
höher, das zweite niedriger als das andere, und zwar an V"' Stelle höher 
bzw. niedriger. 

Es sei eine unendliche Menge von Systemen S{a^,a^, . . ., a„) Torgelegt 
mit folgender Eigenschaft; Ist a^,a^,...,a^ ein beliebiges System daraus 
und l eine beliebige der Zahlen 1,2, ...,n, so soll bei allen Torhandenen 
Systemen ftj, ?Jg, . .., 6,^ der Menge, welche genau an l'^ Stelle niedriger 
als das erste System sind, für die Größe b jedesmal nur eine endliche An- 
zahl verschiedener Werte in Betracht kommen. 

Bildet man alsdann, von einem beliebigen Systeme S der Menge aus- 
gehend, Bownt als angängig eine Eeihe ton Systemen S, S'^', S'^, ..., so daß 
jedes folgende niednget ols da/, ^ o) hergehende ist, so muß eine solche Iteihe 
stets nach einer endlichen Ämald mn Schritten abbrechen. Es muß sich 
al?o mch einer endlichen Anzahl von Schritten schließlich ein System 
einstellen, zu welchem es kein niedrigeres in der Menge gibt, und welches 
demnach dis niediigsf-c System m dei Menge vorstellt. 

Fui H = 1 ist die Behauptung evident. Nun sei w > 1. Betrachten 
■wir zum Ausgang59>steme '^{a^,a^, , ffl J alle Systeme a^,b^, .. .,b.^ der 
Menge, welche mit üim m dem ersten Elemente «j übereinstimmen, so 
bilden die dinn auftretenden Systeme 6g,..., 6^ eine Menge von Systemen 
aus n — 1 Elementen mit ganz entspiechender Eigenschaft, wie wir sie 
fui die gegebene Menge n gliedngei Systeme voraussetzen. Nehmen wir 
nun den zu beweisenden Satz beieits als erwiesen an, wenn die Zahl n— 1 
anstatt ii steht, so kann eine Reihe S, S'^', yS*^>, . . . nur mit einer endlichen- 
An7abl von Teimen der^rt tnrtschieiten, daß das erste Element ungeändert 
bleibt und ledesmal eine }>miediigung an der sweiten Us n'™ SteUe ein- 
tiitt Da außerdem eme Emiedt tgung genoM a/n erster Stelle nach Voraus- 
setzung ebenfalls nur eme endliche Anzahl von Malen vorkommen kann, 
so ibt der zu beweisende Satz sofoit iur Systeme aus n Gliedern klar. 
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§ 3. Niedrigste rormen iu einer Klasse. 

Der Begriff der arithmetisclieii Äquivfilenz Yon positiven qundratiselien 
Formen ist schon in der Einleitimg erwäknt worden. Zwei positive Formen 

sind hierbei dann und nur dann agmvalmt, wenn f in g durch eine gams- 
äoMige Transformation mit einer Determincmfe + 1 überzuführen ist. 

1. Ist dabei 
(6) »11 " hu «32 = ^2aj ■ ■ -7 «™ = ^n«> 

so mögen f und g gleichgestellt heißen. lat dagegen 
(6) a^i = 6^, . . ., «,_i,j_i. = &i_i,,_i, a,j > i„, 

wobei l einen der Werte 1, 2, . . ., « haben kann, so soll f höher als g und 
g niedriger als f und zwar an Z""" Stelle höher bzw. niedriger heißen. 

Es sei 

C^) ^fl = hiVi + h^yt + ■■■ + hny,. C' = 1, 2, . . ., »0 

eine ganzzahlige Substitution mit der Determinante ± 1, welche f in g 
überführt, so hat man 

»..-/■(%., •■•,U (t-1,2,..,«). 

Ist g an ('■"" Stelle niedriger als f, so folgt daher 

(8) «s,.,...,s..) -»■„..•,«»,,,-.,. ..,«v-.)-».-.,.-..«»..,-.0<«„. 
Ferner ist die aus den l ersten VertiJcalreihen der Substitution (7) gebildete 
Matrix 



(9) 

unimodtdar, d. h. der größte ^ 



I (ä=],2,...,m; }c=l,2,...,r) 

ne Teiler aller aus ihr zu bildenden 
Z-reihigen Determinanten ist gleich 1, 

Hiernach ist leicht zu entscheiden, oh es in der Klasse von f eine 
Form g gibt, welche niedriger als f ist. Wir nehmen für l nacheinander 
jeden der Werte l,2,...,n und fassen jedesmal das System der Be- 
dingungen (8) ins Ange. Nach § 1 kann es jedesmal gewiß nur eine 
endliche Anzahl Ton ganzen Zahlen s^i^(k ^ l) geben, welche diesen Be- 
dingungen genügen. Sowie für eines der beireffenden LÖsungssysteme die 
MatHx (9) unimodular ist, können wir bekanntlich zu dieser Matrix n — l 
weitere Vertikalreihen ganzzahliger Koeffizienten Sj^(fc = ?+ 1, ...,«) hin- 
zufügen, so daß die Determinante des entstehenden quadratischen Schemas ±^ 1 
wird, und es führt dann die zugehörige Substitution (7) in der Tat f in 
eine an l^ Stelle niedrigere Form g über. Dabei kommen jedesmal für h^, 
mtr eine endliche Anmhl verschiedmer Werte in Frage. 

2. Auf Grund des Hilfssatzes in § 2 kann man nunmehr in jeder 
Klasse f eine solche Form g ermitteln, mt welcher es l:cine niedrigere Form 
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in der Klasse gibt und welciie wir daher eme medn / fe Firm der Klisse 
neaaen. Alle äquivalenten mit iiir gleichgestellten F imen sml glei h 
zeitig niedrigste Formen der Klasse. 

3. Soll die Form f durch die SubBtitution (7) m eme qleuJi le tdli 
Form übei^ehen, so müssen die « Grleichunj,en 

Btatthahen; es genügen ihnen nur eine endliche Zahl ganazahliger Systeme 
Sjj und gibt es daher gewiß auch nur eme endliche Anzahl gan mhh w 
ßubsHtutionen mit einer Determinanti'. ^4: 1, dmch welche etne Foim m gleicfi 
gestellte übergeht. Insbesondere zeigt sich, daß jede positive Form nm eine 
endliche Anzahl g&ngmJüiger Transformationen in sich besitzt 

4. Jede Form f geht durch die 2" Substitutionen 
(10) «i = ±?/i, ^a = ±yi, >'^^ — ±y 

wobei ein jedes der n Vorzeichen unabhängig von ^en anderen al*- + idei 
— angenommen werden kami, in gleichgestellte Formen ubei 

Ö. Es möge für einen Moment eine 1 rm / i nd d l ganze zugeboi ge 
Klasse allgemein heißen, wenn eine Gleichung 

fi^i,^s,--;^,,)=f(yi,y2> ■■■,%) 
mit ganzKahligen Werten ^^j, x^, . . ., x^; y^, y^, ■ ■ -fi/^ niemals anders be- 
stehen kann, als daß das System «/i, «/ä! ■ ■ -iJ/t, ^'^ ^if%7-f^n '^^^^ 
mit — x^, — x^, . . ., — x^ übereinstimmt. Insbesondere wird dieser Cha- 
rakter für f zuti-effen, wenn zwischen den ~ — Eo effizienten %j von 

f keine homogene lineare Eelation mit ganzzahligen Koeffizienten besteht. 

Vergleichen wir insbesondere die zwei Systeme 

Xf^= i, a;,,_j., = 1, a;^ = und j/j = 1, y,,^i = — 1, ?/;. = (Ä+7(, 7* -j- 1) 

miteinander, so zeigt sich, daß in einer allgemeinen Form f gewiß jeder 
Koeffizient %i+i von Nu!l verschieden ausfällt. 

Ist die Klasse f eine allgemeine, so geht offenbar jede Form daraua 
einzig durch die 2" Substitutionen (10) in äquivalente gleichgestellte 
Formen über, und gibt es in der Klasse stets eine einzige niedrigste Fonn g, 
welche noch die Sedingungen 

his>0, 7ia3>0, ...,&„_i^„>0 
erfüllt. 

6. Wir bezeichnen mit U die identische Suhstitution, ferner zu jeder 
Substitution S als entgegengesetzte und mit — S diejenige Substitution, 
welche durch Ändening aller Koeffizienten s^j. in die eatgegeuge setzten 
Werte — Sjj entsteht. 
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§ 4:. Reduzierte Formen. 

Es sind wesentlich die niedrigsten Formeu einer Klasse, wölehe 
Hermite (Grelles Journal, Bd. 40; Oeuvres, T. I, p. 100) als reduzierte 
Poimen eingefühlt hit mit lei Absicht in dei Menge dieser Foimen e nen 
Diskoi)itinuitat''beieich B von dei n der Euletuig dargelegten Natur zi 
erhalten Hier li ngeii wii gegenubei der Hermiteschen Definition eine 
\ eremfichung daluich an daß wii t,ewi&b kompliz ertere Chaiaktere 
welche in medii^ste Foimen zu toidem w len die ihren E nfluß al ei 
nur auf Teile dd Begrf'nzi g des Di Lonti u tat«! eie li s ißem wurlen 
beiseite lassen 

1 Es sei l e le der Zihlen 12 h und wu willen unt>'r 

^i' ^a" ^b'' li'ß'^ alljemein em bolches %äfem ton n qansen Zdlüm 

verstehen uohm der gioßte gemeinsame Tetlei dei letzten n — {l — 1) Zahlen 
darunter, also von s/ ,s,^j, , . ,, s„ \ gleich 1 ibi. Ferner bedeute e^* , 
e^''^, . . .,eJ-'> speziell die l*^ Vertikalreihe der identischen Substitution E. 

Zu jedem Systeme s^®, Sj''', . . ., sj-'^ kann man offenbar stets eine gans- 
zdhUge Substitution S'-^ von einer Determinante ±^ 1 herstelleuj in dere» 
quadraUschem Koeffidentenschema die erden l — \ V&^Jcalreihen iuie bei 
der identischen Substitution E aussehen und die l'" Reihe von eben jenem 
Systeme gebildet wird, also eine Substitution 

«1 = J/* + h^H -r \i+ii/;+i -I r Sä„?/„ (h<l), 

^K = «^'>Vi + h,i+xVi+i + ■■■ + h.y. C'äO- 

Durch eine solche Substitution 5*''' geht eine Form 

über, so daß 

K = «11- • ■ ■; ^l^l,r-l = «i_l ;_l- kl - f(Si^'\ Sj'\ . . ., S^O) 
ist. Wenn nun f speziell eine mediigste Form in ihrer Klasse ist, wird 
hierbei stets ö,;^«;, sem müssen 

2. Wir stellen nunmehr folgende Definition auf: 

Eine quadratische Fw m 

f{x^,3i^,...,3.J ^2'^hi'^h^k 

soü eine reduzierte Form heißen, tvenn sie aUen möglichen Üngl^hungen 

(I) fW, %®, • ■ ; S„*) > «i, 

genügt für jedes l = 1,2, . . .,n vnd alle ganzmhligen Systeme s^^, s^^, ..., sj% 

wobei der größte gemeinsame Teiler der Zahlen s/"*, sfi^, ■ ■ ■, ^n''' i'^^ 1 i^< 

mtd ferner noch den Bedingungen: 

(IT) ßis^O, «S3>0, ..., a„_i^„^0. 
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Wir schließen bei den Ungleiehuagen (I) jedesmal ausdrücfelicli die 
zwei Systeme s^® = ejl1(Ä= l,...,w) und s^® = — e^'')(Ä = 1,...,m) aus, 
wofür (I) keine wirkliche Bedingung in den «^j, vorstellen würde. 

Bei dieser Definition einer reduzierten Form setzen wir nicht bereits f 
als eine positive Form voraus. 

3. In einer Klasse positiver Formen ist eine niedrigste Form, welche 
noch die Zusatabedingimgen (II) erfüUt, stets eine reduzierte Form. N^ach 
den Ergebnissen des § 3 gibt es daher in jeder Klasse positiver Formen 
stets wenigstens eine reduzierte Form. 

4. Die zum Index l gehörigen der Ungleichungen (I) besagen, daß 
a,, das Minimum tmter allen Werten ({x^, x^,..., xj für solche gcmse Zahlen 
x^,x^,. . .fX^ist, wobei Xi, Xi^^, . . ., x^heinen gemeinsamen Teiler > 1 haben. 

Durch eine Substitution S'-'> gehen die sämtlichen ganzzahligen Systeme 
. . ., x^, wobei x„ Xs^^, ■ ■ ■, ^b keinen gemeinsamen Teiler > 1 haben, 
sämtUehen ganzzahligen Systeme J/u J/u ■ ■ ■, J/„ über, wobei y,, 
. ., y^ keinen gemeinsamen Teiler > 1 haben. 

Genügt eine positive Form f den Bedingungen (I) nur für 
2, . . .,m— 1, aber nicht für l — m, so können wir aus ihr durch 
eine Substitution iS'™' eine äquivalente Form herleiten, welche den ent- 
sprechenden Bedingungen für ( = 1, 2, , , ., m — 1 und auch noch für 
l ^ m genügt. 

Man hat einfach alle ganzzahligen Systeme s^*'"', Sg*'"', , . ., s,/™' zu be- 
stimmen, für welche f(sj^"'> s **"* t ('"') <a i=!t und zugleich s*""* s'"'* 
.. .,S„'^"'* keinen Teiler> Ihaben NaehVo ausaetz ng^ 1 1 essol heS} teme 
Sie sind nur in endlicher Ä zahl vorhan len Man s che unt h n d e 
jenigen heraus, welche dei Po n /" den kl nsten We t erte len n 1 s tz 
dann in S*"*' als m^" Vert k 1 e he e n bei eb ges d e er Systeme n so 
wird das gewünschte Ziel e e cht sem 

Beachtet man, daß de Typus iS eae b l eh j ganzzal 1 ge Subst 
tution mit der Determina te ± 1 vor teilt ferner d Q be g c vei 
schiedenen SubsUtviionen S (! < ) i ge au gle che l" Vert kal ele 
die zweite gleich dem Frol Ict 1er e sten i ei e Buhst tat S* st so 
enthalten diese Bemerkungen e e Methode um zu e ner gegebenen po t en 
Form f alle ganzzahligen 's b&t tut onen zu finden du ch wÄ he s e m 
äquivalente reduzierte Formen ibe geht 

Zugleich zeigt sich, daß le A all d eser eduz aet i 8iA>sttulo e 
für jede gegebene positive Fo f ^ets e e e dl }£ bt 

6. Aus diesen Erwägungen leuchtet femer e n ,E e solche red z erte 
Form, für welche in keiner e gen de t gle ci tqe (I) u d (II") 
das Gldchheitszeichen eint tf lam be 4. e d g der de t she 

Substitution E oder der dag e tgeg jesetgt — E J e t blebet 
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7, Wir fassen nun die Koeffizieaten a^j einer tiuadratiselien Form als 
Koordinaten eines Punktes f in einer " "^ -fachen Ma/imigfaUigiceit Ä 
auf. In difser Mannigfaltiglreit bezeielinen wir mit B das Gebiet der- 
jenigen Punkte f, welche all«n Ungleichungen (I) und (II) genügen. Wir 
nennen B den reäimerUii JRaiim. Das letzt« Ergebnis besagt dann: 

Eine Form f im Inneren äes re-dusieiien Eaumes B, d. h. für welche 
in keiner der UDgleiohungen fl) tind (11) das Gleichheitszeichen statthat, 
galt durch jede von E und — E verschiedene unitnodulare ganzzaklige Sub- 
stiMion in eine Form a/aßerhaV) B über. 

Insbesondere wird eine allgemeiiie Klasse immer durch einen inneren 
Punkt TOn B repräsentiert. 

Der Bereich B geht durch jedes Paar entgegengesetzter unimodularer 
ganzzahliger Substitutionen S, — S m eine bestimmte ägiÜBolente Kammer 
Bs=B_s über, und die Kammern, die verschiedenen solchen Paaren 
S,~ S entsprechen, stoßen hintereinander höclistens in Punlien der Be- 
gremwng zusammen. Die sämtlichen Kammern Bg überdecken den \ 
Raum der positiven Formen. 



§ 5. Die Wände des reduzierten Raumes. 

Die Ungleichungen (!) zur Definition einer reduzierten Form f sind 
in unendlicher AiwaM vorhanden. Wir werden nunmehr den Satz be- 
weisen : 

Es gibt unter den Ungleichungen (I) eine endliche Anmid, welche alle 
übrigen dieser Ungleichungen zur Folge haben. 

Beweis: 1. i's sei zunächst « = 2, also 

f= a^^x,^ + 2af^x,x^ + a^x^^. 
Nehmen wir m (I); s/^) = ± 1, s^<-^ = 1, bo folgt 

(11) «II + 2(1^2 -|- %2 > ßjg, -i- "12 ^Y '^i' 

Aus diesen zwei Bedingungen für die zwei Vorzeichen ± geht noch «u ^ 
hervor, Nehmen wir Sj^^> ~ 0, a^'^^' '^ Ij ^^ entsteht 

(12) <•„><•„. 

Ist ttii = 0, so folgt aus (11) auch %3 = und gelten wegen a^^ ^ 
bereits alle Ungleichungen (I), 

Ist a^^ > 0, so folgt ans (11) und (12): 

Sehreiben wir 
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80 ist 

Für ganze Zahlen s^, s^ wird nun, wenn ; sj > 1, s^ = 1 ist: 

fi± I si \, 1) = «u(s/ - I sj) + («11 ± 2oi,) \s,\ + a,,> a,„ 
andererseits, wenn |sg| > 1 ist: 

/■(»!> Sa) > iiS^" > 3«S2 > -^sa ■ 
So leuchtet ein, daß aus (11) imd (12) bereits alle JJngleicliunge^i (I) folgen. 

2. Es se« jefei « > 2. Setzen wir einen Teil der Variablen x^,..,,x^ Null 
und sind die nocli übrigen dieser Variablen x^^,x,^,. ..,x^{h^ <i}i^<i- ■■<Ä^), 
so wird aus f eine Form f\Xi^, x^^, . .., x^Ji dieser m Variablen, und die 
zu (I) entsprechend en Bedingungen für diese Form sind, wie man leicht 
erkennt, spezielle von den Bedingungen (I) für die Form f selbst. Jede 
aus einer reduzierten Form f in solcher Weise abzuleitende Form TOn 

■ als n Variablen trägt also, von den Zueatzforderungen (II) ab- 
, ebenfalls den Charakter einer reduzierten Form bei ihrer 
Variablenzahl. 

Greifen wir nun von den Ungleichungen (I) für f erstens diejenigen 
heraus, welche gerade nach sich ziehen, daß die sämili<Siert binären Formen 
'^hh'^h + ^fljjXjiCj -|- «ija^j^ (Ä < 7c) 

die Bedingungeil (I) für reduzierte Formen erfüllen, so handelt es sich um 
gewisse Ungleichungen in endlicher Anzahl und kommen diese Üngleiehungen 
auf die folgenden 

(13) ±2«M^^,. Qi<k') 
und 

(14) < «n ^ «sa ^ ■ ■ ■ ^ <-\n 
hinaus. 

3. Wir nehmen nun an, der SU beweisende Sais sei hereUs für Formen 
von weniger als n Variablen sidi^-gesteUt, und wir können unter den Un- 
gleichungen (I) sweÜens eine enMiche Anzahl auswählen, welche zur Folge 
haben, daß die sämtlichen aus f abgeleiteten Formen /'{i^^ + i, a;^+2, - ■■, a:„| 
/w JM = 1, 2, ...,» — 2, redmiert sind. 

Ist nun etwa 

= (T^^ = ögg = • ■ ■ = «,nm(l ^ J» < «), < ö,„ + i,„(^.i, 

SO sind infolge von (13) überhaupt alle Koeffisienien «^^ (h ^ h\ bei 
ivelchen der Index h einen der Werte 1, 2, . . ., m hat, Null und wird aus 
f einfach f{x^^^, . . .,a:„}. Die Ungleichungen (I) in bezog auf letztere 
Form haben dann bereits sämtliche Ungleichungen (I) fu^ f zur Folge. 

4. Nunmeh- setzen wir weiterhin a^j > voraus. Wir greifen drittens 
aus den Ungleichungen (I) diejenigen in endlicher Anzahl vorhandenen 
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heraus, welche zur Folge haben, daß auch die sämtlichen aus f abzuleiten- 
den Formen f{Xj, x^, . . ., a;^ ) für ms = 2, 3, . . ., w — 1 reduziert sincl. 

5. Jetzt werden wir (in 5. — 8.) zeigen, daß wir zu den bereits ge- 
wählten der Ungleichungen (I) viertens eine weitere endliche Anzahl jener 
Ungleiehui^en derart hjnzufiigen können, daß aus diesen für die Deter- 
minante D„ der Form f eine JJngleicIumg 
(15) I*„ ^ K^-tAi ■■■%,> 

folgt, wo l^ eine gewisse positive nw von n und nicht von den Koeffizienten 
der speziellen Form f abhängmäe Konstante bedeutet. 

Nach 1. ist diese Tatsache bereits für n = 2 mit dem Werte Aj = -^ 
zutreffend, und wir nehmen sie als bereits enviesen für Formen mit wmiger 
als n Variablen an. 

Es sei jetzt m einer der Werte 1, 2, ,.,,«— 1, so haben wir unter 
Verwendung der in § 1 eingeführten Bezeichnungen für die Determinante 
der Form f {^i, ^^j ■ ■ ■' ^m) ^'^^ Ungleichung: 

(16) B (J; I;;;;; 3 -i>.s: ».«„»>,...»,„. (.«<;»-i) 

und für die Determinante der Form /'{a;^^!, ^m+s, • • ■^'^n]'- 
:-i-!\ -nfm + l,m + 2,..., n\ y, . , 

' -^ W+ l,m + 2, ...,M/ " ■"— " ■" '" + ^■'" + 1 m + 1,,^+3 «« 

In den Fällen )» =- 1 und »i = « — 1 setzen wir ,1^ = 1. 

Entwickeln wir nun den Ausdruck der Determinante J),^ von f, so 
kommen darin m\(n — m)'l Terme vor, die sich zu dem Produkte D^D^_^ 
zusammenfassen lassen, und weiter n\~m\{n — m]\ Glieder vom Typus 

± «lt,Ö3*-, ■ ■ ■ «n.i^«« + l,i„ + i ■ ■ ■ "«*„> 
wobei ftj, k^, . . ., /c^ nicht, abgesehen von der Reihenfolge, mit 1, 2, . .,, m 
übereinstimmen und infolgedessen am:h noch imter den Indizes ^^,^+1} ■ ■ ■> K 
jedesmal wenigstens eine der Zahlen 1, 2, . , ,, m sich findet. Nach den Be- 
ziehungen a,j = %^ und den Ungleichungen (13) erweist sich nun ein 
jedes solches Glied dem Betrage nach 

^ X'^il'^Sa ■ ■ ■ ^mm'^mm^M + S m + S ■ ■ ■ '*»«• 

Benutzen wir die Ungleichungen (16) und (17) und verstehen unter J.„ 
eine in der Folge noch zu fixierende positive Eonstante, so entsteht jetzt 

— — (m! — 3kI(W — m)!)a,„^| %^ag2 ■ ■ ■ "'rom'^m + S m + a ■ ■ ■ ''"Ti- 

Wir können 

1 ^ Aj > il, > ■ ■ ■ > ;i„^i 
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voraussetzen. Die positive Größe l^ denken wir uns zunächst irgendwie, 
jedoch kleiner als jedes der Produkte }'^^„_^ für m = 1, 2, . . ., n — 1 
gewählt und setzen zur Abkürzung 



1 (wl — m!(w — w):) _ 



Alsäann wird die Ungleichimg (15) mit dem betreffenden Werte A„ jeden- 
falls sckon statthaben, wenn für wenigstem einen der Indizes m = 1, 2, . . ., m — 1 
sich 

'^m + l ni + l ^ "ra + l'^mni 

herausstellt. 

6. Nunmehr haben wir uns nur noch mit der Annahme zu beschäf- 
tigen, daß sämtliche Ungleichungen 

(18) Xjfflii > «32, ätflOgg > dgg, . . ., x„a„_i,„_i > «„« 

Aus den Ungleichungen (16) geht unter Beachtung der Ungleichungen 
(14) und von djj > hervor, daß sicherlich die Determinanten 

A, A- ■■■-■D«_i 
positiv ausfallen und daher auch 

sämtlich endlich und > sind. Wir können daher, mag nuii die Deter- 
minante J)j| > und damit auch f positiv sein oder nicht, jedenfalls be- 
reits fik f die Darstellung aus § 1 : 

(19) f - i.ii' + (hU" + ■ ■ ■ + (InV, 

(20) g, = 3^1 4- rijXg -1 h ^■(„a:^, gj = j:^ H h Y^„x,^, ...,£„ = a;^ 

mit 

ansetzen. 

Die Determinante, welche den Zähler des vorstehenden Quotienten 
für y^j, bildet, besteht aus h\ Gliedern, von denen ein jedes mit Rücksicht 
auf die Ungleichungen (13) sich dem Betrage nach ^ "5"öii'*ä3 • • ■ ^hh ^^' 
weist, während der Nenner dieses Quotienten nach (16) sich ^ 'ljtii«2ä ■ ■ ■ "is 
findet. Danach hat man 

(^^' Ij-^I^yi;: (i_;, + l,...,„). 

Ans (19) und (20) gehl 
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herTor, woraus mit !ßückeicht auf (18) 

(22) 3i = %„ (fä < jC3«n, . . ., g„„i < «2^3 . . . )(„_,i«ii 
folgt. 

7. Es kommt jetzt vor allem darauf an, zu erkennen, daß wir von 
den Ungleichwngen (I) eine endliche Anzahl herauHgreifen können, infolge 
deren sich auch ?„ aZs > und damit also f als eine weBentlich poeitiye 
Form erweist. Für diesen wichtigen Nachweis können wir uns des ele- 
mentaren Prinzips bedienen, welches Diriehlet so meisterhaft in der 
Theorie der algebraischen Einheiten gehandhabt hat, wonach bei Yerteümig 
einer Amakl von Größensystemen in eine Heinere Anzahl von JBermchen 
danmler irgendein Bereich da sein muß, der wenigstens ewei (?er Systeme 
auf einmal aiifnimmt 

Wir bilden zum Aiisdrueke (19) von/' mit den nämlichen g,, gj, ...,£„ 
die Eüfsfonn 

(23) F = t/ + «s^a' + ■ ■ • + ^''ä ■ ■ ■ ^«^i?„^i + l^V, 

wobei ^ folgende Bedeutung haben soll. Es seien t^, t^, . . ., i^__^ hezieh- 
Jieh die Ideinsten ganseit Zahlen, für welche 

(24) t^^ ^ n, (/ ^ nx^, . . ., t^^^, ^ nx^^tt^ . . . y.^_^ 
ausfällt, und es werde 

<^^) ''- «.■,.■'..-.■- 

gesetzt. 

Danach ist ft eine bestimmte positive Größe, mithin F eine positive 
Fonn der Variablen Xj^, x^, . . ., x„. 

Wir zeigen, daß man für Xy, x^, ■ ■ •, x„ ganise Zeilen, unter denen 
x^ + i^i ßnden Jcann, so daß dafür F-^1 ausfällt. 

In der Tat, zuuäehst ist ^ =- x^. Wir setzen der Iteihe nach 
x^ = 0, 1, 2, . . ., (^i^ . . . t„_i und können zu jedem dieser Werte von x^ 
nacheinander a;„_^, x^_s, . . ., x^ als ganze Zahlen derart bestimmen, daß 
(26) Ogg._,<l, 0£t,_,<l,...,0<g,<l 

wird. Wir erhalten damit (ji^ - ■ ■ 'n-i + 1 i^ ^„ durchweg verschiedene 
Wertsysteme x^, x^, . . ., x^, welche sämtlich diese Bedingungen (26) er- 
füllen. 

Zerlegen wir nun für 7i = n — 1, w — 2, . . ., 1 jedesmal das Intervall 
^ gj < 1 in die t^ Intervalle 

0££,<^, -i-^£,<|-,..., ^^^&,<1, 

so tritt eine Teilung des ganzen durch (26) definierten Gebietes in 
^1^ ■ ■ ■ '^n-i vÖUig untereinander getrennte Gebiete ein und wird man unter 

Minkowski, GeaaTiimelte Abliändlimg^n. II. 5 
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jenen Systemen x^, x^, ■ ■ ■, ^^, deren Anzahl > t^t^ ■ - . f„_i ist, gewiß 
irgend swd, etwa 

x[, x'^, . . .,x'^\ x'l, x'l, . . ., x'l {x"^ > x'^ 

finden können, für welche t,^, ^3, . . ,, t^_x deinselben Teilgebiete angehören. 
Für das dwi^ Subtraktion aus hmdm heryorgehehde i 



gelten dann die Ungleichungen 

(27) \tA<~,-.;^L-i\<~, \U<iA---i.~i, 

während zugleich x^>0 ist. Ans (27), (24) und (25) ersieht man, daß 

infolgedessen weiter die « — 1 ersten Terme des Ausdrucks F ein jeder < — , 

der »*° < — werden und also für das betreffende gauzzahlige Wertsystem 

x^, x^, . . ., x^ mit positivem x^ der ganze Ausdruck F gewiß < 1 ausfällt. 

Das erhaltene System x-^, %, . ■ ■, x^ befreien wir noch von einem in 
den Zahlen etwa vorhandenen gemeinsamen Teiler > 1, wobei die Un- 
gleichung F ^\ nicht verloren geht 

Andererseits können wir, allein in Berücksichtigung der Ausdrücke (20) 
für ^j, £3, . - ., Sn ^"^^ ^^ Unglei4^ngen (21) fii/r die Koeffizienten y^j, von 
vornherein eine endliche Aneahl bestimmter gamsahliger Systeme ^i,x^,--;X^ 
mit positivem x„ imä ohne gemeinsamen Teiler > 1 anweisen, welche über- 
haupt aU die einsigen äermügen Systeme in Frage kommen, die vielleicht 
den Ungleichungen (27) genügen können. Wir ermitteln die sämtlichen 
bezüglichen Systeme und wir heben nunmehr viertens unter den Un- 
gleichungen (I) diejenigen heraus, welche ausdrücken, daß für diese Je- 
( Systeme stets /'(3\, a;^, . . ., x^) ^ a^^ sein eoU. 

Alsdann muß infolge aller bereits herausgehobenen Ungleichungen (I) 



(28) 3„^.««ii 

werden. Denn in dem Ausdrucke (19) von f sind wegen (22) die Koeffi- 
zienten von gi^, i/, . . ., t^_^ durchweg nicht größer als in dem Multiplum 
c^iF von F. Wäre nun J„<fiaii, so würde daher bei von Null 
verschiedenem x^ stets f<.<iiiF sein. Wir haben aber ein solches ganz- 
zahliges System x^, x^, . . ., x„ mit von NuR verschiedenem x„, wofür 
F ^1 ist, während wir für das betreffende System hier bereits einer der 
Ungleichungen (I) gemäß a^^^f fordern, also ergäbe sich ein Wider- 
spruch und folgt in der Tat die Ungleichung (28). 

8. Indem wir (28) mit allen Ungleichujigen (18) multiplizieren, geht 
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herror, und indem wir weiter diese Ungleichung mit der Ungleichung für 
D„_i nach (16) multiplizieren, folgt 



Nach der Bedeutung von (t, die aus (24) and (2Ö) ersichtlicli ist, 
können wir nun über X„ definitiv in solcher Art Terfügen, daß hieraus 
wieder die Ungleichung (15) für D^ hervorgeht. Wir brauchen dazu nur 
1„ kleiner als die n — 1 Größen ■1^^«-« (™ <'*) <ierart zu wählen, daß 

K-i ^ ^««''s'% ■ ■ ■ "„([y«] + i)'^[>^^i + 1)'. . ■ ([j/HKa ■ ■ ■ «ZTi + 1)' 

ist. Die Klammer [] soll hier das bekannte Zeichen für größte öanze 
Torstellen. Dieser Forderung für }.^ aber können wir immer entsprechen, 
weil der Ausdruck rechts hier nach der Art, wie %^, ■■■,v.„ toii 1„ ab- 
hängen, gleichzeitig mit A„ abnimmt und der Null zustrebt. 

Bei dieser Bestimmungs weise von X„ gilt nunmehr infolge der bisher 
herausgehobenen Ungleichungen (I) in allen Fällen die Ungleichung (16) 
für Z)„. 

9. Indem wir auf den Zähler einer Große q^ = D^: D^_^ die Un- 
gleichung (16) bzw. (15), auf den Nenner die Ungleichung 

-^A-i = '>ii<*aa ■ ■ - ^h-i A-i 
in Anwendung bringen, entsteht allgemein 

3s ^ ^*«M (}<■ = 1, 2, . . ., n), 

und nun zeigt sich in der Tat leicht, daß eine endliche Anzahl unter den 
Ungleichungen (I) angewiesen werden kann, welche alle Übrigen dieser 
Ungleichui^en zur Folge haben. 

Wir setsen fwr jeden Wert l = 1, 2, . . ., n die folgenden Unglei- 
chungen an; 

(29) K^!<h K-ii^-i<h--; >-A'<h 

(30) A,_i£^i < ^, P.>^,t,U <~,.-.,ht,'<~, hti' £ I 
mit den Ausdrücken 

(31) Si = a;i -I- j-ia^a -[- 1- y^^x^, U — a^i -\ H ra^^ni ■ - ■- £« = «„ 



(32) ln.ls:TTr 

Es ist einleuchtend, daß diesen Bedingungen jedesmal nur eine endliche 
AnzaM ganzzahliger Systeme at,, aig, ..., ic„ entsprechen können. Unter 
diesen wählen wir alle Systeme s^^, s^^, . . ., s„''' aus, in welchen 
s,W, s/5j, . . ., s^P' heinen gemeinsamen Teiler > 1 haien, und fordern jedes- 
mal die Bedingung (I) für die betreffenden Systeme. 
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Die in solcher Weise bisher Jkervorgehobenen der Ungleichungen (I) 
ziehen dann noUvendig die Gesamtheit dieser unendlich vielen Ungleichungen 
nach siüh. 

In der Tat, es aei a:^ = s^®, . . ., x^ = s„('' ein ganzzatliges System, 
welches nicht zu den eben hervorgehobenen gehört und wobei s/'', . . ., sj^ 
keinen gemeinsamen Teiler > 1 haben. Alsdann bestehen dafttr ins- 
besondere mit den zu/' gehörigen Anadrücken ^j^, gg, --.,£» '**'^'*^ ^^^^ ^'^- 
gleichuiigen (29), (30). 

Wir nehmen erstens an, es sei dafür etwa X^^^^ ^ 1 und h'^l. Dann 
folgt aus 

mit Enckaieht auf S;,^A^ai,,i und «^^ ^ ö;„ sofort /■>«;,- 

Es seien mveitens für das bezügliche System in f sämtliche Un- 
gleichungen (29) erfüllt, und es sei h{<T) der größte Iudex, für den statt 
der in (30) genannten Ungleichung viel mehr sich die Ungleichung 
h ih^^T^ ^^^' ^1^ '^ T ' J^ 'nachdem A > 1 oder = 1 ist, einstellt. Dann 
haben wir wegen q,, ^ ^h'^i.h föf das betreffende System x^, ...,x^ jedenfalls 

(33) f{x^, . . -, ^J ^ I ('^n + «sa + ■ ■ ■ + '»/.O + 2;<+i£;f-.i + ■ ■ ■ + <lJJ- 
Wir denken uns nun die Zahlen ä:^_^_-i, ■ ■ ., 3;„ festgehalten, statt der Zahlen 
^h> ^h-i> - ■ -j ^1 aber, was offenbar möglieh ist, nacheinander solche ganze 
Zahlen x^, a^j* ,, . ■ ■, a^i* gewählt, daß die neuen dazugehörigen Ansdi-ücke 
(31) die Bedingungen 

(34) -is:s,'äy, -issf-.ä^. ■, -is:&*s;i 



erfüllen. Wir haben damit ein modifiziertes 
Xj*j . . ., X* erhalten, in welchem x^- = «„ . . ., x^ "= x^ keinen gemein- 
samen Teiler > 1 haben, und welches nunmehr allen Bedingungen (29), 
(30) genügt, für das wir also bereits f^ »j, voraussetzen. Jetzt folgt aus 
(33) und (34), da stets a^^ ^ gj, ist, 

10. Wn können unser Endergebnis folgendermaßen aussprechen: 
Der tedunettp Sattm B zst <nn Itoiiiesei Kegel mit der Spitze im Null- 

punJcte f'^O, dei lon etnei emlhchen Änsuhf durch diesen PunM laufender 

Ebenen hegtenet inrd 

§ 6. Die Kantea des reduzierten Eaumes. 

1, Im ganzen reduzierten Räume B gilt a^^ ^ 0; die Punkte darin, 
für welche a^ > ist, entsprechen positiven Formen; die Punkte darin. 
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fw- wdcke %j =- isi, erfüllen ztigleicli die Bedingungen «j^ = 0, %a ^ 0, 
...,o^^ = Ound Uldmeine nur ^^^^^^^^ -fache Mannigfaltigkeit auf der Be- 
grmsung von B. 

Die zur Charakterisierung des reduzierten Raumes dienenden Un- 
gleichungen haben eine jede die Gestalt 

(1,11) 3»,.A.S:0, 

worin die m^^ gewisse gegebene numerische Koeffizienten YOrstoUen. 

Daraus geht hervor: 

Ist f evne reduzierte Form, so ist auch jedes ProduM cf, wo c eineyt 
positiven FaMor vorstdU, sind f und g zwei reduzierte Formen, so isi auch 
jede Verbindung (1 — t)f-{-tg, wo < i < 1 ist, eine reduzierte Form. 

2. Die allgemeinen Prinzipien über lineare Ungleichungen, welche ich 
ia meiner „Geometrie der Zahlen" § 19 dargelegt habe, ergeben folgende 
Aufschlüsse über die zur Definition des Raumes B wirUich notwendigen 
von den sämtlichen Ungleichungen (I) und (II) 

Wir wollen eine nicht identisch verachwiodende reduzierte Form q> 
eine Kantenform des reduzierten Raumes nennen, wen» es nicht moghdi 
ist, ip als Summe zweier redusierter Formen dai su'iteüen , die weder iden 
tisch verschwinden, noch positive Vielfache vonemandei sind 

Eine Kantenform ist vollständig mt cha) ali^-i täie? en aJs eine lehatette 
Form, für wdche unter den Ungleichungen (1, 11) irgend --- „ ■ — 1 solche, 
deren linke Seiten Unea/r unabhängige FunMisnefi de) a^j smi, mit dem 
Zeichen = erfüUt sind. 

Gelten uns die Farmen, die Vielfathe vonemander sind, als nicht 
wesmtUch verschieden, so gibt es nur eine endliche Anzahl uesenüich lo 
schiedener Kantenformen, Die Strahlen vom Nullpunkte nach ihnen bilden 
die Kanten des reduzierten Raumes. 

Von den Ungleichungen {I, II) ist zm Definition de» teduzierten Baumes 
nur jede solche wesentlich, die mit dem Zeichen =- eme Ebene liefert, uddie 
— ^ — -— 1 unabhängige Kanten des reduzierten Baumes aufnimmt, d h 
solche ■ ■ r*^ . — - 1 Kanten, durch die sich nur eme einzige Ebene legen 
läßt. Die so charakterisierten Ungleichungen hestmimen die Wände des 
reduzierten Baumes. AUe übrigen Undleithun<ien (I 11) lonntn bet de) 
Definition des reduzierteil Baumes als aus diesen Ungleicliungen folgend 
fortgelassen werden. 

3. Wir greifen auf jeder Kante des reduzierten Raumes eme lot m 
heraus, etwa diejenige, für welche d&r ei te ton Null te> schiedene unta den 
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Koeffizienten (i^, a^^, . . ., a^^ den Wert 1 liat. Wir erhalten auf diese 
Weise eine endliche Anzahl TÖUig bestimmter Formen <p^, (p^, . . .,tp^. 
Indem der rednziei'te Raum ein konvexer Kegel vom Nullpunkte aus ist, 
besteht alsdann der Satz: 

Jede reduzierte Form f läßt sich (auf eine oder auf unendlich viele 
Weisen) in die Gestalt 

(35) f^C^Vl + ^^f^-^ + <^r^r 

mit Koeffizienten c^,c^,.. ., c^, die sämtlich ^ sind, setzen, und umgekehrt 
ist jede Form, die sich in dieser Weise darstellen läßt, eine reduzierte. 

% 7. Die Nachtoarkaramern des reduzierten Raumes. 

Wir beweisen in betreff der reduzierten Formen noch den Satz: 
Die gamzahligen SuhstitmMonen von der Determinante ± 1, welche fähig 

sind, positive reduzierte Formen wieder in reduzierte Formen übermführen, 

existieren rntr in endlicher Anzahl. 

Wir können diesen Satz anch folgendermaßen aussprechen: 

Im Gebiete der positiven Formen grenzt der reduzierte Raum mir an 

eine endliche Anzahl von den äquivalenten Kammern an. 

1. Es sei S: 

^s— SaiJ/i + s*sJ/s-1 i-Si.n% (h = i,2,.. .,n) 

eine uuiiuodulare ganzzahlige Substitution, welche 

f = ^fflAi^a^i in p = 2h,,^y,^y^^ 
überführt, wobei beide Formen reduziert sind und a^^ > ist. 
Wir haben dabei 

(36) /■(su; Sj„ . . ., s„,) = &,s (Jfc = 1, 2, . . ., n). 
Ist die letzte der Zahlen s^^, s^^, . . ., s„j, die von Null verschieden ist, s^^, 
so ergibt sich, da ihr absoluter Betrag mindestens 1 sein muß, bei Ge- 
brauch dei' früheren Bezeichnungen q,^ in bezug auf f: 

2. Daraus schließen wir zuaächst, daß für jeden Index l durchaus 

\'^K(^n (^ = 1.2, ...,«) 

sein muß.*) 

Denn hätte man für einen Index l: 

K < k^ii' 
so würde daraus weiter 

^11 ^^ss^' ■ ■ £K< ^n"'u^ K'fi+i, i-i-i^ ■ ■ ■^^n<^n„ 

*) Eine ähnliehe Überlegung findet eich bei C. Jordan, Journal de l'Ecole poly- 
techaiqiie, T. XXIX, oahier 4S, p. 127. 
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heiTOrgelien und daher könnte keine Größe 

s,,Qi^l, l+l,...,n;k= 1,2,.. .,1) 
in ihrer, der /t'*" Vertikalreihe die letzte von NuE verschiedene ZaM 
sein, d. h. diese Größen müßten sämtlich Null seia. Sie bilden aber in 
der Determinante der Substitution S die Elemente, die gleichzeitig in 
bestimmten l Vertikal- und n ~ / -f 1 Horizontalreiben vorkommen, also 
wäre diese Determinante NuU, während sie + 1 sein soEte. 

Ganis entsprechend wird, weil auch g durch eine nnimodulare ganz- 
zahlige Substitution in f übergeht, stets 

(37) a,,^!.J^^ (fc=l,2, ..., m) 

sein. 

3, Wir nehmen nun erstens an, für jeden Index k ^ 1,2, . . .,n — 1 
fände sich stets 

so folgt daraus vermöge (37) allgemein 

'^Ji^ ^n^^t + l.i + l 

und weiter 

"u > ^r'"'%i^ ^^"'^hk (k^l,2,.. ., n). 

Die zu den Zahlen x^^ Sj^, ...,»:,,= s^j gehörenden Werte von £j, . ,.,£„ 
erfüllen dann nach (36) und da allgemein ö/.^ J-„i/.i^ ^„tfn ist, die Un- 
gleichung 

und hieraus ist zu ersehen, daß für jede Vertikalreihe s^^, . . ., s„j von S 
nur eine endliche Anzahl ganzzaliliger Systeme in Betracht kommen. 

4. Ist die Annahme (38) nicht immer zutreffend, so sei l der größte 
Index, wofür 

(39) \-i,i^i<K(^n Q>^') 

ist. Wir haben dann nacheinander viererlei Umstände in Betracht zu ziehen. 
Erstens zeigt eine ähnhche "Überlegung wie in 2., daß jedenfalls alle 
Koeffizienten 

s,^^ (h = l, l + l,...,n; k = 1,2,..., l-l) 
Null sind. Die Substitution S Ifann also geschrieben werden: 

^h = SmJ'i H h Sj, ,_,)/,_, -I- s,,ji/, H h s^^%, (h < l), 

^* = hiVi H H Sf^nV^ (h ^ ;)■ 

Jetzt ist 

^u- ^h!/i + ■ ■ ■ + \,-iJ/i-i ih^l,2,...,l-l) 
eine uuimodulare gannzahlige Substitution von l ■— 1 Variablen, und durch 
sie geht die positiTe Form 

f(x„...,x,_„0,...,(l) in j(y„...,i,,_„0, ...,0) 
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Über, wobei beide Fortuen reduzierte von 7—1 Variablen sind. Nehmen 

"wir den zu beweisenden Satz, der für Formen von einer Variable evident 

ist, als tereits bewiesen für Formen mit weniger als n Variablen an, bo 

kommen danach zweitens für die Koeffizienten 

s,^{h =l,2,...,l-~l;Jc=l,2,...,l-i) 

mir eine endliche Anmhl von Systemen in Betracht. 

unsere Annahme über die Zahl l schließt in sieh, daß, falls l <,n 

ist, die Beziehungen i, -... , ,-777,1 i^ 

^t*^ ^n%+i,i+i (k=l,l + l,...,n — 1) 

gelten, woraus wir vermöge (37) weitei' 

«tt^V«t+i,4+i (Jc-^l,l + l,...,n-l) 

und sodann „,_„, ss-si+iT. /? 7 7 , 1 -r \ 

^II^K '^M^ K "kk (Ä = (, ( + 1,...,« — 1,«) 

entnehmen; letztere Beziehung besteht auch für l — n, }c = n. 

Die Gleichung (36) für 6^,, liefert daraufbin für die zu s^j., s, ^ ^ u ■ - - ? ^„^ 
gehörenden Werte gj, g,^j, ■ • ■> C ''i« Relation 

Hieraus ist drittens zu ersehen, daß für die Zahlen 

s^,{k = 1,1 + l,...,n;k = 1,1+1,..., n) 
nwr eine endliche Ämahl von Systemen in Betracht kommen. 

Endlich muß g als reduzierte Form insbesondere allen Ungleichungen 
giVi, ■ ■ ; Vi-i, «/*', ■ ■ -. e„<*>) > öji (k==l,l+l,..., n) 
genügen, in welchen e^**' — 1, die anderen Zahlen e^'*' = und y^, . . ., y^^^ 
beliebige ganze Zahlen sind. Diese Ungleichungen kommen nach der 
bereits festgesteUten besonderen Gestalt der Substitution 8 auf die sämt- 
lichen Ungleichungen 

fe,...,ai,_„s,„...,Oä/'fe.,- ■■,»,-.,.,»,.,.. •.»„,) (*-!,!+!,..,») 
für beliebige ganze Zahlen x^, . . ., Xi_-^ hinaus. 

Eine ähnliche Überlegung, wie sie am Schlüsse von § 5 zur An- 
wendung kam, ergibt nun, daß hiernach die zu s^j^, . . ., s^,.(k ^ X) gehören- 
den Verbindungen ?,_ij,..,g, jedenfalls die Bedingungen 

T (& + -■ + ?.) ä a S, ' + ■■■ + ?. S," (« - ! - 1 ,.■■■ 1) 

und umsomehr die Bedingungen 

KiiUS^-^ ,■■■> KtiS\ 

erfüllen, und hiernach kommen viertens auch fwr die Zahlen 

S^^Qi = l,2,...,l-i;'k=l,l + \,...,n) 
nur eine endliche Anzahl von Systemen in Betracht. 

Damit ist der zu führende Nachweis in allen Punkten erbracht. 
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§ 8. Die Determliiautenfläclie. 

Der Raum der positiven Formen wird von der Flä(^ienschar D(f)=- const. 
durchzogen, deren einzelne Flächen jedeemal alle Formen f zu einem und 
dem nämliclieü positiven Detenninantenwert aufnehmen. Alle Flächen 
dieser Schar sind untereinander ähnlich und ähnlicli gelegen vom Null- 
punkte aus, 90 daß es für die meisten Zwecke genügt, von ihnen etwa die 
eine Eläche D(f) = 1 in Betracht zu ziehen. 

Wir beweisen hier folgenden Satz: 

Sind f und g swei verschiedene positive Formen von der Determinartie 
1 und ist t ein beliebiger Weri > und < 1, so hai die gleichfalls positive 
Form (1 — t)f + tg stets eine Determinante > 1, 

Wir können hekanntlich (sowie von den Fonnen f und g auch nur 
eine positiv ist) immer eine limare Transformation von der Determinante 
1 mit lauter reellen Koef^ienten finden, wodwck f und g gleichzeitig in 



s^^^ ct,^,^ +■■■ + «„^„^ ß^z,^ + /5j,^/ + . ■ ■ + ßA'' 
übergehen, welche nur die Quadrate der neuen Variahlen enthalten. Die 
Determinante der Verbindung (l — t)f^tg gewinnt dann allgemein den 
Pro duktauadrucb 

A (0 -{«, + *{/),- «,))K+ !(A- «.)) ■ ■ • («.+ *(/*.- «.)), 
und nach Voraussetzung ist 

A(0)_a,«,...n,_l, A(l)-ftft...,J._l. 
Nun erhalten wir 

.inogA(t] _ / ft - K, \i / ß„-<^„ Y 

dt' \a^^tiß,-«i,)/ \,ß„-j-((,5„_<,j7 ■ 

Dieser Ausdruck fällt danach im ganzen Intervalle ^ i ^ 1 stets < 
aus, d. h, die Kiwve M = logA(i) in einer t, u-Ebme ist im Bereich 0^t<l 
stets konvex von der t-Achse fort. Mithin ist diese Punktion m, da sie an 
den zwei Endpunkten des Intervalls = ist, im Inneren desselben durch- 
weg > 0, also ist hier stets A(t) > 1, was zu zeigen war. 

Setzen wir /, ,\ ,<, t. /i i .^ \ 

wo c ein positiver Faktor sei, so kommt die in betreff des Ausdrucks 
A(i) bewiesene Ungleichung auf den Satz hinaus; 

Sind a^, «a, . . ., «„ und \, h^, ...,&„ lauter positive Größen, ohne daß man 
gerade % : o^ : . . . : a„ — fe^ : 6g : . . . : 6„ hat, so gut stets i 



Das aber die Fläche D(f') = 1 gefundene Resultat können wir auch 
folgendermaßen ausdrücken: 
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Konstrutert man m ngmäeinem Funkie der Bete) minanknftaeke D(f) = 1, 
icelcher emer postttten Fmm f entspricht, d%e Tangent^aiebene cm diese 
Flache so liegt im gansen Betetche d&i pomtwen Fotmeti diete Fläche, ah- 
aesehen vom Bet tiht angsputiMe irUhtandiq auf dp> dem ^iiUpmihte ah- 
getiundten Seite dei Ebene 

Indem wir diese Lage der Tangentialebene an D(/ ) = const. durch 
einen Punkt f m l)e7ig auf iigendemen zweiten PunH g 1er Fläche in 
eine Foimel fa'.sen kommen wii auf (irund dei s hon oben verwandten 
gleiehzeitij,en Tiaii«foimation ^on / und j m Aggregate vnn Quadraten zu 

(40) i(i + A + ... + i)>yAEa., 

d. i einfach zu der bekannten Ungleichung swischen dem^ arithmetischen und 
geometrischen Mittel von n positnen, nicht lauter gleichen Größen. 

Kürzel können wir den Charakter der Fläche D(f) = 1 noch dahin 
schildern 

Du Detet mmantenflache Dif ) = 1 ist im Gebiete der positiven Formen 
übernU Jonvex nach dun KulJpunMe su. 



§ 9. Das Problem der dichtesten gitterföi-migenLageningTOn Kugeln. 

1. Für den Koeffizienten a^^ einer positiven reduzierten Form f haben 
wir stets 

wenn x-^^, x^, . . ■, 3^„ ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler >■ 1 sind, und 
diese Ungleichung überträgt sich sofort auf beliebige Systeme von ganzen 
Zahlen X-^, x^, . . ., x„, die nur nicht «amtheh KuU sind Danach ist «n 
die kleinste durch die Form f miUels ganzen, nvM sa/niüich wtbchuindmder 
ZaUen darstellbare Oröße. Wir nennen diese ffroße dis Minmmm der 
Farm f und schreiben sie M{t'); sie ist (wie die ganze reduzierte Foim) 
offenbar eine Invariafüe der Klasse f 

2. Aus den Ungleichungen (14) und (i5) in § 5 (nach der Großen- 
folge von «ji, a^2i ■ ■ •> "'nn ^^^^ ^^^ oberen Begrenzung ihres Produktes 
mit ßückaicht auf die Determinante) entnebmen wir 

(41) ^ DmkiMif)): 

Danach überschreitet >, niemals eine gewisse nur von n abhängende Grenze. 

Vnif) 

Es ist nun durch Hermite die Frage nach dem präzisen Maximum 
der Werte dieses Quotienten gestellt worden. 

Korkine und Zolotareff*) definierten: 

*) MatbematLaohe AEiialen, Bd. 6 und Bd. 11. 
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Eine positive guadratiseke Form f mit n Variablen soU eine extreme 
Form (ihre Klasse eine extreme Klasse) heißen, wenn hei äe^i infinitesimalen 
Vatiationen der Form der Quotient M(f) : YDif) niemals gtmmmt. 

Da wir bei den Variationen durch bloße Multiplikation der variierten 
Form mit passendem Faktor den Wert des Minimums konstant erhalten 
können, so dürfen wir auch si^en; 

Eine positive Form ist extrem, wenn iei ieiner infiniiesimahn Varia- 
tion der F(yrm, welche das Minimum umgeändert läßt, die Determinante ab- 
nehmen hxnn. 

3. Den extremen Formenklassen kommt eine icmerlienswfrte geometrische 



Bringen wir eine positive quadratische Form f{x^, x^, . . ., x^^ auf die 
Gestalt 

eo daß 1^, Ig, ■ ■ •; ^H " reeUe lineare Formen in x^, x^, ■.■,«„ sind, und 
deuten li, ^g, ---,!„ als rechtwinklige Koordinaten in einem E.aume 9i„ Ton 
n Dimensionen, so können wir f^ 1 als eine w-dimensionale Kugel vom 
Radius 1 in diesem Räume bezeichnen. Ihr Volumen in |^, ^3, . . ., ^^^ ist 

Die Punkte 3^^= m■^,x^= m^,.^..,X^= »J„, welche ganzzahligen Werten 
m^, m^, . . .,m„ entsprechen, bilden in dem Räume 9i„ ein parallel^ipedisches 
Punktsystem (Qitter) mit der Dichtigkeit • Nämlich die einzelnen 



m^-y^:r^^m,+ y (/i=l,2,...,«) 

mit diesen Punkten als Mittelpunkten erfüllen m ihrer Gesamtheit din 
Raum 9i„ Ivckmlot, sind unteiemander kongruent und enilmlten lelamnl 
je einen QittetpunU bei einem Volumen jp =YD(f) 

Die n-dimmsiondlen Kugeln lom Badnis -g-l ^^(f) wm diese eimdnen 
GhtferpimUe n erden nun, nach der Bedeutung von M(f), diratt btaen, daß 
sie untereinander nur m Punlitn der Begrenzung zusammenstoßen Infolge 
dessen wird insbesondere 

(42) n(k'\'V<f)f<VW> 

gelten, eine Ungleichung, die den Charakter der Ungleichung (41) trägt, 

aber jener vorzuziehen sein vfird, wie ^„ in § 5 festgesetzt wurde. 

Halten wir min die Bedeutung der Koordinaten ^j, %^, , . ., |,| in SR,, 
fest und variieren die Koeffizienten von f derart, daß M(f) tmvercmdert 
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bleibt, so bleiben diese Kugeln hier in ürer Gfröße sowie in dem Cba- 
raktfr, nioht ineinander einzudringen, erhalten, es ändert sich nur das 
parallelepipedische Gitter ihrer Mittelpunkte. 

Die Frage nach dem Maximum von M(f) : y'Dif) oder den extremen 
FormenMassen isi danach, geometrisch gefaßt, gMchhedeitteM mit der 
Frage nach den dichtesten gitteyformigen Lagerungen von lattter gldcJyfii 
Kugdn im Räume von n Dimensionen. 

§ 10. Bestimmung der extremen Fonuenlilassen. 

Eine Beihe interessanter Eigenschaften der extremen Klassen haben 
bereits Korkiue und Zolotareff nachgewiesen. Auf Grund der hier 
entwickelten iteduktionsmethode der positiven Formen laßt sich die Theorie 
der extremen Formen in sehr befriedigender Weise zum Abschluß bringen, 

1. Ich bezeichne eine reduzierte Form als eine extreme Form in 
iemg auf den reduzierten Baum, wenn bei aUen denjenigen infinitesimalen 
Variationen der Form, wobei die Form im reduzierten Baume verbleibt, der 
Quotient - -_-^ niemals zunimmt. 

2. Ist f eine positive Form und legen wir an die durch f laufende 
Determinantenääehe D(f) = const. im Punkte f die Tangentialebene, so 
läßt nach dem Satze in § 8 diese Ebene die Fläche im Gebiete der posi- 
tiven Formen (und vom Punkte f selbst abgesehen) ganz auf der dem 
Nullpunkte abgewandten Seite liegen. Also nimmt in dieser Tangential- 
ebene beim Fortgang vom Funkte f oms die Determinante stets ab. 

3. Wenn nun f reduziert ist, aber nicht gerade eine Kantenform des 
reduzierten Raumes vorstellt, so können wir f als Summe zweier posi- 

iven reduzierten Formen (p, ip darstellen, die nicht Vielfache voneinander 
nd. Es seien dann 9:*, tl)* diejenigen Vielfachen von f, ip, welche in 

;enannte Tangentialebene fallen, so liegt f irmerhalb der geradlinigen 
Strecke von <p* nach if**. Nun wächst entweder beim Fortgang von f aiis 
nach einer Seite dieser Streclce hin der Koeffizient a^^, oder er ist auf dieser 
ganzen Strecke Jconstant, also wäre es immer möglich, f so zu variieren, 
daß D(f) abnimmt und gleichzeitig M(f) uicht abnimmt, mithin 
M(f) : yD(f) wachst, und f wäre jedenfalls keine extreme Form in bezug 
auf den reduzierten Raum. 

Wir erhalten demnach das Eesultat; 

Mine extreme Form in bezug auf den reduzierten Saum hmn nur eine 
Kamtenform in diesem Baume sein. 

4. Jetzt sei /'= (0^1) ^^^^ positive Kantenform des reduzierten Baumes 
und extrem in bezug auf diesen Baum, und wir legen wieder die Deter- 
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minaatenüäcbe durch f und daran die Tangentialebene im Punkte f. Ist 
S = (Phk) ^^"^^ beliebige andere positive Kantenform dieses Baumes und cg 
dasjenige Multiplnm von g, welclies in jene Tangentialebene fällt, so darf 
beim Fortgai^ auf der geradlinigen Strecke von f nach cg bin das Mini- 
mum weder zunehmen noch konstant bleiben, d. h. während 

ist, muß gleichzeitig cbjj < M{f) = a^j sein, oder also es muß 

sdn. 

5. Erfüllt andererseits eine positive Kcmtenform f des reduzierten 
Baumes in hemg auf jede andere positive Kantenform g dieses Baumes die 
vorstäiende Bedingung (43), so ist in der Tat f eine extreme Form in 
hemg auf den reduzierten Baum. 

Denn für jede nicht wesentlich positive Kantenform g des reduzierten 
Baumes gilt diese Ungleichung (43) ohne weiteres (vgl. die Ungleichung 
(40)); für f selbst an Stelle von g gilt die aus (43) durch Änderung des 
Zeichens > in = hervorgehende Beziehung; und nach der in (35) ge- 
fundenen Darstellung jeder beliebigen reduzierten Form als Aggregat 
^cq aus Kantenformea würde dann diese Ungleichung (43) überhaupt 
für jede beliebige reduzierte Form g hervorgehen, die nicht ein bloßes 
Vielfaches von f ist. 

In dieser Allgemeinheit aber besagt die Ungleichung (43) in der 
Tat, daß bei jeder infinitesimalen Variation von f, wobei die variierte 
Form im reduzierten Baume verbleibt und auch nicht bloß auf dem 

Strahle vom Nullpunkte aus durch f sich bewegt, die Größe ^ ■ ■ stets 

VW) 



abnimmt. 

6. Soll nun eine Klasse f eine extreme sein, so ist ji 
daß jede em^lne in der Klasse vorhandene reduzierte Form eine exireme 
Form in hemg auf den reduzierten Baum ist. Es gilt aber auch die Um- 
kehrung hiervon und erlangen wir damit folgendes Charakteristikum der 



E«e positive Formenklasse f ist nm dann und immer dornt eine 
extreme Klasse, wenn jede einndne reduzierte Form der Klasse eine extreme 
Form in hemg auf den reduzierten Barnn ist. 

In der Tat, es sei für die Klasse einer positiven Form f ='^ahi,x,,x^ 
die hier genannte Bedingung erfüllt. Wir bestimmen jede existierende 
wnimodula/re gammkUge Substitution S, welche f in eine reduzierte Form 
iiherfiÄh/rt. Wir bestimmen weiter jedesmal für die sich durch die Sub- 
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stitutioii S ergebende reduzierte Form g = .^^hkilhVii ^^'^^ positive Größe s^ 
folgender Art: Das Gebiet aller Formen (/* = ^(&u + £jj)j/jj/;t, für welche 
alle Beträge | e^^* | < s^ sind, soll, soweit es in den reduzierten Eaum 
hineinfällt, dort nur soiehe Seitenwände dieses Raumes treffen, die auch 
g enthalten, und, außer auf der Kante vom Nullpunkte durch g, überall 
kleinere Werte der Funktion M(f):y'D(f) als im Punkte g darbieten. 

Wir ermitteln endhch eine positive Größe S derart, daß alle Formen 
^'^i.A^ii' wobei die Beträge |^ii|<iä sind, durch die Substitutionen 8 
nur in soiehe Formen ^£i,i,yh'yk übergehen, in denen dann die Beträge 

Alsdann kann der ganze Bereich der durch f* = ^(0,1,1+ Si,^x,^x^ 
mit den Bedingungen |^a4'<i5 dargestellten Formen in den einzelnen, 
mit dem reduzierten Räume B äquivalenten Kammern -B^-i, denen f an- 
gehört, immer nur solche Wände treffen, die auch f enthalten, und kann 
daher nicht aus diesen Kammern Bg-i heraustreten. Es gibt daher zu 
jeder solchen Form /* wenigstens eine von den Substitutionen 8, welche 
sie gleichzeitig mit f in eine reduzierte Form überführt, und danach wird 
in diesem ganzen Bereiche, außer auf dem vom Nullpunkte aus durch f 
gehenden Strahl, die Funktion M(f) ■.yX)(f) stets kleiner als in /'sein. 

7. Diejenigen positiven Kantenformen auf der Fläche D(f)=l, 
welche den allergrößten Wert von a^ haben, repräsentieren notwendig 
extreme Klassen und bestimmen die präeise obere Grenze aller Werle von 

U(f):'YW)- 



§ 11, Die binären, ternärcn, quaternärcn Formen. 

Auf Grund der Ergebnisse des § 5 und § 6 können wir für jeden 
Wert n die Seitenwände nnd die Kanten des reduzierten Raumes angehen 
und können wir nunmehr auch alle extremen Formenklassen ermitteln. 

1, Man findet beispielsweise, daß in dm Fallen « = 2, 3, 4 bereits 
diejenigen Ungleichungen 

/■(s„S2,...,s„)^a„ (1=1,2, ...,n), 

worin s, = 1 und die übrigen Zahlen s^ = ± 1 oder zum Teil = sind, 
alle iSirigen der Ungleichungen (I) nach sich ziehen. 

Nämlich aus diesen besonderen Ungleichungen läßt sich dann bereits 



/■(mi,m2,...,?»J^ff„ 
beliebige System von ganzen Zahlen m^, m 
. , , , m^ nicht sämtlich Null sind, ersehließen. 
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Da wir uns vorbehalten können, von den Snbstitutionen 

^i^±Vi, ^3 = ±y!i, ■■ ■, '^^ = ±yn 

Gebrauch zu machen, genügt es, die hiermit behauptete Tatsache für den 
Fall einzusehen, daß mj, JWg, . . ., ws„ sämtlich ^0 sind. Andererseits 
dürfen wir bei dem Nachweis dieser engeren Tatsache die entsprechenden 
Ungleichungen für die kleineren Werte des n bereits als sichergestellt 
annehmen, so daß wir überhaupt nur noch Werte m^,m^,..., m„, die 
sämtlich > sind, und dabei den Index l = n in Betracht zu ziehen 
brauchen. 

Unter den positiven Werten m^, m^, ..., m^ sei ntj der leMe von 
kleinstem Betrage. Wir setzen Uj^ = mj, wenn A+j ist, und iij~0, da- 
bei wird immer 

^h - %. ^ 0, m^ - M„ > 
sein, und die n Argumente m^ — «,, erscheinen gegenüber den Argu- 
menten Wij verringert bis auf eines, das unverändert geblieben ist. Nun 
haben wir: 

^m/(fa, 1, - .., 1) -«,■;) + 2^K - %)'^^«*o 
und die rechte Seite hier erweist sich durch /■(!, 1, . . ., 1) > a^^ und 
durch die Ungleichungen a^j + 2a^j ^ in Anbetracht von w ^ 4 als 
^ 0, so daß 

/■(»»i, J»j, . . ., ™„) ^f(nt^ — «1, JBj — Mg, . . ., ?»„ — «„) 
folgt. Damit ist hier eine Rekursionsformel gewonnen, die durch einen 
Induktion BS chluß sofort den verlangten Beweis liefert. 

2. Stellen wir eine Form / durch das quadratische Schema ihrer 
Koeffizienten dar, so sind in den Fällen B = 2, 3, 4 die positiven Kanten- 



/■»- 



1 mit M(f) - 2: 



f2, 11 



2,1,1 




1,2,1 


, 


1,1,2 





und 



2;o 


0, 


1 


0,2 


0, 


1 


0,0 


2, 


1 


1, 1 


1, 


2 



f 2, 1,1,1 
,2,1,1 
1,1,2,. 

mvjit dis diesen äquivalenten reduzierten Formen; die bezüglicheu Deter- 
miBamten sind 

3, 4, 5 und 4. 

Alle diese Formen sind extreme Formen. Im yierdimensionalen Räume 
existieren danach zwei wesentlich verschiedene dichteste gitter förmige 
Lagerungen von lauter gleichen Kugeln. 

Die nicht wesentlich positiven Kantenformen erhält man bei der 
Schreibweise hier aus den positiven Kantenformen für die geringeren 
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Variablenzahlen durch Vorsetzeu so vieler aiis lauter Nullen bestehender 
Horizontal- und Vertikalreihen, daß quadratische Systeme von n Keihen 
resultieren. 

3. Auf die Fälle « = 5 und n — & bin ich in einem Aufsätze iu 
Grelles Journal, Bd. 101 (diese Gfes. AbhandluageQj Bd. I, S. 217) einge- 
gangen. Für n = b haben Korkine und Zolotareff die extremen 
Formenklasaen in den Itlatliemati sehen Annalen, Bd. 11 bestimmt. 



% 12. Tolumeu des reduzierten Raumes liis zur Determinanteufläclie. 

Unter dem Vol/umen eines Bereichs in der MannigfaUigheit A der 
quadratischen Formen verstehen wir den Wert des —-J^- -fachen Integrals 
f j •■■) c?ßii (^«is . . . da^ „ , 

erstreckt über diesen Bereich. 

1. Es sei D irgendein fester positiver Wert. Wir wollen den Satz 

Dasjenige Gebiet B(I)) des redasieHen Baumes, in welchetn D(f)^D 
giU, welches also in bezug auf die Determinantenfläche D(f) = jD auf 
der Seite des Nullpunktes liegt, hesit^ ein bestimmtes endlidies Yolumen. 

Da die einzelnen Gebiete dieser Art, weiche zu verschiedenen Werien 
J) gehören, untereinander homothetiscb vom Nullpunkte aus sind, so wird 

das fragliche Volumen einen Ausdruck v„D ^ haben, wobei v^ eine nur 
von n abhängende Konstante sein wird. 

2. Wir bezeichnen mit B{I), s) den Teil des reduzierten Raumes, worin 

D(f)^D, a,,^E 
gilt, unter £ eine .positive Größe verstanden. Diese Ungleichungen in 
Verbindung mit den Ungleichungen 

(44) au^«aa^-''^«„«. ±^a,,£a,^ Qi<l;), 

(45) K'^ii'Jü2---a„„£W) 

für eine reduzierte Form liefern obere Grenzen für die Beträge aller Ko- 
ordinaten in B(I), e), und kommt daher diesem Bereiche B{J), e) ein be- 
stimmtes endliches Volumen zu. 

3. Ist nun e > £*> 0, so umfaßt B{D, £*) das Gebiet B(D, e) und 
in der Partie, mit welcher B{I>, s*) über B(D, e) hinausragt, gut erstlich: 

^* ^ «11 ^ E ! 1 «i^t I ^ y «n (^ = 2, 3, - - ■ , *^) , «IS > , 
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und ist darin zudem ^«siaJ^a^j eine Form von n — 1 Variablen mit der 

Determinante -g— — j welche alle Bedingungeo einer reduzierten aolcheu 
Form erfüllt 

Nehmen wir nun das zu beweisende Kesultafc als bereits sichergestellt 
für den Fall von n — 1 Variablen an, so vergrößert sich hiernach beim 
Übergang von S(I), i) zu B(I), e*) das Volumen dieses Bereichs gewiß 
um weniger, als der Wert des Integrals 

über den Bereich < a^^ ^ £ beträgt, d. i. um weniger als 



Dar JUS folgt, daß t7as Yohtmen von B(D, s) mit nach Null c 
dem s einer bestimmten endlichen Grenze zustrebt, welche eben das Volumen 
von 13(1)) depnirit 

Nachdem so die Existenz der Konstante v einwiesen ist, können wir 



Das Volumen von S(D,s) ist 

(46) <v„D~'' wnd > v^B~i~ - v^' B^ , 

wo v„ zur Äbhürmng für ~v^_yk^ '' ^^^j^^ 
4. Wir bemerken ferner; 
Das durch 

(47) D^^(f)£^^aii>e 

definierte Gebiet des reduzierten Raumes, wobei 0<Z)<i)* und *>0 
sei, hat ein Volumen, das 

(48) <vXl)*^-D~^) and > ( d„-v„_1^ HZ)*""^"- D" 



Das Gebiet (47) nämlich ist ganz enthalten in dem Teile 
-0 < -DO") ^ I>* 
! reduzierten Raumes, woraus die obere Grenze in (48) hervorgeht. 
Andererseits enthält jenes Gebiet ganz das Gebiet 
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des reduzierten Raumes. Das Volumen des letzteren Gebiets ist das 

\D* ^ —D^I'.D'^ -fache des Volumens des Gebiets 

(49) -"(/■} S-ö. ^<n~l^ 

vom reduzierten Raunae, da die durch die letzteren Bedingungen bei 
festem ö' und verschiedenen Werten I) definierten Gebiete homothetische 
Kegel vom Nullpunkte aus darstellen. Das durch (49) bestimmte Gebiet 
des reduzierten Raumes endlich enthält ganz das Gebiet B(TJ,e), woraus 
die untere in (48) genannte Grenze hervorgeht. 



g 13. Vei-wendung Dirichletsclier Beiheu. 

Wir werden nunmehr zur Ermittlung des Volumens v„ wesentlich 
diejenigen Methoden hcranziehenj auf welche Dirichlet die Bestimmung 
der Xlas Benanzahlen in der Theorie der binären Formen gegründet hat. 
Wir werden an Stelle des Volumenintegrals über den Bereich B{D) dus 
Integral einer gewissen Funktion über diesen Bereich betrachten, welche 
in einem überwiegenden Teile dieses Bereiches angenähert gleich 1 ist, und 
vermöge des Ausdrucks dieser Funktion wird eine Zurückführung der Be- 
stimmung von v^ auf diejenige von v^.i gelingen. 

1. Es seien s, G- und e positive Größen; wir werden schließlich unter 
Forderung eines gewissen Zusammenhanges unter ihnen G über jede 
Grenze wachsen, s und a nach Null abnehmen lassen. Wir setzen bereits 
ö < -^j G > s und etwa £ ^ 1 voraus. 

Wir haben es hier mit dem folgenden Ausdrucke su tun: 

(50) <^{f) = 6{D{f))^^^yi- — ^-v— ■ 



(/■(^l ^„))ä^ 

Bann hedmte f{x^,...,x^ =2'^i,i^h^k ^*"^ positive reduzierte gttadraUsche 

Form von n Vemablen, D{f) ihre Determinante und die Summe soll über 

alle di^enigen Systeme von ganzen Zahlen x^, . . ., x^ erstreckt werden, 

welche die Ungleichungen 

(51) e-^f(^u--;'^n)<G- 

erfüllen und wobei x^, . , .,x^ keinen gemeinsamen Teiler > 1 häbett. 

2. Es bedeute andererseits ^(f) den Wert des Ausdrucke (50), wena 
darin die Summe ausnahmslos über alle existierenden ganzzahligen Systeme 
Xi,...,x^ erstrectt wird, welche den Bedingungen (51) genügen. Wir 
lassen also hei der Definition von'VlJ) die Bedingung fallen, daß x^,...,x„ 
relativ prim sein sollen. 
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Wir erinnern noch an die in § 7, 1, gefundene Tatsaclie: 
Sind x^, ■ ■ -t^n ganse Zahlen 4" 0, . . ., und ist darunter x^ die letzte 
von Ntdl verschiedene ZaJü, so fäiU dafür 

aus. 

3. Die UnterBuchnng des Ausdrucks M'(/') gründen wir auf folgende 
Tatsachen. 

Deuten wir x^, ■ ■ ■, ^„ als Koordinaten eines Punktes in einem «-dimen- 
sionalen Räume 'Si^, so stellt 
(52) fiii„...,i:j<T, 

wenn T eine positive Konstante ist, das Innere eines B-dimensionalen 
MUpsoids in diesem Räume vor. Das Yolmnen in x^, . . ., a;„ hat für dieses 
EUipsoid den Wert 

wobei 

(Ö4) y 



das Volumen einer w-dimensionalen Kugel vom Radius 1 vorstellt 
("gl. § 9). 

Wir bemerken ferner, daß der Würfeibereich 

(»5) -\i'=i<,\,-,~i-i''.^k 

den Ungleichungen (44) zufolge völlig in das EUipsoid 

(50) /'(fl'i;---,^J^^^T^'««„ 

zu liegen kommt. 

Anf Grund dieser Umstände erhalten wir eine approxvmatioe Se- 
stimmwHg für die Anzahl derjenigen ganssdiiligen Systeme (GiMerpunhte) 
x^, . . ., x^, welche die Bedingung (52) erfüllen. 

Wir konstruieren n'ämlicii um jeden einzelnen der hetreffenden Gitter- 
punkte als Mittelpunkt einen Würfel mit Seitenflächen parallel den Koor- 
dinatenebenen und von der Kantenlänge 1, d. i. jedesmal den Würfel, der 
durch Parallelvers ehiebung des Würfels (66) vom Nullpunkte nach dem 
betreffenden Gitterpunkte entsteht. 

Da wir jeden dieser Würfel durch ein dem Ellipsoide (55) homologes 
EUipsoid umschließen können, fäUt der gesamte Bereich dieser Würfel 
völlig in das Gebiet des EUipsoids 

f (.,,... ,..)<{yf+]/'-&±Hu„)' 
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hinein. ARe jene Wiiifel driagen nicht gegenseitig ineinander ein und 
sind je vom Volumen 1. Danach ist die Anzahl der fraglichen Gitter- 
punkte sicher 

Wir schreiben zur Abkürzung 

und wir können behaupten: 

Die Ansahl der gansrnhligen Auflösungen von 
f{x„ ...,x„)<T 
ist, wenn T'^^„a^„ ist, sicher 

Andererseits überzeugen wir uns davon, daß dm vorhin konstruierten 
? 2'> —^—^a^„ ist, gewiß das Gebiet des Mepneren EUipsoiäs 

ige)-n, und hieraus leiten wir die folgende andere Tatsache her: 
Die Ansahl d&r gcmseahligen Auflösungen von 
/•(i„...,i:.)<r 
ist, wenn T ^ A„«„„ ist, sicher 

(S8) >^(r.2'"r-«.C'-.«,..)^r^). 

Aus den beiden in (57) und (58) enthaltenen Grenzen entnehmen 
wir weiter: 

Ist T ^ ^„»„« umd t ein Wert > 1, so liegt die Amakl der gamsoMigen 
Systeme a^, . . ., x^, welche die Ungleichungen 

befriedigen, jedenfalls innerhalb der swei Gremen 

(f-ä) .TBS (''•('^ - 1) T* ± «. (f^ + 1) (i.a.JTr'^) , 



4 Wir fassen eunachst dtejemoen Glieder aus ^{f) zusammen, in 
denen f^ K'^nn *""^ dabet jedenfalls auch f "^s ist. Es sei T„ die größere 
der zwei unteien Scluanken £ und A„«„„ (bzw. ihr gemeinsamer Wert). 
Auf die letzte Angabe gestutzt, können wii das ganze Aggregat der be- 
ien G-lieier au'ä ^'[f) '•ofjrt m zwei Gtrenzen einschließen. 
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Es sei G > ^„«„„. Wir setzen O = T„t\ so daß der Exponent l eine 
positive ganze Zahl und der Wert (> 1 wird, und wir teilen das Intervall 
'l\<f<G durcli Einschalteii von TJ, . . .,TJ^~'^ in die ^ Intervalle 

Wir bestimmen für die einzelnen Intervalle nach (59) eine obere 
(bzw. untere) Grenze der Anzahl der ganzzahligen Systeme x^, . . ., x^, für 
die f in das Intervall fällt, und ersetzen in den Nennern der heti'effenden 
Glieder aus ^'(f) die Große f(x^,...,ce^ durch die untere (bzw. obere) 
Grenze des Intervalls. Dadurch erhalten wir eine obere (bzw. untere) 
Grenze für jenes Aggregat aus ^(f). 

Wir linden zunächst, daß jener Anteil aus Y(/') 

(60) < r.f'-T?&-i--)+«.(''^+i)"^i-=f."('T^,- iV.m^'^)'' 



ö. Es sei B eine feste positive Größe. Wir denken uns aitgmibUcMich f 
l im Bereiche B(I), e) gelegen. Dann ist also a^^ ^ e und aus (44) 
und (45) folgt 

;i„s'' ^ B(f) ^ B, X^s ^ X^a„^ ^ --^^ . 
Wir verfügen hei dem heahsicktigten Grenzprozesse 

(61) lim £ = 0, lim a = 0, lim G = <x> 
iiher B, e, G derart, daß dabei 

(62) lime^-l, lim(?-'' = 
wird. Aledana wird auch lim T^" = 1 sein. 

Femer können wir l als ganze Zahl abhängig von s, 6 und G noch 
derart einrichten, daß hierbei 

1 «i____ 

l^~-i(log(5' — logT,,) 

nach unendlich, aber ^ — j nach Null konvergiert. Dann konvergiert also 
log^ naeb NuU, mithin t nach 1. Infolge dieser Umstände konvergiert der 
Temi mit x^ in (60) nach Null. In dem ersten Term mit dem Koef- 
fizienten y^ ist der Faktor 

WO if* einen Mittelwert zwischen 1 und t bedeutet, und konvergiert dieser 
erste Term in (60) ruich — f^. 
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Die analog herzustellende untere Grenze des fragliehen Anteils aus 
V(/^ Trird von dem Ausdrucke (60) her dadurch gewonnen, daß der zweite 
Term aubtraktiv statt additiv genommen und beiden Termen noch der Faktor 

t ^ hinzugesetzt wird Es leuchtet ein, daß ufiter den angegebenen V&r- 
aitssetzmigen diese untete Gteme ebenfaJJs nach dem Werte -j- y^ konvergiert. 

b Wii haben tteite) diejenigen Tenne dea Ausdruchs ¥(/") abzuschätzen, 
in welchen f zwar ^ f , d>er < X„«„„ nusfaUt Da die Konstante /„ < 1 
und %^ das Minimum von f mt, wiid m allen Gliedern von V(/') stets 
/■> A n,^ sein 

Wir nehmen alle ihejemgen Glieder aus M'(/) zusammen, soweit solche 
überhaupt voihinden -sind, m uelcfitn 

gilt, wobei h eine der Zahlen 1, 2, . . ., w — 1 sein kann Es sei 2*^ die 
größere der zwei Größen l^a^f^, s bzw. ihr gemeinsamer Wei-fc. Wegen 
f <i i-„a^^i ,^_^i müssen hierbei notwendig ^j+u - , >"„ '^amihrh Null sein; 
daa ganze Aggregat der in Rede stehenden Ghedei ist daher sicherlich 
kleiner als der Wert der unendlichen Reihe 

0(D(f)f''^^ _„L_,. _, 

(fi.x^,...,xi,, 0,...,0))s "^^ 
erstreckt über alle vorhandenen ganzzahligen Systeme x^, . . ., a;^, bei welchen 

^>.^fi^l>--;^h, 0, ..., 0) 
ist. 

Wir übertragen das in der Formel (59) entwickelte Resultat auf den 
Fall von Formen mit h Variablen, und wir finden die Anzahl derjenigen 
ganzzahligen Systeme a;,, . . ., x^, für die eine Einschränkung 

T^ti^f(xi,...,x^, 0,...,<y)<TJ^+^ (i^Ö) 

statthat, unter ( eine fest angenommene positive Konstante (etwa 2) ver- 
standen, kleiner als eine Größe 

worin y^ eine gewisse nur von h abhängende positive Konstante vorstellt. 
Das Aggregat der in Rede stehenden Terms ist dann sicher 

< <l(B(f)f *■- .V 
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Hierin macLeii wir im Kenner von 

G-ebrauch, und mit Rüclisicht hierauf kommen wir eogleich zu <: 
gebnisse: 

Das A.g^erjai aller Terme in ^(f), welche den Bedingungen 

entsprechen, ist 

(63) <0. "f'"C! . 



worin (x„ ei«e gewisse nur von n abhängende Konstante bedeutet. 

1. Wir setzen jetst wieder die Form f speziell im Gebiete B {D, e) 
gelten voraus, so daß I)(f) ^D, «n ^ s ist. Wir verfügen über s im 
f mit £ noch so, daß fO/r lim e = »uclj 



Um (^-^1^0 
ivird. Dabei wird von selber auch 



•(»- 



log(£") = l,as V \s^ iogfj 



nach Null, also s" nach 1 konvergieren. Der vorstehende Ausdruck (63) 
wird nunmehr für die Form f nach NuR konvergieren, und wir gelangen 
zu dem Resultate: 

Liegt f im Gebiete B(I>, s), so läßt sich der Wert von V (f) in zivei 
Grenzen einschließen, die unter den Voramsetzungen 

{W) linif = lim(~ Wo. limß- =0 

beide zuiiletch nach dem 'S\ette -^fn ^ometgmen 

8 Es aei immer noch f speziell m B{B t) gelegeit. um von dem 
Ausdiucke V(/) zu dem für uns eigentlich notwendigen Ausdrucke '^(f) 
zu kommen, wollen wu mü V^j den Weit des Ausdiucks (50) bezeichnen, 
iienn dann die Summe ubei alle bolchm, dm Bedingungen i^f< G ent- 
sptechenden ganzzalihgen Sybteme x^, ,^„ ef-tredt u,i}d, bei denen Xj^,...,x^ 
samtltck dmch eine hebttmmte positive Zahl d teilbar sind. Bei Werten d, 
für welche d*fi^ G ist, wird es Systeme a-^, , 'c^ dei eben bezeichneten 
Art überhaupt nicht geben und ist dahei Tj=^0 7u setzen. Bie vorhin 
behandelte Summ,e ^ {f) lommt auf du bumuie Yj hinaus. 
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Wir gelangen nun von W^ zu dei von im& ^p^urbten Summe <t> (/), 
indem wn, dei Tfeihe der Primzalilen 2, 3, 5, füllend, aus dem Aggre- 
gate V^ sukzessiTe alle diejenigen Teinie au^aondorn, m denen x^, . . .,x„ 
samtliüli duich 2, oder doch simtliLli durth 3, oder doih sämtlich 
duich 5, usf aufgehen*} 

Danach e}qihf svli 
^65) <t> (/■; = Yi - ^2 - (Vs - V^) - iy^ - H'io - l'is + 'J'so) ■ 

Die Bildung dieser Reihe ist am besten dahin zu beschreiben, daß 
das über alle Primzahlen ß = 2, 3, 5, , . . zn erstreckende unendliche Produkt 

entwickelt und jedem in dieser Entwicklung auftretenden Gliede -^ — ein 
Glied + Tj mit dem nämlichen Y&rsekhen + in der Reihe (65) zuge- 
ordnet wird. 

Es sei hier s = M + 2^, so ist die Reihe (66) absolut konvergent 
und ihr M^ert das Reziproke der Üher alle positiven ganzen Zahlen er- 
streckten Summe 

Setzen wir in den Gliedern von V^ die Variablen x^ = dy^^ an, so 
wird darin fico^, . . ., x^ = d^f[y^, . . ., y^, und da /■ in J5 (D, e) liegen soU, 
das Minimum von f also nach Voraussetzimg ^ £ ist, so haben wir in Y^ 
die Summation über alle ganzzahligen Systeme y, , . . -, y„ zu erstrecken, 
für welche 

«S«!/.,---,</.)<|- 
wird. 

Wir denken uns nun li* als ganze Zahlj abhängig von e, derart ge- 
wählt, daß die Summe der Beträge aller derjenigen Glieder in (66), 
welche Werten d';> d* entsprechen, beliebig nahe an Nnil liegt und daß 
andererseits unter den Voraussetzungen (64) auch lim (d*") = 1 wird. 
Alsdann haben wir nach dem Ergebnisse in 7., wenn d-^d* ist, unter 
den Voraussetzungen (64) jedenfalls 



Vrf:-^) = --7,. 



Wenn aber rf > (?* ist, so gilt zum mindesten die Relation 

_______ "" d=^n + 2a 1 

•) Ygl, hieran Lipechitz, Über die asymptotischen Gesetze von gewissen Gat- 
tungen zahleatheoretischer Punktionen, Monatsbericlit der Berliner Akademie, 186B, 
S. 174. 
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Mit Eilcksieht auf diese Umstände folgt offenbar unter jenen Vor- 

lim * (0 = Y y. li-^ J7 (^ - p^^"^) ^ 7 s ■ 

Damit sind wir zu folgendem Ergebnisse gelangt: 

Für alle Formen f im gan^sen Bereiche B (JD, t) liegt der Wert der 
FimUion 0(/) emschen ewei Grensen, die mäer dm Voravssetzimgen (64) 
beide suglmch nach dem Werte y|? honvergieren. 

9. Es habe jetzt das Minimiim a^i von f einen Idiebigen Wert, so 
können wir /w das Aggregat derjenigen Glieder in T(/}, bei welchen 
außer e-^f noch K'^^n'^f ff^^^t durcb (60) eine Konstante v„ als obere 
Grenze bestimmen, und für das Aggregat der übrigen Glieder in V (/") be- 
steht die obere Grenze (63), Diese oberen Grenzen gelten um so mehr 
für den Wert der Summe '^(f), Knd wir finden: 



(69) ^ 4)(/)<ft, ■f^7^7^ + ^,- 

worin n^ und v^ zwei positive, nur von n ahhängende Konstanten vorstellen. 
10. Es sei jetzt d eine positive Größe ^ s und tvir betrachten das 
n(n^ •' -/ttc^e Integral 

(70) J{S) =JJ'. . .r<^(f)äaiiäa,^ . . . da^„ 

der in (50) definierten Funktion <i>(f), erstreckt iiber den durch 

I>(f)^D, a,,>S 
bestimmten Teil B{J), S) des reduzierten Bawnes. 

Nehmen wir zunächst iJ = e, so ergibt das Resultat aus 8. in Ver- 
bindung mit den Sätzen aus § 12, daß unter den Voraussetzungen (64) 
jedenfalls 

lim /(.)_!- If^.B^'" 
ist. 

Nun sei ö <, e, so benutzen wir dazu noch in dem Gebiete, mit wel- 
chem der Bereich B{D,ö) über U(D, £) hinausragt, für die Funktion 
'i>(f) die obere Grenze (69). Das Volumen jenes Zusatzgebietes ist nach 

§ 12 sicher <i>^s^D . Im ersten Term von (69) ersetzen wir (flf/))" 
durch die obere Grenze D" ; andererseits ermitteln wir eine obere Grenze 
für das --^-^t_i_ fache Integral 
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//■■/^ 



erstreckt über den ganzen Bereich B{J), S), indem wir älmlich wie in § 12 
vorgehen. Indem wir die Integration nach a^, csjg, . . ., a^^ und zwar zu- 
nächst über die Flächen -5-^ = konst. ausführen, ferner nach a^^, . . ., «j, 
integrieren, finden wir das betreffende Integral (vgl. § 12, 3.) 

über den Bereich 

< 4<i <o, < 4«.^, C<I} 

erstreckt. Das Doppelintegi-al hier wird 

Berücksichtigen wir nun, daß im ersten Term von (69) noch der 
FaJäor -^ — auftritt, der unter den Vorausseteungen (64) nach Null kon- 
vergiert, so können wir endlich den Satz aussprechen: 

Das It^egral J{$), über den Bereich B(D,d) erstreckt, wobei S be- 
liebig < s ist, liegt zwischen zwei Grengen, die unter den Voraussetuwigen 
(64) lade nach dem Werte 

(II) fl;".-»^ 

komergiereit. 

§ 14. Auswertung des Volumens. 

Auf Grund dieses Satzes können wir jetzt die Berechnung von v^ 
auf die Berechnung von v^_j zurückführen. 

1 hind jp^, _Pj, . . .,p^ n ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler > 1, 
so kann man stets dazu ganzzahlige unimodulare Substitutionen P mit 
diese» Zahlen als erster Vertikalreihe finden. Ist P^ eine erste solche 
Substitution, P eine beliebige Substitution dieser Art, so hat die Sub- 
stitution Pq~*P als erste Vertikalreihe die Zahlen 1, 0, . . ., wie die iden- 
tische Substitution, und können wii jedesmalin bestimmter Weise P= P^QIt 
setzen, so daß Q die erste Variable völlig ungeändert läßt, also in Q 
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au^ noch die erste Horisontalreihe 1, 0, . . ,, ist und B, eine Suhstitiition 
von der Gestalt 

yi= ^i'^r ""a^s + ■ ■ ■ + ''„■^Hi Vi — ■^si ■ ■ -t Vn ~ ^n 
"wird. 

2. Nun mögen s, G, G und i? < « wie in § 13 vorausgesetzt sein, 
und f sei eine Form im Bereiclie B(J), S). Sodann seien p^, p^, . ■ ■, p„ 
solche ganzen Zahlen ohne gemeinsamen Teiler > 1, daß 

(72) ^^f{Pi,P„--;P„)-h,,<G 

wird. Wir ftthren P^, P, Q, E wie soeben ein. Die durch P = P^QIt 

aus f hervorgehende Form hat &,i als ersten Koeffizienten. Wir schreiben 
diese Form 

(73) y ^^hkP.I/j, - K {^i + i^Jt + --' +^J'J+ ^' 

wobei 

(75) c„j. = i^^ - ''"^^-i^ {h<k; h, h^2,%...,n) 

gesetzt ist. Die Determinante von i/» wird dabei 

Kl ' 
Wir können simächst P^ irgendwie unimodular mit p^, p^, ■ ■ .,p^ ah 
erster Vertikalreihe gewählt annehmen, sodann Q derart bestimmen, daß 
die Form ^ («/ä,"«/3, ■ ■ -, J/J ^ö** « — 1 Variablen als solche reduziert wird, 
also gewisse nach § 5 und § 6 in endlicher Anzahl anzuweisende lineare 
Ungleichungen 

(76) ^' m^^ c^j > (li, /.■ = 2, 3, . , . , n) 

erfüllt, wobei im allgemeinen für Q die Wahl zwischen zwei entgegen- 
gesetzten Substitutionen Q*, — Q* sein wird. Weiter können wir M so 
bestimmen, daß alle Ungleichungen 

eintreten, und endlich können wir uns noch zwischen Q* und — Q* der- 
art entscheiden, daß 

(78) öia ^ 

wird. Durch die vorstehenden Forderungen sind dann Q, li und damit 
auch P — ^ttQJi in dem Falle eindeutig bestimmt, wo in keiner der dabei 
zu betrachtenden Ungleichungen (76), (77), (78) eich das Gleichheits- 
zeichen einstellt. 
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3. Jetzt sei %; ein positiver Wert ^ ö und wir fassen für cp den Be- 
reich aller derjenigen Formen ins Auge, hei wichen 

(79) s^\i<G, -D (y) <I>, * < cga 

ist und zudem alle Ungleichungen (76), (77), (78) iesieken. 

Das Miaimum einer nach (73), (74) dargestellten Form (p ist gewiß 
nicht größer als das Minimum der binären Form 

und letzteres Minimum ist (vgl, § 5, 1.) ^1/-ö-?'ii'^ss' ^^11 (p einer Form 
f in B(I), Ö) äquivalent sein und (72) gelten, bo ist daher notwendig 

S<Y^Gcs^, 

und 9) Icommt sicher in den obigen Bereich gu liegen, wofern ivir ^ = Tp 
voraussetzen. 

Andererseits ist eine beliebige durch <p mittels ganzer, nicht sämt- 
lich verschwindender Zahlen Vi, i/^, ■ ■ -, % darstellbare Größe entweder 
^ Cgg ^ §■, weil Cg^ das Minimum von ip ist, oder, wofern dabei y^, - ■ ■, J/« 
sämtlich Null sind, doch ^ &11 ^ £ ^ ^ ^■9'. Danach faUen die su den 
Formel (p des obigen Bereidis äquivaleitt&i reduzierten Formen f sicher 
stets in B (I), ^) hinein. 

Für die Koeffizienten 6^^, 633, . . ., &„„ in 95 sind gewisse obere, bloß 
von i, G, %■, J) abhängende Grenzen angebbar, und kommen dadurch bei 
gegebenen Werten dieser Großen von Yornherein nur eine endliche Anzahl 
unimodularer ganzzahliger Substitutionen P in Frage, durch welche eine 
reduzierte Form f in B(D,9) in eine den Bedingungen (76), (77), (78), 
(79) entsprechende Form (p übergehen könnte. 

Danach verteilt sich der obige Bereich der Formen ip ganz a/uf eine 
endliche Anzahl der mit dem reduzierten Baume B äguivalentat Kammern 
Bp. Angenommen ferner, ip fäUt weder auf die begrenzenden Seiten- 
wände dieser Kammern noch auf eine der durch die Gleichheitszeichen in 
(76), (77), (78) angewiesenen Flächen; dann ist einerseits die zu y 'iqai- 
valente reduzierte Form f sowie das Paar entgegengesetzter ganzzahhger 
unimodularer Substitutionen P, — P, durch welche f m tp übergeht, ein- 
deutig bestimmt; und andererseits gibt es auch keine von P und — P 
verschiedene ganzzahlige unimodulare Substitution P* mit der nämlichen 
ersten Vertikalreihe wie P oder — P, durch welche f in eine andere, 
ebenfaUs aUen jenen Ungleichungen (76), (77), (78), (79) 
Form y* überginge. 
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4. Wir hildmi nun das " „ -fache Integral 



Ki.)=Jf-fic 



erstreckt üher den ganzen, durch die Ungleichungen (76), (77), (78), (79) 
definierten Bereich. Aus den soeben entwickelten Tatsachen geht dann 
folgendes Verhältnis dieses Integrals zu dem in (70) eingeführten Inte- 
grale J{d) hervor; 

Wir haben, wenn d ^s ist: 

(81) jm<KQ<.j(^£y 

Um das Integral Kiß) auszuwerten, fahren wir zunächst c^j, Cg^, . . ., c„„ 
anstatt öjj, ftgj, . . ., 6„„ gemäß (75) ein, wobei die zugehörige Funktional- 
determinante den Wert 1 hat, sodairn bewerkstelligen wir die Integration 
na«h Cjg, C33, . . ., c„„ und zwar gunäckst über Flächen lamsta/nter Deter- 
minante von 1^ und hernach für alle in Betracht kommenden Werte G 
dieser Determinante, endlich leisten wir auch die Integration nach 

&ia----r hin- 
übertragen wir das in § 12 (47) und (48) dargestellte Ergebnis auf 
den FaU toh k — 1 Variablen, so erhalten wir auf diese Weise als eine 
obere Grense für Sl(&) den Wert 



£b^,<G, 0<b^^G£D 



&11 
über den Bereich 



erstreckt, d, i. 

n-\-l-\-— •■'= ""■' 

Sodann haben wir eine untere Grenze für das Integral S^(&), welche aus 
dieser oberen Grenze durch Verminderung um 

J 6hJ^'^'""*'^db^^J G'^»~^v„_:,d(cV 
entsteht; letzterer Ausdruck ist 
(83) = — ^ «__^^i)T+r__?_^-a- (gT-"„ ^-i-") 

und Iwnvergiert für * ^ j^ und unter den Voraussetzungen (64) nadi Null. 
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Auf Gnmd der Ungleiehungen (81) und des in § 13, 10, : 
Satzes über das Integral J{^) gelangen wir nun durch Ausführung des 
Grenzprozesses (64) zu folgender Melcurstons formet: 

(8'') It".-^".-.^ 

Da Vj = 1 ist, erhalten wir unter Einführung des Wertes von y^ (vgl. (54)) 

diese Bestimmung von v^: 



(86) 



M (,(|^p- ■^- 



Darin bedeutet V das Zeichen für <lie Gamniafunktion und S^ steht für 
den Wert der unendlichen Reihe 



§ 15. Maximale Dichte T)ei gitterfÖrmiger lagening von Kugeln. 

Von der Bestimmung des Volumena v^ machen wir eine Anwendung 
auf die Frage äer dicktesten Lagerung von Kugeln im n-dimensionalen 
Räume. 

Nehmen wir an, der größte Wert, den das Minimum M(f) bei den 
sämtlichen positiven Formen f von der Determinante 1 überhaupt erreicht, 
sei p„, so enthält jede positive Formenklasse f von einer Determinante 
^ 1 wenigstens eine Form 

wobei 

D(/) = V Det. (t) £ 1 
und ^ eine reduzierte Form der « ■— 1 Variablen j/^, . . ., y„ ist. 

Das über den hierdurch definierten Bereich von Formen <p erstreckte 
- ■ "g -fache Integral 

ff...fd\^d\^...d\„ 
wird infolgedessen mindestens so groß, ja, wie man leicht erkennt, größer 
als das Volumen des reduzierten Raumes der Formen mit Determinanten 
^ 1 sein. Dieses Integral hier findet sieh 



=/4 



-ASi A, 
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Daraus folgt 

(86) ^qIy«>^S^- 

Wir können dieses Resultat folgendeiinaßen aussprechen: 

Jm tt-dimensional€n Jtaume gibt es sicher solche paralldepipedische 

Lagerungen von lauter hongruenien Kugeln, daß der von den Kugeln erfüllte 

Baum meh- ds das ~^^^^S^ fache des gwnsen unendlichen Saumes tekägt. 

Dazu bemerken wir, daß bei einer „tetraedrischen" Schichtung tob 

Kugeln, welche der jedenfalls extremen Form 

entspricht, genau der 

___J y^=^r — -" - - ■ te Teil 

des unendlichen Raumes durch die Kugeln ausgefüllt wird, welcher An- 
teil bei großem n tvesenilich Heiner als der vorhin genannte Teil ist, wäh- 
rend allerdings in der Ebene und im Räume von 3 Dimensionen diese 
Schichtung nach regulären Dreiecken bzw, Tetraedern überhaupt die ein- 
zige dichteste gitterfdrmige Lagerung von kongruenten Kreisen baw. 
Kugeln vorstellt. 

§ 16. Asymptotisches Gesetz für die Klassenanzahleii ganzzahliger 
Formen. 

Dem Volumen v^ kommt eine besondere arithmetische . 
Wir betrachten speziell die positiven Formen f mit lauter ; 
Koeffizienten ß^j. Dabei ist immer a^^ ^ 1. Mit Rücksicht hierauf haben 
wir den Ungleichungen (44), (45) zufolge 0u einem geg^enen positiven 
girnzzaMigm Wert D(f) = D immer nur eine endliche Anzahl verschie- 
dener reduzierter Formen mit ganzzahiigen Koeffizienten und also auch 
nur eine endUche Amahl verschiedener Klassen ga/nezahUger positiver 
Formen. Diese Klassenanmhl fiir die Determinante D werde mit H(D) 
bezeichnet. 

Wir werden das asymptotische Gesets nachweisen: 

(87) Km/ ^'" + ^""+.- + ^'-°' '\ - V, . 

1. Wir fassen in der Mannigfaltigkeit A aller quadratischen Formen 
f^^i^hk) diejenigen Punkte («j,.) ins Auge, bei welchen alle — ■ ^ 
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Koordinaten ö"j, ganm rationale Zahlen sind, und wir konstruieren ura 
jeden solclien Punkt (a^^) als Mittelpunkt den Würfelbej-eich 

(88) " 4 ^ «4i - "*% < Y ^^' Je =1,2,.. ., n). 
Wir erhalten ein JVefe von Würfeln, welches die ganze Mannigfaltig- 
keit A einfach und lüclcenlos überdeckt. 

Es sei nun D eine positive ganze Zahl, und wir bilden den Bereich 
S(D, 1), der aus dem reduzierten Räume B durch die Forderungen 

-0(0 ^D, a^,>l 
herausgeschnitten wird. Es mögen N jener Würfel voLlst'ändig in diesen 
Bereich B(D, 1) fallen und N* darunter vorhanden sein, welche zwar 
nicht ganz in diesen Bereich fallen, aher doch in das Innere dieses Be- 
reiches eintreten. Zufolge der Ungleichungen (46) wird dann 

(89) N < v„D~^, N-i- N*> v^D~i~ - v^D^ 
sein. 

Andererseits repräsentieren die Mittelpunkte der hier in der Anzahl JV 
gezählten Würfel lauter verschiedene Klassen ga/nissahliger positiver Formen, 
wobei die DetermimoAÜe einen der Werte 1, 2, . . ., D hat, und wird jede 
Klasse solcher Formen durch wenigstens einen unter den Mittelpunkten 
jener N + N* Würfel repräsentiert. Also ist 

(90) N £ -ff(l) + H{2) + ■■■ + H{B) £N+ iV*. 

Um das ß^ultat (87) zu gewinnen, wird nunmehr nach (89) und 
(90) eine solche Abschätzung der Größe N* hinreichend sein, aus 
welcher sich 

hm / —-rrr 1 = 



ersehheßen laßt. 

2. Zu diesem Ende stellen wir zunächst einen einfach zu charak- 
terisierenden Bereich fest, der alle jene N-^- JV* Würfel vollständig in 
sich aufnimmt. 

In einejn beliebigen dieser Würfel gibt es stets solche Punkte (*i*), 
die in B(J), 1) hineinfallen, für welche also insbesondere 

(yi) 1 < a* £a*£--^ a*„, ± 2a* £ »* Qi < ft), 

(92) ^„«iKa ■ ■ ■ <™ ^ -ö 

ist. Andererseits erfüllt im ganzen Bereiche des einzelnen Würfels jeder 
Punkt (a^i) in bezug auf den Mittelpunkt (ffl,^^) des Würfels die Be- 
dingungen (88). Namentlich gelten also diese Bedingungen für die Punkte 
(«^J ^ (a^*), und folgt daher 



y Google 



Diakontinuitätsb Bleich für arithmotische ÄquivaleaB. 97 

"5" = '^" " T = "■"''■ 
Als ganze Zahlen sind hiernach die Werte a,^,, notwendig sämtlich ^ 1. 
Nunmehr haben wir im ganzen Würfel 

Sodann folgt, immer mit Heranziehung von (91) und von (88), 

weiter 

|««l - 1 £ K\ ^ y < ^ Y^'^'^'i + 1)' !'''■*[ ^ "2^'''"' '^'^ < ^'^' 
Endlich haben wir 

und bringen dieae Ungleichungen mit (92) in Verbindung. 

Wii kommen damit zu folgendem Ergebnisse: 

D-ip ohen }conifruiertm N + N* Würfel fallen mit allen ihren Punkten 
in den dnich dir Bedingungen 

(93) \ C "ii; «li £ 5«7.+i.;,+ii l«4ii ^ \^hh Q^ < ^l 

(94) ^«n«..--.«„„^-ö 
definierten Bereich hinein. 

3. Der auschaulicheren Ausdi-ucks weise wegen wollen wir in der 
Mannigfaltigkeit A Ton der Größe einer Oherfiäche und von orthogonalen 
Frojekiionen auf eine Ebene sprechen, indem wir der Definition dieser Be- 
griffe die Formel ^„___^^_^____^ 

yda^^ 4- da^^ + ■ ■ ■ + da^^ 
als Länge eines lAnimelements zugrunde legen. Es wird sich nunmehr um 
die Oberflädie des dwA (93), (94) definierten Körpers handeln, und wir 
werden für die Größe dieser Oberfläche eine obere Grenze von der Gestalt 

(95) SgD log J> für n = 2 Izw. W^B~^~^ für n>2 
nachweisen, worin W^ eine nur von n abhängende Konstante vorstellt. Ira 
Falle w = 2 wollen wir uns hierbei D ^2 denken. 

Im Volum eniutegral des durch (93), (94) angewiesenen Koi-pers ent- 
spricht einem InteryaU a^^ bis a^^ + döjj des ersten Koeffizienten ein gewisser 
Beitrag 

1'^~^o,^i~^da^^jJ ...Jda^^da^^ ... da„„. 

Projizieren wir andererseits diesen Körper orthogonal auf die Ebene 
%-[ = und beachten, wie diese Projektion sukzessive anwächst, während 
der Parameter a^-^ von — an kontinuierlich zunimmt, so entspricht der 
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Zunahme von a^^ bis a,j + da^^ des Parameters eine Vergrößerung jener 
ProjektionsÜäche um 

d(J'-H^C')ff- ■ ■fdanda,,...äa^,, 

wobei der Integration sbereieh von a^^, %a, . . ., a^„ der nämliche wie so- 
eben ist. Dadurch zeigt sieh, daß die durch das Gleichlieits zeichen in 
(94) gelieferte begrenzende Fläche dieses Körpers auf die Ebene «j; = 
eine Projektion ergibt, deren Flächeninhalt gewiß nicht größer ist als der 
Wert des ] 



//■■■f('>-i)'^<l«„---'la.., 



über den ganzen Körper erstreckt. Hieraus resultiert zunächst für diese 
ProjeJdim der Fläclie (94) mif die Hbene a^^ = eine obere Grenze vom 
Typus (95). 

Nun hat in einem beliebigen Punkte (a^j) der begrenzenden Fläche 
(94) die Tangentialebene an diese Fläche in laufenden Koordinaten (l),^^.) 



; Gleichung 



v(^+^+ +H-1. 



wir ersehen daraus in Anbetracht dei Ungleichungen (93), daß die Große 
dieser Oberflädie ein gewisses, mvt lon n abhängendes Vidfaclies ihrer Fro- 
jdition auf die Ebene o^i =■ mcht ttbetschteitet 

Projizieren wir amdereiseits den ganzen durch {^^\ (94) definierten 
Körper auf die Ebene 
(96) h, +1, + +6 „^0 

welche einer Tangentialebene der begrenzenden Flache (94) parallel läuft, 
so wird die entstehende Projektion einmal ^eaau Ton der Projektion dieser 
begrenzenden Flache (94) geliefert und ein zweites Mal genau von den 
Projektionen aller übrigen durch die Ungleichungen (93) angewiesenen 
ebenen Seitenwände des Körpers überdeckt, wobei keine dieser ebenen 
Seitenwände orthogonal zur Ebene (96) ist. Danach bestehen auch für die 
Flächeninhalte aUer jener ebenen Seitemvände obere Grenzen vom Typus (95) 
und folgt endlich auch eine solche obere Grenze für die gesamte Ober- 
fläche des in Bede stehenden Körpers. 

4. Wir kommen endlich auf die oben in der Anzahl N* gezählten 
Würfel anrück. Jeder dieser Würfel hat mU der Begrenzung des Bereichs 
B{I>, 1) Funkte gemein. Diese Begrenzung besteht erstens aus einem 
Anteil der Fläche I>{f) = D, zweitens aus Partien in den ebenen Seiten- 
wänden des reduzierten Raumes, drittens aus einem Stück der Ebene 
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Betrachten wir zunächst diejenigen unter jenen jV* Wwfein, welche 
die Fläche D(J") = D treffen. Wir ordnen diese Würfel in Serien nach 
ihren Projektionen auf die Ebene a^^ = 0, Es aeien darunter zwei 
Würfel mit gleicher Projektion auf diese Ebene da, ihre Mittelpunkte 
seien af^, a^^, . . ., a^^ und a^^ + d, «Jij, . . ., a°^, so daß d eine positive 
ganze Zahl ist, und es seien a^^, «j^, . . ., a^^ und «^^ + £^^, a^g + f^j, . . ., 
"■nii + *im jö ^i^ Punkt in diesen Würfeln auf der Deterininantenüäche 
D{f) = -D. Dabei ist d—l^Eu^d+l und sind e^j, . . ., e„^ dem Be- 
trage nach <1; für h'^2 folgt aus «n -|- ä;,;,^ 1 und e;,^^ — 1 noch 
^'jft + *Ai ^ "ö"%'i- Bilden wir nun die Differenz 

^(Det.|fl,,j + i,J - Det>^,|) = 0, 



9Det.|(t,,j- 



BO hat darin e^^ den Koeffizienten 1; für die übrigen Glieder aber können 
wir vermöge (91) (vgl. auch (17) für m = 1) obere Grenzen angeben, die 
nur von n abhängen, so daß sich aus dieser Gleichung für ä -}• 1 und 
damit auch für die MaximaUaM der Würfel in einer jener Serien eine nur 
vmi n abhängende obere Grenze ergibt. Das Volumen der in Rede stehen- 
den Würfel übersteigt nun nicht das Produkt dieser Masimalzahl in die 
Projektion der Gesamtheit jener Würfel auf die Ebene a^^ -= 0, und letz- 
tere Projektion ist sicher nicht größer als die Projektion des ganzen, 
durch (93), (94) bestimmten Körpers auf die Ebene n^, = 0. 

Nehmen wir weiter diejenigen der N* Würfel, welche eine iestimmte 



(1,11) J'»„.o„-0 

des reduzierten Saumes treffen. Wählen wir irgendeinen solchen Koeffi- 
zienten «jj aus, für den der Faktor m^j hier =^ ist, so finden wir, daß 
die Anzahl derjenigen unter den betrachteten Würfeln, welche eine und 
die nämliche Projektion auf die Ebene a^j, = liefern, nicht größer als 
eine gewisse aus den numerischen Faktoren in dieser Gleichung folgende 
Größe ist. Andererseits ist die gesamte Projektion aller dieser Würfel 
auf die Ebene a^^ = nicht größer als die Projektion des ganzen Be- 
reichs (93), (94) auf diese Ebene. 

Endlich ist die AneaM derjenigen mtier den N* Würfeln, welche die 
Ebene «n = 1 durchsetzen, nicht größer als die Seitenwand «^^ = y des 
durch (93), (94) bestimmten Körpers. 

Aus allen diesen Umständen zusammen entnehmen wir für die Zahl 
N* ebenfaUs eine obere Grenze vom Typus (95), und wir gelangen da- 
durch zu folgendem Theoreme: 
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Die Gesamtandahl aller verschiMmen Klassen ganzsoMiger positiver 
quadraüscher Formen mit n Variablen und von den Determinanten 1,2,..., D 
ist zwischen mcei Grenzen 

£ nj-l -n-t-l 1 

v^D^ ±m^DlQgD für « = 2 hm. v„D ^''±m^D ^ " fih- n>2 
evngesdüossen , wobei v„ das Volumen des Maumes der reduzierten Formen 
mit Determinanten ^ 1 und ro^ eine gewisse andere positwe, nur von n ab- 



Dabei ist im Falle n = 2 die Zahl D>2 gedacht, 
Iiilialt. 
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Allgemeine Lehrsätze üter die konTexen Polyeder. 

(Naciri eilten der K, Gesellscliaft der Wissenschaften au Göttingea. 

Mathematisch-ptjsikftliaohe Klaase. 1897. S. 198—219.) 
(Vorgelegt von David Hubert in der Sitzung vom 31. Jnli 1897.) 

Ein konvexer Körper ist vollständig dadurch gekennzeichnet*), daß 
er eine abgeschlossene Pnnktmenge ist, innere Punkte besitzt, und daß 
jede gerade Linie, die innere Punkte von ihm aufnimmt, mit seiner Be- 
grenzung stets zwei Punkte gemein hat (niemals mehr als zwei Puakte^ 
falle auch die konvexen Körper, die sich ins Unendliche ei^trecken, mit 
in Betracht gezogen werden). Infolge dieses einfachen Charakters spielen 
diese Gebilde eine gewisse RoUe bei der Behandlung einiger partieller 
Differentialgleichungen, die in der mathematischen Physik auftreten. 
Keuerdings habe ich in dem Buche „Geometrie der Zahlen" gezeigt, daß 
auch merkwürdige arithmetische Beziehungen sich an die konvexen Körper 
knüpfen, Einen besonderen ßeiz bieten die Sätze über konvexe Körper 
noch durch den Umstand dar, daß sie in der Regel für diese ganze Kate- 
gorie von Gebilden ohne jede Ausnahme Geltung haben. 

Der vorliegende Aufsatz entstand bei Gelegenheit von Versuchen, den 
folgenden Satz zu beweisen, den ich seit längerer Zeit vermutete und 
dessen elementare Fassung nicht auf die Schwierigkeiten seiner Verifizierung 
schließen läßt: Wenn aus einer endlichen Anzahl von lauter Kdrpe>-n**) 
mit Mittelpunkt, die untereinander nur in den Begrenzungen zusammen- 
stoßen, sich ein Jconvexer Körper aufbaut, so hat dieser stets ebenfalls 
einen Mittelpunkt. 

Ich behandle hier nur diejenigen konvexen Körper, die ihre ganze 
Begi'enzuiig in einer endlichen Anzahl von Ebenen hegen haben und auch 

*) Geometrie der Zahlen, I. Lieferung, Leipzig bei B. 0. Teubner, 1896; 8. 300. 
Ich. habe dort die betreuenden Gebilde nirgends konkave Körper geaannt. Her will 
ich mich der kürzeren Beseiohnung konvex bedienen. 

**) Unter den „Körpern mit Mittelpankt" dürfen hier, wie ana Lehrsatz V (S, 119) 
der Arbeit leicht ersichtlich ist, jedeafalb beliebige abgeachloseene Punkt inen gen mit 
Mittelpunkt, denen eine bestimmte Größe der Obetfläehe zukommt, verstanden werden. 
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sich nicht ins Unendliclie erstrecken; ich entwickle über die eindeutige 
Festlegung eines derai-tigen Polyeders unter Verwendung der Inhalte seiner 
Seitenflächen einige Theoreme, die durch ihren leicht verständlichen Inhalt 
und andererseits die zu ihrem Kachweise erforderlichen Methoden Be- 
achtung verdienen. Diese Theoreme sowie ihre Ausdehnung auf beliebige 
konvexe Körper werfen auch ein neues Licht auf die Eigenscliaft der 
Kugel, unter allen Körpern von gleicher Oberfläche das gi-ößte Volumen 
zu besitzen. 

§ 1. Vorbemerkungen. 

1, Es seien rechtwinklige Koordinaten x, y, s augrunde gelegt. Wenn 
von einer Richtung (k, ^, y) gesprochen wird, so soll gemeint sein, daß 
ß, /3, f die Kosinus der Neigungswinkel der Richtung gegen die Richtungen 
der Koordinatenachsen sind. Es sei ^ ein hontexes Polyeder mit n Seiten- 
flächen, die in beliebiger Ordnung numeriert sein mÖgeiL Es sei J" das 
Volumen von ^, F^(v = 1, . . ., )*) der Flächeninhalt der v"" Seitenfläche, 

mithin = i^i 4 + i^„ die Größe der Oberfläche von ^. Ea sei 

ferner (k^, ß^, y^) die Richtung einer auf der v*^" Seitenfläche nach dem 
Äußeren von ^ hin errichteten Normalen. Die n Richtungen {a^, ß^, Yt) 
sind verschieden und jedenfalls derart, daß darunter sich irgend drei un- 
abhängige finden, d. h. daß sie nicht alle einer einzigen Ebene angehören 
können. 

Es sei p irgendein innerer Punkt von 5ß, und es seip„ für v= 1,, ,.,« 
die Länge des von () auf die k'" Seitenfläche von ^ gefällten Perpendikels, 
Hält man den Punkt p und die Richtungen (a^, ß^, yj) fest, betrachtet 
hingegen die Längen p^ als veränderlich, so ändert sich das Polyeder ^ 
und mit ihm sein Volumen J gemäß der Differentialformel: 

(1) dJ^ F,dp, + ■■■ + FJp^. 

Will man diese Formel auf den Unterschied des Volumens derjenigen 
zwei Polyeder anwenden, die aus ^ durch Dilatation vom Punkte p aus 
in allen Richtungen in einem Verhältnisse t:l, beziehlich t -{- dt : 1 
entstehen, so hat man F^ durch F^l^ und dp^ durch p^dt zu ersetzen. 
Wird die hervorgejiende Formel nach t zwischen und 1 integriert, so 
ergibt sich 

(2) SJ-Fj,+ .-- + F,p,. 

Benutzen wir statt p irgendeinen anderen Punkt in ^, der die rela- 
tiven Koordinaten a, ft, t; in bezug auf p haben mag, so haben wir j)^ durch 
p^ — {aa^ -(- hß^ + ey^ zu ersetzen. Weil a, h, c innerhalb g 
beliebig sind, so fühi-t die Formel (2) zu 

(3) ^F^a^^O, ^F,.ß,= 0, ^F,y„=0, 
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WO die Summen sieh auf die Werte v = 1, . . .,n hezieiien. Die n Rich- 
tungen (a^, ß^, y^) sind also weiter jedenfalls derart, daß diese drei Glei- 
chungen (3) eine Auflösung in positiven Größen F^ zulassen. 

2. Es sei (a, ß, y) irgendeine Richtung und das Maximunif ■{)■ daa 
Minimum von ^ = ax -\- ßy -{- yz im Bereiche des Polyeders 5ß, so liegt 
^ zwischen den zwei parallelen Ebenen tp = ^ und q) = Q euigeschlossen 
und kann — 6- = d! als die Breite des Polyeders in der Richtung (cc,ß,y^ 
bezeichnet werden. Projiziert man die gesamte Oberfläche des Polyeders 
senkrecht auf die Ebene ip = &, so wird von der Projektion ein gewisses 
Polygon in dieser Ebene im ganzen Inneren doppelt überlagert, und ist danach 
der Flächeninhalt dieses Polygons gewiß <Y 0. Sodann schließt derjenige 
Zylinder, der senkrecht auf diesem Polygon steht und die Höhe d hat, so 
daß er von der Ebene 9 = -S' bis zur Ebene tp = Q reicht, das Polyeder 
^ ganz in sich ein, und daraus folgt 

(4) ^Od>J. 

Es sei f der Schwerpimkt von ^ und s sein Abstand von der Ebene 
(p = Q. Nimmt man irgendeinen Punkt aus ^ in der Ebene (p = &, so 
zerlegt sich das Polyeder ^ in die Pyramiden, welche diesen Punkt als 
Spitze und die einzelnen, nicht durch ihn gehenden Seitenflächen tou ^ 
als Grundflächen haben; diese Pyramiden stoßen untereinander nur in den 
Begrenzungen zusammen. Da in einer Pyramide der Abstand des Schwer- 
punkts Ton der Basis Y^ der Höhe beträgt, so hat in jeder dieser Pyra- 
miden der Schwei-punkt von der Ebene gi = einen Abstand ^ -j-i?, und 
daher ist auch s^^t?; mit Hilfe von (4) folgt daher 

(5) s>/ö- 

Da dieses Resultat für jede behebige Richtung (a, ß, y) gilt, so ist 
danach die Kugel Tom Radius ^jj mit j als Mittelpunkt ganz im Inneren 
von ^ enthalten, daraus folgt 

Betrachtet man weiter irgendeinen Punkt aus Sß in der Ebene y =■ ^, 
irgendeinen Punkt aus ^ in der Ebene cp = und dazu den größten 
Kreis dieser Kugel in der parallelen Ebene ^ = — s, so enthält das 
Polyeder sogleich die zwei Kegel, welche die Fläche dieses Kreises als 
Basis und ihre Spitze beziehlieh in jenen zwei Punkten haben; daraus folgt 
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Ersetzt man (a, ß, y) durch (— «, — ß, — y), so vertauschen sich die 
Rollen der Ebenen (p = & nnd ^5=^0, und anstatt s'^-j-ä gewinnt man 
die weitere Ungleichung s^-^d. 

Die Werte von s und d für die Richtung (ß^, ß^, y^) mögen s, und 
d^ heißen. Für einen beliebigen Punlit p im Inneren von ^ gilt offenbar steta 

m p,«!.- 

Nimmt man endlich für den Punkt p, auf den sich (2) bezieht, den 
Schwerpunkt f des Polyeders, ao zeigt sich, daß der größte unter den 
Abständen s^ vorkommende Wert ^ -^- sein muß. Verbindet man diesen 
Umstand mit s^^-^d^ und mit der Ungleichung (6), so folgt 

3 41s /lOJUf je« Berfuh wiU ich überhiupt jede abgeschlossene Punkt 
menge bezeichnen, 7U der mit irgend zwei Punkten stets auch die ganze 
Bie veibindende Strecke gehoit, ein lotnexer Kcrpei bedeutet dann einen 
solchen kjnvexen Bereich, dei auch mnere Punkte enthdt, d h nicht 
£>inz m emei Ebene gelegen ist 

Untei einer 'iltif'eteiie eines konvexen Beieichs vfistehe ich eine 
Ebene, die nicht zu beiden 8e ten von sich Punkte des Beieichs liegen 
hit und selbst mindestens einen Punkt des Beieichi enthalt Em kon 
veser Beieieh besitzt dmch jeden Punkt sen er Eegienzung wenigstens 
eine Stützebene ^^ enn ferner ein konvexer Beieich sich nuM ms JJn 
endltOie erstreckt, gibt es zu leder Fichtung (a, ß, y) eine und nur eme 
Stutzebene des Bereichs mit dieser Richtung als Normale und "^o, daß 
auf dei Seite der Ebene, nach welchei die Richtung weist kein Punkt 
de', Beieichs hegt Die Gleichunj^ dei betreffenden Stutzebene ist 

0.1 ■\-ßy + /ä = r^ 
wrnn > das Maiimiim ■von ex -{- ßif -\- ) z im Bere che bedeutet — 

Es seien jetzt irgend n verschiedene Richtungen («,,, (3^, y^ für 
V = 1, . . .,n gegeben, so, daß darunter drei unabhängige sich linden und 
daß die drei Gleichungen 

eine Lösung in positiven Werten H^ zulassen. Dann läßt sich zunächst 
zeigen, daß es jedenfalls ein Polyeder gibt mit n Seitenflächen, bei welchem 
jene Richtungen als die der äußeren Normalen der Flächen auftreten. 
In der Tat, durch die n Ungleichungen 

(10) ii^X J^ß^y + y^,-l<0 (^ = 1, . . ., n) 

wird ein konvexer Bereich TT definiert. Die w Ebenen k^x + ß^y + y^B = 1 
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sind Tangentialebenen der Kugel a;^+^^+s^^l. Also enthält TT diese 
Kagel, und es wird die Begrenzung des Bereicha TT von n, aber nicht 
schon TOn weniger Stützebenen geliefert. Ist jetzt x,y,B ein Punkt aus 
TT, 90 stellt l)y= 1 — cc^x — ß^y — y^z die Länge des von x, y, s auf die 
v'^ jener Ebenen gefällten Perpendikels vor; unter "Verwendung der vor- 
ausgesetzten Losung von (9) folgt dann SH^.p,.= .Sff,.- Da die Größen 
H^ alle > sind, ergibt sich hieraus, daß die Längen j)^ nicht über eine 
gewisse Grenze hinausgehen. Da nun unter jenen n Ebenen sieh drei 
solche finden, die sich nur in einem Punkte schneiden, ist danach TT in 
einem gewissen ParaUelepipedum enthalten und iann sich also nicht ins 
Unendliche erstrecken; somit ist TT ein Polyeder, das der gestellten For- 
derung entspricht. Das Volumen von TT werde — — , gesetzt. 

Wir bezeichnen die Linearförm ti^x i- ß^y + y^s mit (p^. Es seien 
nun r^ für v = 1, . , ., w irgendwelche n Größen ^ 0, und es sei etwa r 
der größte darunter vorkommende Wert; dann wird durch 

(11) <p,~r^£0 (i'=l,...,w) 
ein konvexer Bereich — er heiße ^(r^) — definiert, der ganz in dem- 
jenigen Polyeder liegt, welches durch Dilatation des Polyeders TT vom 
Nullpunkte aus im Verhältnisse r : 1 entsteht. Es kann ^(»'^) ein Poly- 
eder mit n oder mit weniger Seitenflächen von nicht verschwindenden 
Inhalten werden oder auch sich auf die Fläche eines konvexen Polygons 
in einer Ebene oder auf eine Strecke oder gar auf den NuUpunkt allein 
reduzieren. 

Wenn ^(r,,) nicht ein Polyeder mit n Polygonen als Begrenzung 
wird, so brauchen nicht alle n Ebenen fp^^T^ wirklich Punkte der Be- 
grenzung des Polyeders zu enthalten. Es sei allgemein r* das Maximum 
von (p^ im Bereiche ^(»"J, so ist jedenfaUa r*^r^ und dann 5ß(r^) iden- 
tisch mit ^(r^*); die Ebenen tp^=r* sind nunmehr sämtlich Stützebenen 
dieses Bereichs, Die so bestimmten Größen r* mögen tangentiale Para- 
meter von ^(r^) heißen. 

Ein solcher Bereich ^{r^) wird nun, da er sieh nicht ins Unendliche 
erstreckt, steta ein bestimmtes Volumen (7"= J'(r^ besitzen, wobei jedenfalls 

(12) ■rii(jf 

sein wird; ferner wird das Gebiet von ^(O in der Ebene <p„= r*, welches 
allgemein die n** Seitenfläche von ^(r^) genannt werden möge, einen be- 
stimmten Flächeninhalt F^ besitzen; es kann J und jedes F^, auch NuU 
sein. Diese Größen J und F^ (v = 1, . . ., w) sind offenbar im ganzen 
durch s'j^ 0, . . ., »*„^ definierten Gebiete stetige Funktionen von r-^,...,r^. 
Wenn für ^(rj alle Größen -F,> ausfallen, sind die Werte t\ ohne 
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weiteres tangentiale Parameter. — Sind für zwei Bereiche ^{g^} und ^(»',.) 
die Systeme 3„und r^ tangentiale Parameter, so stellen fü.r^((l — i)2„ + f»'v)j 
wenn < ( < 1 ist, die Werte (1 — OSv+ '''v ebenfalls tangentiale Para- 
meter vor. Daraue ist zu erkennen, daß die Menge derjenigen Systeme 
r^, welche tangentiale Parameter sind, einen konvexen Körper in der 
si-fachen Mannigfaltigkeit aller Systeme >■„ bilden. Die Begrenzung dieses 
Körpers wird von einer endlichen Anzahl von Stützebenen geliefert, die 
sämtlich durch den Punkt r^ = 0, . . .,r„= gehen, so daß der Körper 
ein Kegel mit diesem Punkte als Spitze ist; derselbe ist leicht mittels 
seiner Kanten zu charakterisieren, doch gehe ich auf diese Untersuchung, 
die für das Folgende enthehrlieh ist, nicht weiter ein. — Wenn von zwei 
Bereichen ^(g^) und ^(»■,), von denen keiner sich auf den Nullpunkt allein 
reduziere, der eine aus dem anderen durch Dilatation und Translation 
hervoi^eht, d. h. beide ähtüick tmd ähnlich gelegen sind, so besteht zwischen 
ihren tangentialen Parametern q* und r* ein System von Gleichungen 

(13) q*= aa^+ ^ßy+ C7r+ i^*"* 

mit bestimmten Werten a, 1), c, d; dabei ist noch stets (^ > 0; wenn 

J(rJ > ist, hat man d = f^^ ■ 



§ 2. Die Grundlagen der riitersuchiing. 

4. Herr Hermann Brunn*) hat den folgenden Satz entwickelt: Wenn 
ein konvexer Körper durch drei parallele Ebenen 3t, 58, ß geschnitten 
wird, von denen die mittlere SS den Abstand zwischen % und 6 im Ver- 
hältnisse t:l — t teilt, und es haben die Schnittfiguren des Körpers in 
% ^, S die Flächeninhalte Ä, B, C, so besteht die Ungleichung 

YS>(l-i)-\/Ä+tyC; 
dabei gilt hier das Zeichen = nur dann, wenn der Teil des Korpers 
zwischen den Ebenen 21 und © sei es ein Zylinder, sei es ein Kegelstumpf 
mit den Grundflächen in diesen Ebenen, sei es ein Kegel mit der Grund- 
fläche in der einen und der Spitze in der anderen dieser Ebenen ist. 
Eine entsprechende Eigenschaft der ebenen konvexen Figuren ist sehr 
einfach einzusehen, und die Methode von Brunn zum Nachweis jeuer 
Ungleichung ist wesentlich ein Schluß von 2 auf 3 Dimensionen, wobei 
die Schnitte des konvexen Köi^pers mit allen denjenigen Ebenen zu Hilfe 
genommen werden, welche die Schnittfigur in 31 in einer Schar paralleler 

') über Ovale imd EißäcJien, S. 23, Inaugural-DiaBertation, Münclieii 1887; Vber 
Kurven ohne Wenäepwt^tte^ S. 50, Hatiilitationsschrift, Manclien 1889. 
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Linien schneiden und gleichzeitig die Schnittfigur in ß jedesmal in zwei 
Stücke Ton gleichem Verhältnis der Flächeninhalte wie die Schnittflgur 
in 9[ zerlegen. Besondere Schwierigkeiten macht die strenge Erledigung 
der GrenafäUe, in welchen das Zeichen = in jener Ungleichung eintritt.*) 

Brunn hat auch bereits bemerkt, daß die eben erwähnten Sätze eich 
auf konvexe Körper in Mannigfaltigkeiten von mehr als drei Dimensionen 
ausdehnen lassen. Die hierzu erforderlichen Entwicklungen sind voll- 
ständig und in analytischer Form in den §§ 56 — 57 meiner „Geometrie 
der Zahlen" auseinandergesetzt. 

5. Hier nun werden uns die betreffenden Sätze für eine Mannigfaltig- 
keit von 4 Dimensionen dienlich sein; diese lassen sich auch leicht als 
Sätze über konvexe Körper in 3 Dimensionen fassen. Ich gehe wieder 
nui auf die Behandlung von Polyedern ein. 

Es seien die « Richtungen {cc^, ß^, y^) für v = \, . . .,n wie in 3. 
beschaffen, und ei sollen aUe dort erklärton Bezeichnungen für sie Ver- 
wendung finden Es seien q (v = 1, . . ., ») und r^ (v ^1, . . ., n) zwei 
Systeme von jedesmal n Großen ^0, so wird durch 

ü^;^l, e^a+ß,y + y,^-{l~t)q^-tr,<0 (v = l,...,n) 
ein komexei Beieich m dei Mannigfaltigkeit der vier Variablen x,y,z,t 
detmiert. Liegt dieser Bereich ganz in einer dreidimensionalen Ebene, so 
sind alle Größen J{{1 — t)qy-\- tr^) für O^t^l gleich NuU. Anderen- 
falls haben wir, wenn wir den in Rede stehenden Satz auf die Schnitte 
dieses Bereichs mit deii drei Ebenen anwenden, die durch ( — 0, durch 
t = 1 und durch einen beliebigen Wert ^ > und < 1 bestimmt sind, 
für letzteren Wert t die Ungleichung zu verzeichnen: 

(14) y-Jftl -()«, + tr,) i (1 - tjVJiS + 'f JW i 

des weitereu tritt, wenn wir noch die 2, für ^(g^) und die r^ für ^^(fj 
als tangentiale Parameter voraussetzen, in dieser Ungleichung insbesondere 
das Gleichheitszeichen dann und nur dann ein, wenn alle q^ oder alle r^ 
NuU sind oder die Bereiche ^(gjund ?ß(f^) auseinander durch Dilatation 
und Translation hervorgehen, also Beziehungen 

statthaben. — 

Sind J(q,) und Jir^) beide > und wird l. " — d gesetzt, so geht 

*) Geometrie der ZaMen, g§ 5S— 57. — H. Brunn, iteferat über eine Arbeit: 
Exakte Grundlagen für eine Theorie der Ovale, Sitzung sbei lohte dT matheraatisct- 
physikaliäehen Klasse der bajriscten Akademie der Wissen schiften 1S94 Bd. XXIT, 
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(14) Termöge der Substitution ■ ■ ' ^ bei Multiplikation mit j in 



yj-((l-T)-| + TO J: (1 - ,)fj{^j + «f JW - f / w 

über. Man erkennt daraus, daß die Ungleichung (14) wesentlich auf den 
einfacheren Satz hinauslänft; Hat man iT^q^ = J(r^), so gilt fürO<^<l 
stets J{a -■t)q^+ tr,) > J(r^). 

6. Wir sehreiben nun VjQ.l — tiq^ + tr^) =j{t). Diese Funktion j{t) 
ist im Intervalle ^t ^1 eine stetige Funktion von t, und aus der all- 
gemein aufgefaßten ßegel (14) geht des weiteren 

(15) i(»)ä^i(« + (^i(« 

für 0^((|<;<i^^l hervor. Diese Ungleichung lehrt, daß, wenn wir 
t, u als Parallelkoordinaten eines Punktes in einer zweidimensionalen 
Ebene ® deuten, durch O^t^l, u=j(t), kurz ausgedrückt, ein nach 
der Seite der wachsenden u hin konvexer Zug in dieser Ebene geliefert 
wird; derselbe kann auch geradlinige Strecken aufweisen oder selbst eine 
einzige Strecke sein. 

Nun wollen wir speziell annehmen, daß die q^ und die r^ und somit 
auch alle Systeme {). — t)q^-\-tr^ für O^i^l tangentiale Parameter 
sind und weder alle g„ noch alle r^ Null sind, noch auch 5J^(2^) und ^(r^) 
auseinander durch Dilatation und Translation hervorgehen. Dann gilt 
nach den Ausführungen in 5. in der Ungleichung (15) stets das Zeichen > 
und enthält daher der eben genannte konvese Zug keine geradlinige 
Strecke, Es sei J das Volumen, F^ der Flächeninhalt der v'™ Seiten- 
fläche von ^{jX~f)%-\-'tT^ und t dabei irgendein Wert >0 und < 1; 
aus der Gleichung (1) entnimmt man dann leicht, daß durch 

(1 - fl «s, + + Fj:, + r (?,r, + ■ ■ • + F.r.) _ 3 J'S, 
t, ü als Kooidinateu emes variablen Punktes in 15 gedacht, die einzige 
vorhandene Tangente an diesen konvexen Zug im Punkte i,u=j(t) dar- 
gesteEt wird Der Schnittpunkt dieser Taugente mit der Geraden ? = 1 
hat die Ordinate 

3jä 
nach der Natur eines nach der Seite der wadismden u hin Imnvexen Zuges 
ohne geradlinige Strecken wird daher der Ausdruck 

(16) ir,n + ---+^.'. ^ 

(in welchem rj, . . ., r^ fest und J, F^, . . ., F^ mit t variabel sind), eine 
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mit wachsendem t von t = bis i = 1 beständig ahwhmende Fuiiktion 
von t sein. Insbesondere also wird dieser Ausdruck für i = stets großer 

als für i = 1, d. h, > /^ sein. 

§ 3. Die einei- Kugel umbeschriebeiien Polyeder. 

7. Nehmen wir speziell aUe Größen r^ = 1, also für ^(»v) das Poly- 
eder TT ans 3,, so geht der Ausdruck (16) in 



über, wo J das Volumen, ^ F^-\- ■ ■ ■ + F^ die Gesamtob er fläche von 

^((1 — ()3,+ i) darsteUt. Für das Polyeder TT ist zufolge (2): 3J"= 0, 

also, wenn das Volumen von TT wie in der Zeile vorher mit -j bezeichnet 

. , 1 
wird, — 3 = — 

Mit Bezug auf die Fälle, in welchen yj in der unbestimmten Form -^ 
erscheint, sei folgendes bemerkt. Hat ein Bereich ^(p^) ein Volumen 
(r> und sind die p^ tangentiale Parameter, so gilt nach (7) und (6) 

für ihn stets 2>, <— »^^(ji) ■ I^äßt man mm die p^ als tangentiale 
Parameter sich stetig verändern und nach Gfrenawerten konvergieren, die 
nicht sämtüch Null sind, während J dabei nach Null konvergiere, so wird 
daher das Verhältnis j^ dabei stets iiher jede Grense Jmiaub wauhsen, 
selbst wenn auch zugleich nach Null konvergiert. 

Die hier erlangten Resultate sprechen wir folgen dei maßen aus 
Lehrsatz I. Es seien (k^, ß^, y^) für v = l,..., « ngend n ver- 
schiedene Richtungen so, daß darunter drei unabhängige sind uiid die Glei- 
chmigen 

eine Auflösung in n positiven Größen H^ zulassen. Dann und nur dann 
existieren Polyeder ^ mit n oder wenigpr Seitmflächen, bei welchen die 
Mchiungen der äußeren Normalen det Flachen su jenm « Bichktngen ge- 
hören. Unter diesen Folgeäem gibt es solche mit n Flächen, die Kugeln 
umbeschrieben sind; es sind dies diejenigen, welche dem Polyeder 
a^x ■{• (J^i/ + 1-^2 ^ 1 (v — 1, . . . , n) ahtlich und aJinluh gelegen sind. Unter 
allen Polyedern Sß haben diese lefzteien das Mmimum von ji, des Verhält- 
nisses der dritten Polens der Obeiflachp zum Quadiat des Volumens. 
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Ist fe)nei ^o eui helieliges unter den Polyedern $, das nicht su dm 
eben atcahnten bpeäidlmi Polyedern gekört, und konstruiert man zu den 
n Stuts^enen von Sß^ nui den Eichtungen («,, ß^, y^) als äußeren Normalen 
Pa) allelelenen m einem Abstände l nach dem Äußeren des Polyeders hin, 
so ieqiemen diene em geuisses Polyeder ^,; dann ist für diese Polyed^ 
^, die Fmiltion -p eine mit toachsendem l hestmdig abnehmende, und sie 
l-onvei giert fm 1= oo nach jenem Minimumwerte von yi ' 

Dilatiert man vom Nullpunkte aus ein jedes Polyeder ^j zu einem 
Polyeder 5j3, mit einer Oberfläche = -j, so ist für diese Polyeder 5Jä, das 
Volumen eine mit l beständig wachsende Größe, und es deckt sich 

^» mit n. 

Der erste Teil des Lehrsatzes I ist bereits von Herrn L. Lindelöf*) 
durch interessante, gai^; andersartige Betrachtungen bewiesen worden. 
Hier hat sich nicht allein die betreffende Maximumeigensehaft des Poly- 
eders n herausgestellt, es hat sich zugleich für jedes Polyeder Sß, das 
nicht TT ähnlich und ähnlich gelegen ist, ein ganz bestimmter einfacher 
Übergang zu einem Polyeder dieser Art ergeben, wobei das Verhältnis 
y^ bestänchg abnimmt und nach seinem Minimumwerte konvergiert. 

Wenn man in derselben Weise, wie wir soeben die Ungleichung (14) 
und die Bemerkungen über das Eintreten des Gleichheitszeichens in ihr 
behandelt haben, von den entsprechenden Sätzen über beliebige konvexe 
Körper Gebrauch macht, so kommt man zu den Sätzen: 

Unter edlen honvexen Körpern besitzen die Kugeln das Minimum von 
jj- Ist ^0 ein Jconvexer Körper, der ixine Kugel vorstellt, und Iconstrui^t 
man su jeder Btützehene von ^^ eine paralMe Ebene im Jisfande l auf 
der dem Körper dbgewandlen 8eUe der Ebene, so begrenzen diese sämtlichen 
Parallelebenen jedesmal wieder einen honvexen Körper Ä,; dann ist für diese 
Körper SEj die FmilcUon -p eine mit wachsendem l beständig abnehmende, 
und sie honvergiert für l = oo nach ihrem Werte für Kugeln. Während 
fiir eine Kugel 0^ = 363r<7"^ gilt, besteht danach für jeden Jzonvexen Körper, 
der Jceine Kugel ist, die beka/nnte ünglei<^img 0' > SöreJ"*, 

Die Begrenzung von S, wird von dei äußeren Pai aUelflache im Ab- 
stände l zur Begienzung von ß^ gebildet, und an diese Bemeikung knüpft 
sich leicht eine Ausdehnung dei letzten Satze auch auf nicht konvexe 
Körper, wie ich bei emei anderen Gelegenheit ausemandtr setzen will. 

*) Propriötee gtneiales des polyedres qni, aous uae itendu'' flupcrfiuelle dnnnße, 
reEfeiment le plus ^rand Tolume, ITathematiailie Anailen Bd 2, S 150 — Memoire 
oouronne par rAoademie Bcjale des fciences de Berlin du pris Stemer e» IS80. 
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§ 4. Bcstioiiiitiiig ejues konvoxen Polyeders unter Terweadung der 
Größen der Seitenflächen. 

8. Ea mögen alle Bezeiehnungea wie in 5. Geltung haben, nnd man 
setze allgeraein ^^(0 '^ ^Wi ^^^ Ungleichung (14) geht dann in 
(17) ^((1 ~ t)q,+ K) >{1- t)ip{q,) -h ti^ir;) 

über. Es sei nnn 2B in der Mannigfaltigkeit der n ■{- 1 Variablen 
Tu . . ., t\,w der durch 

»■i^O, ...,r„>0, 0£w£i>(r^) 
definierte Bereich. Aus (17) ist zu ersehen, daß mit irgend zwei Punkten, 
die diesem Bereiche 2B angehören, stets jeder Punkt der sie verbindenden 
Strecke zu ihm gehört. Da überdies wegen der Stetigkeit von ^(rj als 
Funktion der r^ dieser Bereich in jener Mannigfaltigkeit eine abgesehloasene 
Punktmenge ist, so stellt er einen ]convexen Körper in derselben vor, frei- 
lieb einen solchen, der sich auch ins Unendliche erstreckt. Wegen der 
Beziehung 'ip{tr^ = tt}>[r^) (t^O) ist 3B ein Kegel mit der Spitze im 
Nullpunkte rj = 0, , . ., r„ = 0. 

Es sei weiter SS die Menge der durch 

definierten Punkte. Die SegrenBwig Yon SCS wird von den Punkten aus 
5E3, für welche w = ist, und zudem von der Menge 5ß gebildet. Nach 
der Natur eines konvexen Körpers gibt es daher durch jeden Punkt von 
SS mindestens eine («-dimensionale) StiUsehene an SB, also eine Ebene, die 
3S ganz auf einer Seite liegen hat, abgesehen von den Punkten aus SSS, 
die sie selbst enthält. 

Sind i>i, ■ . ., p„ lauter Werte > 0, und ist J das Volumen, F der 
Flächeninhalt der v^^'^ Seitenfläche von 3ß(i>J, so besitzt, wie man leicht 
aus der Gleichung (1) erkennt, die Menge S im Punkte »\>^Pi, .--, r^^^P^t 
w ■= ii>{p^ die durch die Gleichung 

ZJ^w = F^r^ + h F^r^ 

dargestellte Ebene als Ta/ngentialebene. Diese Ebene ist somit die einzige 
Ebene durch den Punkt, welche überhaupt Stützebene an 2B sein könnte, 
und demnach gilt dann für jeden beliebigen Punkt j-j, . . ,, r„, w in SS stets 

(18) ^JHv ^ Fjrj + . ■ . + F^^r„ . 

9. Wir können nunmehr den folgenden Lehrsatz beweisen: 
Lehrsatz IL Es seien («,, ß^, y^) für v ^1, . . .,n irgend n Bich- 

kmgm,, unter denen sich drei tmabhängige finden, und F^ für v = 1, . ..,n 

irgend n gegelyene positive Größen so, daß 

Minkowski, Geiunmelte Abhäadlungen. n. 8 
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^F^a^ = 0, ^FJ^ - 0, ^F,r, " 
ist, endlich sei. o irgendein gegebener Funkt; d<mn existiert stets ein und nur 
em Komexes JPolyedet mit o als Schwerpunkt wtd mit n Seilenfläcfwn , wo- 
bei je eine Seüenfiaclie die Bichtunq ic:,., ß^if^) als äußere Normale und 
F, als Flacheninhalt hat 

Betvfia Wir setzen dei Einfachheit halber o als den Nullpunkt 
der Koordinaten vorana. Wir machen in hezug auf die gegebenen n Rich- 
tungen (o;„, ß^, y,) von den in 3, und 8. eingeführten Bezeichnungen Ge- 
brauch und bilden dazu gemäß 8. die Punktmengen 2B und SJ in einer 
n -\- 1-fachea Mannigfaltigkeit. 

Zunächst wollen wir annehmen, daß ein Bereich ^Cp,,) je mit F^ als 
GfrÖße der v*'" Seitenfläche und mit o als Schwerpunkt bereits bekannt 
ist, und wir beweisen, daß es nicht noch einen anderen Bereich derselben 
Art gehen kann. Da alle F^, > sein soUen, stellen die p^ gewiß tan- 
gentiale Parameter vor; da sie jedenfalls nicht alle Null sind, folgt aus 
(2) : J(i)J > 0, und da nunmehr der Schwerpunkt gewiß ein innerer 
Punkt in 'iß(p^ ist, fallen die Größen p^ sämtlich > aus. Nach (18) 
gilt für ein jedes System >*i ^ , . . . , r„ ^ , da alsdann r^ , . . . , r^, 
w = !/'{»',,) ein Punkt in 32 ist, stets 

3(^{jJ,))V(0 ^ i^i>-j + ■ ■ ■ + F^r^. 
Jetzt sei '^^{q^ gleichfalls ein Bereich mit als Schwerpunkt und F^ als 

Größe der r'™ Seitenfläche, so ist F^q^ -\ \- F^q^ = 3(i/f(g,,))^ und folgt 

daher mit Rücksicht auf die vorstehende Ungleichung ^''(pj ^ ti'(gj. 
Genau so würde i^(äj ^i/'CPv) hervorgehen und also müßte zunächst 
i^f^J = )/;(^^) sein. Dann würde also der Punkt »'1 = ^i, • ■ ■, »■„ = 2„, 
w = ^(äv) iii <^6i' Sfcützebene 

B{i>{pSfw = F^r,+ --- + F^r^ 
durch den Punkt r^~p^, . . . , r^ = p„, tv •= ^(i>J an SB liegen. Mit 
diesen zwei Punkten in einer Stützebene müßte die ganze sie verbindende 
Strecke zur Begrenzung von 33, also zu fS, gehören; es würde demnach 
in der Ungleichung 

■(^((l-()i>,+ ;3,)^(l-()'/'0.) + '^(S.) für 0<t<l 
stets das Gleichheitszeichen gelten. Dies hätte nach den Bemerkungen 
bei (14) zur Folge,' daß das System q^ von der Form 

Qr = cta^ + hß^ + cy^ + dp^ 
mit einem Koeffizienten <? > wäre. Dabei wäre nun d das Verhältnis 
yJXS^ '■ I^J(0 j ^^° =" If ^^'^ ^^ ^^'^^ '^'^ Schwerpunkte von ^{p^') und 
^($J übereinstimmen sollen, so hätte man weiter « = 0, 6 = 0, c = 0; 
also wäre ^{q,) nicht von ^(j5,) verschieden. 
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Icli will jetzt den Schnitt Ton SB durch die Ebene w = 1 mit 2B' 
bezeichaea. Ferner bedeute —^ das Volumen des speziellen Polyeders 
Sp (r^ = 1); der Punkt r^^ q, . . ., r^ = t^, w = 1 liegt dann in SS' und 
93, Es mögen nun irgendwelche positive Werte F^ von der im Lehr- 
satze angegebenen Beschaffenheit vorausgesetzt werden; es sei F das 
Minimum unter diesen Werten. Für jeden Punkt }\ =^ r/, . . . , r^ — >•„', 
«0 =1 in SB' gilt dann, wenn *■' das Maximum untei- den Werten r^' be- 
deutet, mit Rücksicht auf (12): 

(19) F^r,-+ ■■■ + F^r^^Fr'^F^fJiVJ) ^ F&. 
Für den Punkt »\'= p, . . ., r„'= p, mj = 1 in 2B' wird 

F,r,'+--- + Fy^{^F;)e. 

Nun wird durch die Bedingung FiV^' + ■ • • + F„rJ ^ {2^^ Q aus 3B' 
ein bestimmter konvexer Bereich ausgesondert, in dem für aUe Koordi- 
naten r/ obere Giienzen bestehen. In diesem endlichen Bereich wird der 
Ausdruck F-^r-^ -\- • ■ • -\- F^rJ ein bestimmtes Minimum besitzen, das zu- 
folge (19) jedenfalls > ausfallen wird und welches 3P heißen möge. 
Es sei »'i = jPi', ■•-,*■„= i'„', «f = 1 ein Punkt aus 3S', in dem dieses 
Minimum eintritt. Dieses Minimum ist zugleich das Minimum von 
F^r^^ + ■ ■ ■ + F^r^^' im ganzen Bereiche 3B', und also gilt in SÜJ' stets 
Fir^'+ ■ ■ ■ + F^rJ'^ SP und somit im Bereiche Sfö, der ein Kegel mit 
der Spitze im Nullpunkte ist, stets F^r^ + ■■■ -i- F„r„ ^ 5Pw. Die Ebene 

(20) j;yi-!---- + i^„r„==3!% 

ist nunmehr eine Stützebene durch den Punkt ^i ^ P^', ■■-,}'„ = p„', 
w = 1 an SB, dieser Punkt somit jedenfalls ein Punkt aus 3J, mithin das 
Volumen von ^(pj) gleich 1. Es seien a, 6, c die Koordinaten des 
Schwerpunktes von ^(i?,,') und allgemein 

so sind wegen 3{^^^^\ alle Größen 3/> 0; es entsteht nun ^(2/) 
durch Translation aus ^(j^/) und hat den Nullpunkt als Schwerpunkt. 
Wegen der für die Großen F^ vorausgesetzten drei linearen Gleichungen 
liegt auch der Punkt r^ = ?!',■■■,*■„ = $^'j w = 1 in der Ebene (20). Da 
durch diesen Punkt nur eine Stützehene an SS geht, so leuchtet ein, daß 

für das Polyeder ^(g^*) der Inhalt der v*™ Seitenfläche = -r~ ausfällt. 

Das Polyeder 5ß(^2v') ^^*' dann ein solches mit F^ als Größe der v'"" 
Seitenfläche und als Schwerpunkt, trägt mithin genau den im Lehr- 
satze geforderten Charakter, 

10. Es seien die n Richtungen (k^, ^^, yj wieder so beschaffen, daß 
der Bereich CyS: -^- ß^,y + y^z ^ 1 sich nicht ins Unendliche erstreckt, und 
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es seien F^(v = 1, . . .,n) irgend n Größen ^0, so daß ^F^a, = 0, 
^^tßv'^^i ^^vVm^^ isf-- Es sollen diese Größen nicht sämtlich 
Null sein, so daß F^-\- ■ ■ ■ -\- F„=^ > ist; sie brauchen aber jetzt 
nicht sämtlich > zu sein. 

Wir betrachten diejenigen Richtungen (k^, /3^, y^), zu denen ein 
i^^ >■ gegeben ist. Haben wir erstens den Fall, daß unter diesen Rich- 
tungen schon drei unabhängige vorkommen, so gibt es nach dem Lehr- 
satze II unter den Bereichen $(»",.) zu den gegebenen n Richtungen ein 
und nur ein Polyeder '^{p^ je mit F^ als Größe der r'™ Seitenfläche für 
v=l,...,w und noch mit beliebigem Schwerpunkte; wir woUen dann 
unter 3{F^ das Volumen dieses Polyeders Yerstehen. Zweitens mögen 
dagegen alle jene Richtungen (k,,, ß^, y^, für welche ein JF"^ > gegeben 
ist, einer einzigen Ebene E angehören. Nähern wir uns dann dem ge- 
gebenen Systeme F^ irgendwie vermittels solcher Systeme F}''\ die dem 
zuerst genannten Falle entsprechen, und konstruieren für diese jedesmal 
das zugehörige Polyeder ^(Pv'"') wie soeben, so konvergiert für diese 
Polyeder '^{^J^'^^) die senkrechte Projektion ihrer Oberfläche auf die Ebene 
E schließlich nach Null; es wird damit für diese Polyeder auch die 
kleinste unter ihren Breiten d (s, 2.) in den Richtungen dieser Ebene und 
zufolge der Formel (4): -jOd^J also auch 3{FJ!^y) stets nach Null 
konvergieren. In diesem zweiten Falle setzen wir demgemäß J(2^J = 0. 
Endlieh werde, wenn alle Größen i^^= sind, ebenfalls J(-FJ -= gesetzt. 

Auf solche Weise ist nun für jedes System F^ in dem durch 
{21} ^v^O, ^F^a,-=Q, 2FJ^ = 0, ^KVy^^ 

definierten Bereiche der Wert J(i^,,) eindeutig festgelegt und stellt dieser Wert, 
wie aus dem Lehrsatze II und den eben gemachten Bemerkungen leicht er- 
sichtlich ist, eine stetige Funktion der F^ in diesem ganzen Bereiche vor. 

Wir setzen nun (J (J"^)^ = ¥ (FJ- Dann gilt, wenn G,, und H^ 
(v = 1, . . ., «) irgend zwei Systeme in dem Bereiche (21) sind und noch 
V(ff,,) > ist, für jeden Wert i > und < 1 stets 

¥((1 -t)G, + tu;) ^ (1 - t)^{G;) + fV(s;), 

und zwar tritt das Zeichen — hier nur dann ein, wenn G^ t . . . : G^ 
^H,:...:H,^ ist. 

Daß in dem zuletzt bezeichneten Falle diese Ungleichung und zwar 
mit dem Zeichen = erfüllt ist, leuchtet ohne weiteres ein. Nehmen wir 
nun an, es sei nicht G^i . . .: G„ = H^: . . .: H^. Nach (18) gilt für 
jedes System von Größen r^ ^ stets 

(22) G,)-, + . ■ . -1- G„»-„ ^ 3H'(GJ^(>(0; 

(23) H^r^-Y--- + H^r„ ^ 3V(fi"J^I>(0. 
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Wegen "K (S^) > und ^ > gibt es ein bestimmtes Polyeder ^(p^) mit 
(1 — i)Gj + tS^ als Größe der v*™ Seitenfläche und dem Nullpunkt als 
Schwerpunkt. Für dieses Polyeder hat man dann 

(a-«(?,+i^0?i+---+(a-')ö„-f-^Ä>„=3H'(a-i)G,+iifji/.(i.j. 

Es sind dabei die p^ samtlich > und geht daher durch den Punkt 
^1=^^, ■ ■ ■,r^= ]p^f w •= ^{jß^ nur eine Stützebene an S3; nun gelten 
die Ungleichungen (22), (23) auch für r^^Pi, ■ ■ ■,1'n'^ PnS ^^^ *^^^ 
eben angeführten Grunde und weil nicht 

(1 - ff, + f ^1 : . . . : (1 - G„ + <-ff, ^ H, : . . . : Zf„ 
ist, hat dabei in der zweiten jedenfalls das Zeichen > statt. Man erhält 
somit aus ihnen 

(a-i)(?,+f^,)A4-.- + ((l-0G„+^irjÄ>3((I-i)V(GJ + #T(ir,))^(i5.); 
der Vergleich dieser Relation mit der davor angegebenen liefert un- 
mittelbar die zu beweisende Ungleichung. 

Es sei jetzt eine beliebige positive Gfröße. Unter allen Polyedern 
5P()'^) mit einer Gesamtoberfläche = gibt es, wie schon in 7, aus- 
geführt wurde, ein, bis auf Translationen völlig bestimmtes Polyeder 
wirklich mit n Seitenflächen, welches einer Kugel umbeschrieben ist. Es 
sei 0^ die Größe der v'"" Seitenfläche bei diesem Polyeder. Ist dann 
F^ {y^l, ...,n) irgendein von dem Systeme der 0^ {y = \, ...,n) ver- 
schiedenes System von Großen ^ im Bereiche (21) und gleichfalls mit 
der Summe -fi -f ■ ■ ■ + i^„ = 0, so gilt nach dem Lehrsatze I stets 
^(-^v) < '^i^^- Betrachtet man nun t, u als Parallelkoordinaten in einer 
Ebene und faßt die Punkte 0^(^1, it^^{(X-t)F^-{-t<i>^) ins Äuge, 
so bilden diese Punkte nach den vorhin gewonnenen Ungleichungen 
daselbst einen nach der Seite der wachsenden M hin konvexen Zug, und 
nach der eben gemachten Bemerkung hat dabei w für ^ = 1 seinen größten 
Wert. Nach der Natur eines solchen Zuges muß nun, wenn auf dem- 
selben M zugleich mit t am größten ist, auf seiner ganzen Ausdehnung u 
mit abnehmendem t beständig abnehmen. Danach stellt J((l — öF^+iO,,) 
im Intervalle ^ ( ^ 1 eine mit wachsendem t beständig wachsende Punk- 
tion vor. Damit ist ein sehr bemerkenswerter neuer Froseß gefunden, 
vm von dnem beliebigen der Folyeder ^ (»",.}, wddies nicM einer Kugel und 
^wair mit n Berührungen umbeschrieben ist, su einem Föbfeder 5ß(r^) dieser 
iesonderen Art übermgehen so, daß die Oberfläche sich nicht ändert tmd 
t wächst. 



% 5. KonTexe Körper mit Mittelpunkt. 

11. Es sei jetzt n eine gerade Zahl =2m und die 2m Eichtungen 
! ßvi ?v) (■"= 1, ■■ ■, 2m) sollen aus w Paaren entgegengesetzter Rieh- 
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tungen bestehen. Sowie sich unter diesen 2 m Riclituagen drei unabhängige 
finden, was wir jetzt voraussetzen wollen, zeigt sich "bereits, daß der Be- 
reich a^x + ß^y + y^s —1^0 (r = 1, . . ., )i) ganz im EndHchen liegt; 
denn es begrenzen alsdann die sechs Ebenen a^x + ß^y + y,ß = 1 za 
diesen drei Richtungen und den drei ihnen entgegengesetzten ein Parallel- 
epipedum, welches jenen Bereich ganz in sich schließt. 

Es sei 
(24) «™+^ = -^, ß^+^ = ~-ß^, rm+^-^-r^ (fi = l,...,m). 

Wir wollen aun von den Bereichen 5ß(rJ zu den 2»» gegebenen Rich- 
tungen nur diejenigen betrachten, bei welchen r^^^ = r für ji =■ 1, ...,m 
ist; einen solchen Bereich bezeichnen wir durch 5ß{r^), er ist stets ein 
Bereich mit dem Nullpunkt als MiMpunkt, und haben wir dabei stets 
F^_j, ^ F (it=l, ...,m), unter F^ die Größe der v'™ Seitenfläche des 
Bereichs verstanden. Bezeichnen wir das Volumen von ^l*"«) niit J[r^], 
so folgt aus (14) sogleich 

V'^iii-iK + t^ >a-i) Ms .1" + i V^V)Ä, 
und auch die Bemerkungen über das Eintreten des Gleichheitszeichens 
in (14) sind sinngemäß auf diese Ungleichung zu übertragen. Setzen wir 
yj"! r ] =!/'{»■,,), so ist danach der durch 

definierte Bereich in der Mannigfaltigkeit der m-\-l Variablen r^, . . ., r^^, w 
ein Jconvexer Körper; und durch jeden Punkt, wo »"i > 0, . . ., r^ > 0, 
«tJ = ^(r^,l ist, gibt es stets nur eine Stützebene an diesen Körper. 

Erwägen wir nun, daß für beliebige 2m Größen F^'^0 (v = 1, . . ., 2m), 
bei welchen F^_^_^^ F^ (ft = l, ,..,m) ist, wegen (24) die Gleichungen 
^F^o.^ ^ 0, ^FJ, = 0, ^F,y^ = stets eifüUt sind, so gelangen wir 
duioh ganz entsprechende Überlegungen wie in 9. zu dem Satze: 

Lehi aatz III Es snen (a , ß , y ) für /i == 1, . . ., m irgend m ver- 
schedenf Fathtiingm, %oh denen mich kdne zwn einander entgegengesetst 
sind und unter denen steh drei unabhängige finden, femer seien F^ für 
/t = 1 , , m irgend m posüive Größen, und v ein gegebener Funkt; dann 
gibt es stets em und nur ein konvexes Polyeder mit D als Mittelpunkt und 
mjf 2m paarweise parallelen Settenfldehen, von denen je em Paar als Jttch- 
tmigen der außertn Nmmalert (a^,ß^,yj und (— «„, ~ßM> ~~y/^ ""*^ '^ 
Gioße JpT Seltenflache F^ haben 

Wn 7iehen hieraus und aus Lehi-satz II sogleich die weitere Folgerung: 

Lehrsatz IV. Ein kojivexes Polyeder mit einer geraden Änsahl von 
Seitenflächen, wobei diese paarweise parallel und von gleichem Flächeninhalt 
sind, ist stets ein Polyeder mit Mittelpunkt. 



y Google 



Allgemeine Lehrsätze über die konvesen Polyeder. 119 

Denn es sei K = 2m die Anzahl der Seitenüäelien des Polyeders, 
i^vr ßt> Yv) ^^^ V = 1, . . ., n die Richtung der äußeren Normalen, F^ die 
Größe seiner v*^ Seitenfläche, und man habe «„^^ =- — a^,, ^„+^ = ~ ß^,, 
j>_^ = — ji F^^ =^ F (fi, = l, ...,m), endlich sei der SchweTpunkt 
des Polyeders. Nach dem Lehrsatze II kami es überhaupt nur ein konvesee 
Polyeder, also nur das vorgelegte geben, hei welchem alle die eben er- 
■wähnten Stücke in der betreffenden Weise eintreten; andererseits ist nach 
Lehrsatz III zu diesen Stücken speziell ein konvexes Polyeder mit o als 
Mittelpunkt vorhanden; mithin ist das vorgelegte Polyeder notwendig ein 
Polyeder mit Mittelpunkt. 

12. Wir können weiter den Satz aufstellen: 

Lehrsatz V. Wenn irgendwelche (nicht notwendig konvexe) Polyeder 
m endlicher AnsaM, von denen jedes emen MiUdptmU hat imd die unter- 
einander nur in Pmikten der Begrenzungen zusammenstoßen, dwch ihre 
Yermnigung ein Icowvexes Polyeder erfüUen, so hat dieses susammengesetzte 
konvexe Polyeder stets ebenfalls einen MitteJ^pmkt. 

Denn betrachten wir irgendeine Seitenfläche "^ dieses so zusammen- 
gesetzten konvexen Polyeders ^. Es sei {a, ß, y) die Richtung der 
äußeren Normale von %. Unter den Einzelpolyedern, deren Vereinigung 
^ vorstellt, finden sieh dann notwendig ebenfalls solche, welche sei es 
eine, sei es mehrere Seitenflächen mit (a, ß, y) als Richtung der äußeren 
Normalen darbieten. Bei jedem hier in Betracht kommenden Einzel- 
polyeder treten, da das Polyeder jedesmal einen Mittelpunkt besitzt, sym- 
metrisch in bezug auf diesen, zu den Seitenflächen mit der äußeren 
Normalenrichtung («, ß, y) ebeneoviele Seitenflächen mit der äußeren 
Normalenrichtung (— a, — ß,— y) auf; und irgend zwei einander auf diese 
Weise entsprechende Seitenflächen haben stets gleichen Flächeninhalt. 
Bilden wir den gesamten Flächeninhalt aller bei den Einzeipolyedern auf- 
tretenden Seitenflächen mit der äußeren Normalenricbtung (k, ß, y) und 
subtrahieren davon den gesamten Fläcbenhihalt aEer bei ihnen auftreten- 
den Seitenflächen mit der äußeren Normalenrichtung (— «, — ß, —y), so 
muß daher die Differenz = sein. Nun wird, soweit diese verschiedenen 
Seitenflächen im Inneren von Sß liegen, hier die Gesamtheit der Seiten- 
flächen der ereteren Stellung genau überdeckt von der Gesamtheit der 
Seitenflächen der anderen Stellung; also verschwindet für sich der Teil 
jener Differenz, welcher sich auf Seitenflächen bezieht, die (abgesehen 
vielleicht von Punkten ihres Randes) ins Innere von $ fallen. Weiter 
setzen diejenigen von den Seitenflächen der ersteren Stellung, welche auf 
die Begrenzung von ^ fallen, hier eben die Seitenfläche ^ von ^ zu- 
sammen. Nunmehr leuchtet ein, daß noch Seitenflächen der anderen 
Stellung übrig bleiben, welche zusammen eine begrenzende i 
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von 5ß mit der äußeren Normalen rielitiing {—a, —ß,~y) und genau von 
einem Flächeninlialt gleicJi dem von % ergeben müssen. Es sind danach die 
Seitenflächen des konvexen Polyeders ?ß paarweise parallel und von gleichem 
Flächeninhalt. Nach dem Lehrsätze IV ist somit ^ ein Polyeder mit Mittel- 
punkt. 

§ 6. Konvexe Restbereiche. 

Die Gesamtheit der Punkte X, y, z, für weiche sowohl x, wie y, 
wie s ganze rationale Zahlen sind, soll das Zahlmgitter heißen; ein ein- 
zelner Punkt daraus heiße ein Gitterpiinkt. Unter einem konvexen Mest- 
bereich soll ein konvexer Eörper S von solcher Art verstanden werden, 
daß S = ^0 ^'^^ "^iö Gesamtheit derjenigen Körper S^ ^ ^, die aus ^ooo 
durch die Translationen vom Nullpunkte 0, 0, nach den verschiedenen 
anderen Gittei^punkten a, h, c hervorgehen, den ganzen Raum lückenlos 
überdecken, und zwar so, daß irgend zwei von diesen Körpern höchstens 
in Punläen der Begrenmng zusammenstoßen. 

Lehrsatz VI. Ein jeder konvexe Bestbereich ist ein konvexes Polyeder 
mit Mittelpunkt tmd wird von nicht mehr als 2(2^— 1) Seitenflächen be- 
grenzt; dabei ist weiter jede Seitenflädie em konvexes Polygon mit MittelpunM. 

Beweis. Ea sei ^^ = ^^^0 ^'■'^ konvexer Restbereich; man erkennt 
sofort, daß S nicht einen ganz im Bndlichen gelegenen konvexen Körper 
von einem Volumen > 1 enthalten kann und somit selbst ganz im End- 
lichen liegen muß; also wird ^ auch nur mit einer endlichen Anzahl der 
anderen Körper S^ ^ c ^^ Punkten der Begrenzung zusammenstoßen. Da der 
Körper S von jedem dieser Körper S^ j ^, mit dem er zusammentrifft, 
durch eine gemeinsame Stützebene geschieden werden kann, so daß die 
gemeinschaftlichen Punkte beider Körper in dieser Ebene und im übrigen 
der eine ganz auf der einen, der andere ganz auf der anderen Seite von 
ihr liegt, so leuchtet zuvörderst ein, daß S jedenfalls ein von einer end- 
lichen Anzahl von Ebenen begrenztes konvexes Polyeder ist. 

Wir wollen unter S denjenigen Körper verstehen, der zu S sym- 
metrisch in bezug auf den Nullpunkt liegt; dann ist S ebenfalls ein kon- 
vexer Restbereich, so daß die sämtlichen Körper S^j^, die aus S durch 
die Translationen nach den einzelnen Gitterpunkten a, h, c entstehen, den 
ganzen Raum erfüllen und dabei je zwei unter ihnen stets in den inneren 
Punkten durchweg verschieden sind. Es wird nun unter allen diesen 
Polyedern £„ ^ ^ eine endliche Anzahl von solchen geben, welche ins Innere 
von & eintreten; und der Körper St erscheint dann genau zusammen- 
gesetzt aus den einzelnen Polyedern, welche S mit diesen einzelnen 
Körpern S^^, gemein hat. Nun ist ein Bereich ß^^,, jedesmal sym- 
metrisch zu S' in bezog auf den Punkt — , — , -^j ^^^ Polyeder, welches 
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St un 1 £ (, gerne n Ea,ljeu w rd danach ein P lyeder mit -^, -yj v ^^^ 
Mitteljuikt 3P1Ü Es ei chemt ilso S zeilegt in eine endliche Anzahl 
Yun Polyedei i mit Mitteljunkt iich dem Lehisitze V ist daher St seihst 
ein Polyedei mit Mittelpunkt 

Da durch eme Trai^lation eines kunvexen Ee tbereichs offenbar stets 
wieder ein aolchei Beie ch hervoi^eht '*o wollen w r jetzt der Einfachheit 
■wegen amehmen t,s hihe Sl den Nullpinkt als Mttelpunkt, Betrachten 
wu nun irgende ne Seitenflauhe © von ft = SQ„o so gibt es unter allen 
ubiigen Polvelem k^^^ eines oder mehieie welche sich an diese Seiten- 
flache m t emem Flauhenstuck ("nicht bloß mit Punkten einer Kante) an- 
legen Ist Uta«, ß'^ deraitiges Polyeder so ist das Flächenstiiek aus @, 
das S und Si^j gemein haben da fi^ ^ symnietiisch zu S in bezug auf 
den Punkt — -^ — ist e i Polygon mit —>■—, y ^^ Mittelpunkt. 
Danach eibcheint das konvexe P^lygDU ® zeilegt in Polygone mit Mittel- 
punkt und V n die«en ist noch leicht eis chtlieh, daß sie untereinander 
nm in den Rändern zi sammentieffen können Ann gilt ein dem Satze V 
gmz entsprechen 1er Sitz fir zwei Dimensionen und danach ist die 
Fldche @ n twenlig selbst em P lygon mit Mittelpunkt. 

Vi le sich temei ergeben hat 1 egt auf der il che S, noch von ihrem 
Rinde algeseheu mindestens ein Punkt — — , — , wo a, h, c ganze 
7ahlen smd DaVei können a 1 r niemals samthch gerade Zahlen sein, 
Tvel die Gitteip inkte im Imeren der bet at,hteten Polyeder liegen. 

Andererseits kann kein Punkt y o "t '^^^ "^^^ ^> ^' ^ gaii^ö 
Zahlen, aber nicht sämtlich Null sind, ins Innere von S' fallen; denn 
sonst hätte ^ mit dem Körper S„ ^ ^ einen inneren Punkt gemein. Es 
sei nun © eine Seitenfläche von St, die von © und auch von der zu @ 

parallelen Seitenfl.äche verschieden ist, und "v ? ■«" ' T ^^" ^ dieser Seiten- 
fläche, aber nicht auf ihrem Bande gelegener Punkt mit ganzen Zahlen 
ä, b, c; dann kann nicht ä^a, h^i, c ^c (moA 2) sein, da sonst 

—r—, "t" , T" ein Punkt der eben besprochenen Art im Inneren von 
S wäre. Da es nun im ganzen 2^—1 nach 2 inkongruente und von 
0, 0, (mod 2) verschiedene Systeme a, l, c (mod 2) gibt, so besteht 
danach die Begrenzung von ® aus höchstens 2(2^— 1) Seitenflächen. 

Die Lehrsätze I— VI sind hier nur für komplexe Polyeder im Räume 
von drei Dimensionen ausgesprochen, sie sind mit ihren hier auseinander- 
gesetzten Beweisen unmittelbar auf Mannigfaltigkeiten von beliebig vielen 
Veränderliehen zu übertragen. 

Zürich, den 22. JuU 1897. 
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über die Begriffe Länge, Oberfläche und Volumen. 

(Referat iiliet einen Vortrag; Jahresbericht der Deuiachott Mathematikervereinigung, 
Band IX, S. 115— lai-) 

1. Der Begriff des Ausdehnuagsintegrals in einer Mannigfaltigkeit: 
/ dx^ dx^ . . . dx^, d. i, für w •= 3 der Begriff des Volumens eines Körpers, ge- 
hört zu den elementarsten Begriffenin der Analysis des Unendlichen ;e9 knüpft 
dieser Begriff nnmittelbar an den Begriff der Anzahl an. (Vgl. C. Jordan, 
Conrs d'Analjse, 2« ed., T. I, pp. 18—31.) 

Wesentlich schwieriger als die Einführung des Volnmeii begriff s ist 
die Begründung der Lange einer Kurve als Grenze der Länge von Poly- 
gonen, die der Kurve geeignet eingeschrieben sind, und der Oberfläche 
einer Jcrmmnen Fläche als Grenze der Oberfläche von Polyedern, die in 
bezug auf die Fläche geeignet konstruiert sind. 

Man kann jedoch diese anderen Begriffe Länge und Oberfläche auch 
allein aus dem Begriffe des Volumens mittels eines einfachen Grenz- 
überganges entwickeln: 

Es sei C eine Kurve. Um jeden Punkt von G als Mittelpunkt denke 
man sieh eine Kugel mit dem Radius r abgegrenzt, unter r eine feste 
positive Größe verstanden. Die Menge aller derjenigen Punkte des 
Itaumes, welche in das Linere oder die Begrenzung von wenigstens einer 
dieser Kugel zu liegen kommen, definiert uns den Bereich der Entfernung 
^ r von der Kurve C. Es sei F(f) das Volumen dieses Bereichs (falls 
ihm ein bestimmtes Volumen zukommt), so kann der Grenzwert von 
— ^ für ein nach JfuU abnehmendes r (falls dieser Grenzwert esistiert), 
als die Länge der Kurve C eingeführt werden. — Es sei JF eine FMche. 
Man konstmiere in entsprechender Weise den Bereich der Entfernung <, r 
von F. Es sei V(r) das Volumen dieses Bereichs, so kann der Grenz- 
wert von ~,- für ein nach Null abnehmendes r (vorausgesetzt, daß die 
Größe V(r) sowie dieser Grenzwert existiert), als die Oberfläche der Fläche 
F eingeführt werden. 
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Es ist einleuclitend, daß hierbei zunäehBt die Länge einer geradlinigen 
Strecke und die Oberfläche eines ebenen Dreiecks genau mit den ge- 
wöhnlich dafür angenommenen Wei-ten sich ergeben; infolgedessen werden 
überhaupt in regulären Fällen Längen und Oberflächen in dem eben er- 
klärten und andererseits in dem üblichen Sinne die gleichen Werte vor- 
stellen. 

2. Die soeben gegebene Definition einer Oberfläche führt uns zu einer 
bemerkenswerten YeraUgemeinerang des Begriffs Oberfläche, indem wir 
an Stelle Ton Kugeln beliebige einander ähnliche und ähnlich gelegene 
konvexe Körper verwenden. Ich werde mich hier auf die Betrachtung ge- 
schlossener Flächen beschränken. 

Unter einem konvexen Körper verstehe ich eine Punktmenge im 
Baume, welche abgeschlossen ist, die Eigenschaft hat, mit einer beliebigen 
Geraden stets entweder eine Strecke oder einen Punkt oder keinen Punkt 
gemein an haben, imd endlich nicht ganz in einer Ebene hegt. Eine kon- 
vexe Fläclie bedeute die vollständige Begrenzung eines konvexen Körpers. 
Denken wir uns nun einen beliebigen konvexen Körper K zugrunde ge- 
legt. Es sei G die Begrenzung von K und irgendein bestimmter in- 
nerer Punlit von K. Ich will G die Fläche der Distanz 1 von nennen 
(auch die Eichfläche der Distanzen). Ist P ein beliebiger Punkt und r 
eine positive Größe, so soll dann anter der FläcIie der Distanz r von P 
diejenige konvexe Fläche ff verstanden werden, welche P umschließt und 
mit G ähnlich und ähnlich gelegen ist derart, daß je zwei gleichgerichtete 
Itadienvektoren von P nach H und von nach G stets in ihren Langen 
das konstante Verhältnis r : 1 darbieten. Der von dieser Fläche H um- 
schlossene konvexe Körper ist dann der Bereich der Distanz ^ r von P. 

Es sei nun F eine beliebige, ganz im Endliehen gelegene geschlossene 
Fläclie, d. h. eine Punktmenge, mittels deren der ganze Raum sich in 
zwei aljgeschhssene Mengen, A und J^ zerlegt, von denen eine jede die 
Menge F als voüstcmdige Begrenzung besitzt und welche sonst unter- 
einander keinen Punkt gemein haben; dasjenige von diesen zwei durch F 
geschiedenen Baumgebieten, in dem keine Greuzen für die Koordinaten 
der Punkte vorhanden sind, A, heiße der äußete Eaum von F, das andere, 
J, der innere Itaum Ton F. Wir denken uns um jeden Punkt von F 
den Körper der Distanz ^r von dem Punkte abgegrenzt Es sei ^^(j"), 
bzw. Qj(r') der Teil des Gebiets A, bzw. des Gebiets J, welcher von der 
Gesamtheit aller dieser Körper Überdeckt wird, weiter V^(r), bzw. Vj{r) 
das Volumen von ^^(r), bzw. von Qi(r), so heiße der Grenzwert von 

-^ — , bzw. — — für ein nach Null abnehmendes r die verallgemeinerte 
w, Innenoherfläche (abgekürzt v. AO. bzw. v. JO.) von F, 
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immer stiÜBchweigend vorausgesetzt, daß die betreffenden Volumina und 
Grenzen existieren. Die halbe Summe aus v. AO. und v. JO. von F 
beiße die veraUgemeinerte Oberfläche von F. 

3. Die Existenz der hier in Frage kommenden Grenzwerte läßt sieh 
in einfacher Weise dartun, wenn die zu behandelnde Fläche F, ebenso wie 
die Eichfläehe der Distanzen G, eine lionvexe Fläche ist. Dann ist der 
innere Raum J von F ein konvexer Koiper, und es sei C„ scm Volumen. 
Der Baum QAif) wird hier jedesmal außer von F noch von einer zweiten 
konvexen Pläcbe F^ir) begienzt, der Flache derjenigen Punkte in A, für 
welche die kleinste Distanz von den Punkten in F gleich ; ist 

Sind zunächst sowohl J wie K Poh/eäer, d. h je von emei endlichen 
Anzahl von Ebenen vollständig begienzt, so wud auch dei von -Fd(r) 
begrenzte konvexe Körper bei behebigem Werte des r ein Polyeder sein. 
Bei Zugrundelegung irgendeines PaiaUelkoordinaten^ystems eiweisen sich 
alsdann die Koordinaten der Ecken von FA{r) als ganze lineare Funk- 
tionen von r, und vermöge der dreireihigen Determinanten für Volumina 
von Tetraedern erscheint hernach F^(j*) als eine bestimmte ganze Funktion 
dritten Grades von r, d, h. der vierte Differeniialquotient der FtmlcHon 
VA(r) ist gleich NuU. 

Kirn kann man eine beliebige konvexe Fläche stets duich zwei Poly- 
ederflächen annähern, von denen die eine ganz im inneren ßiume, die 
andere ganz im äußeren Räume der Fläche verliuffc, und welche mit- 
einander ähnlich und ähnlieh gelegen sind, und zwar noch derart, daß 
dabei das lineare Dilatations Verhältnis zur Erzeugung der zweiten Poly- 
ederfläche aus der ersten beliebig nahe an 1 liegt. (Vgl. meine Geo- 
metrie der Zahlen, S. 33.) Wenden wir diesen Hilfssatz sowohl in bezug 
auf die eine Fläche F, wie auch in bezug auf die Eichfläehe G an, so zeigt 
sich, daß jene Eigenschaft des Verschwindens des vierten Differenzen- 
quotienten von F^(»") sich von Polyeder flächen sofort auf zwei beliebige 
konvexe Flächen F, G überträgt. Danach wird in allen Fällen das Vo- 
lumen des von FA{r) begrenzten Körpers einen Ausdruck haben: 

W{r) = 0(, + r^(r) = Co + ^C,r + SC.r" + C^r', 
wo C(|, Ci, Cg, Og gewisse von r unabhängige Konstanten sind. 

Nunmehr wird SC^ die verallgemeinerte Außenobei-fläche von F. 

Man erkennt leicht, daß bei Veränderung des Punktes im Inneren 
von K die Größen C,,, C^, C^, Cg sich nicht ändern, daß sie also nur 
von den zwei Flächen F und G, nicht von dem Punkte abhängen. Ver- 
tauscht man die Rollen dieser zwei Flächen, so treten an die Stelle von 
Co, 3C„ SCs, C3 die Werte C^, 30^, 30„ C^. Es ist also Q das Vo- 
lumen von K und 3(7, die v, Außenoberfläche von G, wenn F als Eich- 
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fläche der Distanzen benutzt wird. Alle Größen C^, Gi, Cj, Cj sind da^ 
nach positiv. 

Für den hier eingeführten Begriff der v. Außenobetfläche heben wir 
ala in gewissem Sinne charakteristisch die Eigenschaft hervor: 

Enthält ein koTwexer Körper einen anderen konvexen Körper in sich, 
so hesitzt stets die Begrenzung des ersteren Körpers eine größere v. Außen- 
oberfläche. 

Weiter läßt sich zeigen: Die v. Innenoberfläehe einer konvexen Fläche 
F ist gleich dem Werte, der für ihre v. Außenoherfläehe entsteht, wenn 
die Eichfläche der Distanzen G durch die zu ihr in hezug auf den Punkt 
symmetrische Fläche ersetzt wird. Danach erweisen sich v. Außen- 
oberfläche und t. Innenoberfläche für eine konvexe Fläche F stets als 
gleich, wenn die Eichfläche eine Fläche mit Mittelpunkt ist. 

Wird nunmehr als Eichfläche eine Kugelfläche vom Radius 1 ge- 
nommen, ao erweist sich 3{7j als die Oberfläche der konvexen Fläche F 
im üblichen Sinne, während alsdann 3 C^ die gesamte mittlere Krümmung 
von F darsteRt. 

Endlich machen wir die folgende Bemerkung: 

Sind F und G miteinander ähnlich und ähnlieh gelegen (worunter 
der Fall einzubegreifen ist, daß die Flächen durch bloße Parallelverschiebung 
auseinander hervorgehen), so ergibt sich 

0, Cj (7, V C^' 

4. Von diesen Betrachtungen wiH ich hier hauptsächlich Gfebrauch 
machen, um einen neuen und strengen Beweis für den Satz zu geben, daß 
imter allen Itonvexen Körpern von gleichem Volumen die Kugel die kleinste 
Oberfläche hat, und um zugleich diesen Saiz auf einen inJialtreicheren und 
analytisch einfacheren swrücksuführen. 

Ich stütze mich dabei auf den folgenden, von Herrn H. Brunn*) be- 
wiesenen Satz: 

Es seien J^ und J^ zwei beliebige konvexe Körper, die nicht mit- 
einander sowohl ähnlich wie ähnlich gelegen sind, vom Volumen W^ 
bzw. Il^i- Verbindet man jeden Punkt von J^ mit jedem von J^ und 
teilt die Verbindungsstrecke jedesmal in einem festen Verhältnisse f : 1 ~t, 
wobei < i < 1 ist, so erfüllt die Menge aller verschiedenen solchen Teil- 
punkte wieder einen konvexen Körper J, und gilt für dessen Volumen W, 
die Ungleichung: 

_^^_^^ v^t >(i - y^o + tfw^. 

*) Inaugaraldiesertation, München, 1887, S. 31. — Herr Brunn hat freilich an 
der angeführten Stelle auedrüclclich die Meinung geäußert : „Zum Beweise der 
Maximal eigen ach aft der Kugel läßt sich dieser Satz nicht verwenden," 
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Wir nehmen nun an, es seien die Flächen F und G nicht einander 
ähnlich und ähnlich gelegen, und können aladann diesen Satz in der 
Weise anwenden, daß wir für J^ und J^ die zwei konvexen Körper nehmen, 
welche von zwei der oben betrachteten Flächen -F^(r) für irgend zwei 
Werte r = *■,, und r ^r^ begrenzt werden; für J^ erscheint hierbei der von 
FA(y) für »■ = (1 — ()ru + (rj begrenzte Körper, Die entstehende Un- 
gleichung koinnit nun darauf hinaus, daß die durch 

%v =yW{r) 
für r ^ dargestellte Kurve, wenn mau r und w als Abszisse und Ordi- 
nate in einer Ebene deutet, überall konvex auf ihrer der r-Aehse ab- 
gewandten Seite ist, oder anders formuliert, daß 

ist im ganzen Bereiche »■ ^ 0. 

Führen wir den in 3. gewonnenen Ausdruck von Wif) ein, so muß 
danach 

für alle Werte r ^ stets > sein. Hierfür wieder sind die zwei Be- 
dingungen 

(I) Ci^ - (\C^ > 0, 

(II) C/-C,Cä>0 
oder also die Ungleichungen 

erforderlich und hinreichend. 

Beachten wir, daß wir die Rollen der beiden Flächen F und G ver- 
tauschen können und daß alsdann an Stelle der Größen Cj,, C,, C^, Cg 
diese Größen in umgekehrter Folge treten, ao sehen wir, daß vermöge 
dieser Reziprozität die Ungleichung (I), für swei beliebige honvexe Flächen 
genommen, bereits die Ungleichung (II) in sieh schließt. 

Kun leiten wir aus (I): 

dann aus (II): 

also mit Elimination von C,: 

her. Nehmen wir jetzt für die Eiebfläche der Distanzen eine Kugelfläche 
vom Radius 1, so ist 
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ferner C^ das Yolumea und SC^ die OfcerÜäche des von F begrenzten 
Körpers im gewöhnlichen Sinne; setzen wir 

o, = ¥«". 

so folgt daher 3(7^>4;tJ^^, d. i. der Satz, daß unter allen konvexen 
Körpern TOn gleichem Volumen die Kugel die kleii^te Oberfläche besitzt. 
Diese Eigenschaft der Kugel erscheint aber hier als Ausfluß des weit 
aligemeineren und analytisch einfacheren Theorems 

welches sich auf zwei beliebige koiiTexe Körper bezieht. Dieses Theorem 
liefert im speziellen, wenn man für einen der Körper die Kugel nimmt, 
zwei neue, die Kugel unter allen konvexen Körpern charakterisierende Be- 
ziehungen: Nämlich unter allen konvexen Körpern von gleicher OberfiUche 
besitzt die Kugel erstens die kleinste mittlere Krümmung, zweitens das 
größte Produkt aus Volumen und mittlerer Krümmimg. Ans beiden Sätzen 
zugleich resultiei-t als Folgerung jene bekannte isoperimetrische Eigen- 
schaft der Kugel. 

5. Der Schluß des Vortrags brachte noch ein Theorem über die 
Bestimmung einer geeehloseenen konvexen Fläche, wenn für sie in jedem 
Punlite die Gaußische Krümmung als Funktion der Normalenrichtung in 
dem Punkte beliebig vorgesehrieben ist. 
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XXIV. 

über die geschlossenen konvexen Fiäclien.*) 

Im folgenden teile ich einige Resultate einer Untersuchung über ge- 
schlossene konvese Flächen mit. Ich bin zu dieser Unterauchung durch 
den Satz, daß unter allen Eörpem gleichen Volumens die Kugel die kleinste 
Oberfläche hat, angeregt worden. 

Der Einfachheit wegen wiU ich mich hier auf die Betrachtung solcher 
konnexer Flächen beschränken, die in jedem Punkte eine bestimmte Tan- 
gentialebene and bestimmte endhche Hauptkrümmungsradieu haben. 

1. Es bedeute Q die Kugelfläche mit dem Nullpunkte als Mittel- 
punkt vom Radius 1, und es seien cos tp sin &■, sin ijj sin ^, cos & die 
Koordinaten eines beliebigen Punktes TT dieser Kugelfläche. 

Es bedeute K einen beliebigen konvexen Körper; es sei 
X cos ■$ sind- -\- y sin ^ sin ^ + « cos 9 ^ H 
die Gleichung derjenigen Tangentialebene an die Oberfläche von K, welche 
die Richtung OTT als äußere Normale hat. Dabei stellt dann £"eine ein- 
deutige Funktion auf der Kugelfläche Q vor, und durch Angabe dieser 
Funktion H.{&, ^) ist der Körper K bereits vollständig bestimmt. 

Setzt man 

r^—^-^-l-*^''!^^-!- TT 

ao ist Eu^ ■}- 2Suv + Tv^ eine positive quadratische Foi-m. Bekanntlich 
JBt It -\- T die Summe, HT — S^ das Produkt der Hauptkrümmungsradien 
im Berührungspunkte jener Tangentialebene. 



*) Diese Abhandlimg eracliien in den Comptes renduB de 1 Acadninie des Scienoea, 
Paris 1901, t. 133, pji 21 — 24 m einer lom Veifaeaer hprruhrpnden französischen 
XTbereetzung unter dem Titel f'iir lea surfaces convPsea fermea Dieser Abdruck folgt 
dam deutschen Origmalmanußkwpt Einige Znaatze der frinauaiacliPn Ausgabe sind 
übersetzt und in KlammPrn [] hin/ug-pfugt wcidpn (Anm 



y Google 



über die geschlosaenen konvexen Flächen. 129 

2. Es seien nun K^, K^, K^ irgend drei konvexe Körper, und die 
Größen H, B, S, T für sie mögen durch Hinzufügen von Indizes [bzw. 1, 2, 3] 
unterschieden werden. 

Ich bezeichne alsdann den Wert des Integrals 

erstreckt über alle Elemente da = sm&d9d>p der Kugelfläcbe Q, als das 
gemischte Volwmen der Köi-per Ki, K^, K^. 

Dieses Integral fällt stets positiv aus, und der Wert dieses Integrals 
ändert sich nickt, wenn die Körper irgendwie permuHeH werden, femer 
auch nicht, wenn die Körper irgendwelchen Translationen unterworfen 
werden. 

Sind die drei Körper identisch mit einem einzigen Körper, so stellt 
das Integral das Volumen dieses Körpers vor. 

3. Drei konvexe Körper Ki,K^,K^ mögen unabhängig heißen, wenn 
zwischen ihren Funktionen H^, .ff^, H^ keine identische Relation 

WfRj -f tv^H^-'r % Hg = 0^0 cos ^ sin^Ö' -f yosinif-sin* + ggQos&- 
mit irgendwelchen 6 [von & und »^ unabhängigen] Konstanten w^,Ws,w^, 
Xgf )/o, 2|j besteht. 

Sind ifj, jfiTj, 7fg beliebige konvexe Körper mit den drei zugehörigen 
Funktionen ff^^, H^, S^ und sind tv^^tv^tW^ irgendwelche Konstanten ^ 0, 
jedoch nicht aUe drei gleich Null, so wird durch die Funktion 

jedesmal wieder ein konvexer Körper K bestimmt. Das Volumen dieses 
Körpers ist alsdann 

F{Wi, Wj, Wj) =^^^^1 k i'^'^i'-'^k^i (}> itj ^ = Ij 2, 3), 

wo Af j , das gemischte Volumen von K^, Äj., K^ ist. Nunmehr gilt folgendes 
Theorem : 

Die Fläche 

i^(Wi, WjjWs) = 1, 
[wo w^, w^, Wj als rechtwinklige Koordinaten aufgefaßt werden] ist im 
Gebiete w^^Q, Hj^ 0, Mj^O eine Jontexe Flache, welche ihre Konvexität 
nach der dem NuUptttilie ahgeuandt&i Seite Jichit 

Sind Kl, K^, K^ undbJiangig, so enthalt diese Flache wuch niemcds eine 
gerndl'migp. Strecle ilsdann tst die Determinante 
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und sind die ztvei entsprechenden Däerminanten [die als ersten Index 2 
oder 3 an Stelle von 1 enthalten] positiv und sind 

I Au- Ais 1 

Ia"!aJ^ 

imd alle entsprechenden Verbindungen samUich negativ. 

Inabesondere folgt daraus: 

Sind swei honvexe Körper K^, K^ nickt ähnlich und ähnlich gelegen, 
so giÜ stets A A ^ A^ A A <f A^ 

Hierin ist Ä ^^ das Volumen von K^ Nimnd man nun insbeöonäoe Ä, 
gleich einet Kugel vom Radms 1, so y,iid femer Sjijj, die Große der Ober 
flache hon K^ und weiter S^^jj die gesamte mftlete Kni/tmnunq dieser Flache, 
wahrend endlich j4 gg = -g- ist Auf diese Weise eihalt man die Satze 

Untet allen lomeien Kotpein ton gleicher ObetflacM Jiat die Kugel 
das grüßte P) odult am J'olumen und mittlerer Kt ummung, ferner dielletntte 
nuttlere Ktumrnung u/nd dimch beides sdiheßhch das größte Vdumen 

Eine andere Folgeiung dei letzten Ungleichungen ist diese 

Hat ein lonveter Kotpei ein Volumen = 1, ohne ein Würfel mit Seiten 
flachen pariUel den Kvotdtnatenebenen M sein, so ist stets das at ithmeiisehe 
Mittel «Ms den Flächeninhalten seiner drei Pioj Itirnen auf die dtn Ko 
ordinatenebenen > 1 

4 Es sei G{S',il) eine aif der KtigJflicht £3 eindeutige und stetige 
Funktion udche daselbit iibetall>0 ist uid noch dei i t btbJi/fci löt 
daß die dret Integrale 

ubet dicbe qa/nze Kugelflache etstreckt, sämtlich versehwinden. Alsdann 
cMStiert stets ein 'konvexer Korper K, für den die Gaußisclie Krümmung in 
dem FunMe, dess&n äußere Normale die Riehtungs'kosimis cos i/i sin &, 
Bin ^ sm d-, cos & hai, gleich G(&, ^) ist, umd dieser Körper ist bis auf eine 
beli^ige Translation, die man ihm noch eHälen Tcann, eindeutig bestimmt. 
Man kann nämlich unter allen konvexen Körpern vom Volumen 1 
zunächst einen Körper derart bestimmen, daß für seine Funktion .H der 
Wei-t des Integrals ^ 

J-J§ä«, 

möglichst klein ausfällt. Dieser Körper ist bis auf eine Translation völlig 
bestimmt; erlangt für ihn das Integral J" den Wert l, so entsteht aus 
diesem Körper durch Dilatation im Verhältnis yj: 1 der gesuchte Körper K, 
für den IiT-S^=^ ist 
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Theorie der konvexen Körper, insbesondere Begründung 
ilires Oberfläclientjegriffs.*) 

I. Kapitel. 

Die konvexen Körper als Punktgebilde. 

§ 1. DeSuition der konTexcn Körper. 

Eine Puüktmenge soll ein konvexer Körper Keißen, ■wenn sie 1" mit 
einer beliebigen Geraden jedesmal sei es eine endliche Strecke, sei es 
einen Punkt, sei es keinen Punkt, gemein hat und 2° nicht ganz in einer 
Ebene gelegen ist. 

Es sei S ein konvexer Körper. Nach Voraussetzimg enthält Ä irgend 
Tier nicht in einer Ebene gelegene Punkte a, &, c, i. Mit a und 6 ent- 
hält S nach Voraussetzung von der durch a imd & gehenden Geraden 
jedenfalls die ganze Strecke ab, sodann mit c jeden Punkt des Dreiecks a6c, 
weiter mit b jeden Punkt des Tetraeders Q&cb. Es besitzt also die Pankfc- 
menge ^ jedenfalls auch innere Punkte, — Indem wir eine Parallel- 
rerschiebung (Translation) von St zulassen, können wir einen beliebig ge- 
gebenen Punkt als inneren von ® annehmen. 

§ 2. Die Dlstanzfimktiou fiir einen konvexen Körper, welcher den 
Nullpunkt im Inneren enthält. 

Der konvexe Körper Ä enthalte den Anfangspimkt o der reehtwmkligen 
Koordinaten x, y, s als einen inneren Punkt 

Ziehen wir vom Nullpunkte aus in tiner beliebigen Richtung einen 
geradlinigen Strahl, so muß dieser nach 1" mit ^ jedesmal eine bestimmte 
Strecke Opo gemein haben. Es seien ■'^oi ^oj ■^o ^'■^ Konidmaten des End 
punktes pg dieser Strecke, so wollen wir, v.enn a,,y z die Koordinaten 

*) Diese bister unveröffentlichte Athandl mg de b th im Na hhß gelundeii 
hat, ist der erste Teil eines größeren Werkes ul ei 5ie Theorie der konvcen Keiner 
Vom zweiten Teil sind nur wenige Paragraphen Tiimgefuhrt deren Resultate wenn 
auch nach andern Methoden algeleitet, in die Abhandlung VDlumen und Ober 
fläche" übergegangen aind. (Anm. d. Heiausg.) 



y Google 



1.32 2ur Geometrie. 

eines völlig beliebigen Punktes p jenes Strables sind, den gemeinsamen 
Wert der Quotienten 

setzen und die so entstehende Funktion f(x, y, z) die ßistansfunktiott des 
Körpers S nennen. 

Für die Terscbiedenen Punkte fi^ ist dann f{Xg, j/g, Zq) = 1, und für die 
Punkte der Menge Ä und nur für diese Punkte gilt f(x, y, s) ^ 1. Die hier 
eingeführte Funktion f{x, y, £) besitzt nun die folgenden Eigenschaften: 

1. Für jedes von 0,0,0 verschiedene Wertsystem x^y,s\s,if(x,y,s)'>^\ 
ferner ist /'{O, 0, 0) - 0; 

2. Man hat immer 

f{tx,ty,ts) — if{x,y,s}, 
wenn ^ > ist. 

3. Für beliebige zwei Systeme «1,2/1,^1; x^^y^jS,^ gilt allgemein: 

/■(%, »/i, %) + f{^i, y-t, ^s) ^ /■(*! + ^i, Vi + Vi, h + ^a)- 
Ist eines der Systeme mit 0, 0, identisch, so versteht sich diese 
Relation wegen /"(O, 0, 0) = von selbst. Wenn -^- = -?^^- = -^ > ist, 
folgt sie ans 2. Nehmen wir jetzt an, es seien die Punkte pj_{x^^,yi,^i) 
und ^iis:^, Vi) ^i) von d verschieden und auch die Richtungen op^ und opa 
voneinander verschieden. Wir setzen 
f{xi,yu ^1) + /■(%, Vi, 2a) - s, /■(%, y^, «0 = ts, f{x,, y., s^) = (1 - t)s; 
dabei ist < i < 1. Es sei q^ der Punkt mit den Koordinaten -j-, j~, ~ 
und qg der Punkt mit den Koordinaten , : ■- ,;- , rr tTf ir ';i" i f™ den 
einen wie für den anderen Punkt wird dann nach 2.:f{x,y,B) = l. Es 
gehören diese Punkte also zur Menge S und muß infolgedessen auch jeder Punkt 
der Strecke qj^j zu ^ gehören, insbesondere also der Punkt ^1+ (1 "O^fa 
(d.h. der Schwerpunkt von q^ und q^, wenn dem Punkte q^ die Masse t, 
dem Punkte q^ die Masse 1 — i beigelegt wird). Dieser Punkt bat die Koor- 
dinaten ■ ' ■■ ^ ■, " ■ '^ ^' ) ' -■ * ■ und folgt nunmehr für ihn f(x, y, s) ^ 1, 
d. i. mit Rücksiebt auf 2. die Ungleichung in 3. 

Die Beziehung /■(— x, — y, — s)^ f(x, y, 0) wird dann und nur dann 
statthaben, wenn der Körper S den Punkt als Mittelpunkt hat. 

§ 3. Stetigkeit der DistanzfunlLtion und Folgerungen. 
Aus 3. folgt 
f(x, K, z) g f{x, y, 0) + ^(0, 0, z) ^ fix, 0, 0) + /-(O, y, 0) + /"(O, 0, e). 
Es werde der größte Wert unter den sechs Größen f{± 1, 0, 0), /"(O, 4; 1, 0), 
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f(0, 0, ± 1) mit G bezeichnet, so folgt hieraus mit Riicksiclit auf die 

Regel 2. in § 2 weiter: 

(1) fe!/,2)^e(|:i:| + ],| + |jl). 

Das durch 'a!J + |j/| + |3|^Y' "definierte OMaeder und um so mehr der 

durch . 1 1 

>'<is- iilSiis- l''l:Srä 

definierte Würfel sind danach ganz im Körper S enthalten. 
Nnn geht aus der Regel 3. in § 2: 

also 

hervor. Diese Beziehung zeigt, daß f{x, y, s) eine stetige Funktion der 
Argumente x, y, s ist. 

Wir -woEen stets mit @ die Kugelfläche vom Radius 1 mit dem Null- 
punkt als Mittelpunkt bezeichnen, also den Bereich derjenigen Punkte 
ti,ß,y, für -welche cc^ + ß^ -\- y^ = 1 ist. Unter einer Bichtung («,/?,}■), 
wohei dann stets ti,ß,y die Koordinaten eines Punktes r dieser Kugel- 
fläehe ® bedeuten sollen, werden wir die Richtung von o nach r verstehen. 

Der Ausdruck /"(k, ß, y) wird als stetige Funktion seiner Argumente 
K, ß, y in dem ahgeschlossetien Bereiche der Kugelfläebe ® ein bestimmtes 
Minümim besitzen. Der Wert dieses Minimum wird wie alle Werte, 
welche f{x,y,z) außerhalb des Nullpunktes hat, wesentlich positiv sein. 
Wir bezeichnen ihn mit ^ , wobei dann R eine bestimmte positive endliche 
Größe sein wird. Ferner wird f{ci, ß, y) auf 'S ein bestimmtes Maximum 
haben, das wir = — setzen. Dabei gilt jedenfalls G ^ — . Wir haben 
nun auf 'S stets ~^fiß, ß,y)'^jr- Auf einer Kugelfiäche von einem 
Radius # mit dem Mittelpunkt d wird dann stets — ^/'{a:, J/, s) ^-p sein, 
d. h. es gilt allgemein 

(4) i yx^j^f+B' > f{x, y,^')>^ y^+7+~^- 

Ziehen wir zunächst die untere Grenze für f{x, y, s) hier in Betracht, 
so enthält danach die Kugel vom Radius B und um so mehr der durch 

\x\£B, \y\<B, \b\£B 
definierte Würfel den Körper ^ ganz in sieh. Insbesondere ist hiernach 
eiii konvexer Körper stets gans im Mtdlichen gelegen, das soll heißen, es 
bestehen stets für die Koordinaten seiner Punkte obere und untere Grenzen. 
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Wegen der Stetigkeit der FuiiktioB fix, y, £) ist der konvexe Körper ^ 
stets eine abgescMossene Punktmenge, d. h. alle Hmfungsstellen dieser 
Menge sind in ihr selbst enthalten, und wird die Segrenstmg dieser Menge 
genau von denjenigen Punkten gebildet, für welcbe f(x, y, s) —1 ist. Die 
ToUständige Begi-enzung eines konvexen Körpers bezeichnen wir als eine 
]convexe Fläche. 

Derjenige Punkt x, y, z der Begrenzung von S, welcher in einer be- 
stimmten Richtung (a, ß, y) von aus liegt, wird bestimmt durch 

^ = |. =. ^ =. fpfA und fix, y,j^) = l, 

<^ ß Y fi", ß,Y) 1'^ >"' J ' 

also ist j — ^ — r seine Entfernung vom Nullpunkte. 

Die Eigenschaft 1'' (§ 1) einer Punktmenge S, mit jeder Geraden eine 
Strecke oder einen Punkt oder kernen Punkt gemein zu haben, können 
wir in vielen Fällen vorteilhafter durch die Gesamtheit der folgenden drei 
Eigenschaften ersetzen: 

la) Mit irgend zwei Punkten der Menge gehört stets auch jeder 
Punkt der dieselben verbindenden Strecke zur Mei^e, 

Ib) die Menge ist ganz im Endlichen gelegen, 

1 e) sie ist eine abgeschlossene Punktmenge. 

Daß die Eigenschaft 1" bei einer Punktmenge, die nicht ganz in einer 
Ebene liegt, diese Eigenschaften la), Ib), Ic) nach sich zieht, haben wir 
soeben gesehen. Indem wir zu diesem Satze für den Raum die analogen 
Tatsachen für die Ebene und die gerade Linie hinzunehmen, erkennen wir 
ganz allgemein, daß aus der Eigenschaft 1"^ die Eigenschaften la), Ib), 
Ic) folgen. 

Setzen wir nun umgekehrt für eine Punktmenge S' die drei letzteren 
Eigenschaften voraus. Betrachten wir irgendeine Gerade, die wenigstens 
zwei Punkte von S enthält, und bestimmen wir die verschiedenen Punkte 
auf der Geraden mittels einer Kartesisehen Koordinate. Wegen Ib) haben 
wir dann die Werte dieser Koordinate bei allen denjenigen Punkten der 
Geraden, welche zu S gehören, eine obere und eine untere Grenze. Wegen 1 c) 
gehören die diesen Grenzwerten der Koordinate entsprechenden zwei Punkte 
der Geraden dann ebenfalls selbst zu §1, und wegen la) hat dann % mit 
der Geraden genau die diese zwei Gi^enzpunkte verbindende Strecke gemein. 

Nunmehr können wir die bisher erlangten Resultate in folgender 
Weise umkehren: 

Ist f(x,y,£) eine beliebige Funktion mit den in § 2 bei 1., 2., 3. 
angegebenen Eigenschaften, so stellt der durch f{x, y,z)-^_\ definierte 
Bereich S stets einen konvexen Körper mit dem Nullpunkte als inneren 
Punkt vor. 
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Denn die betreffende Funktion f{x, y, £) ist jedesmal stetig und danach 
der NuUpunkt, für den fip, 0, 0) - ist, ein innerer Punkt von t, die 
Menge S* also gewiß nicht ganz in einer Ebene gelegen, ferner ist dann S! 
ganz im Endlichen gelegen und abgeschlossen. Endlich gilt noch die 
Eigenschaft la). Denn sind ^^{x^, y^, s^) und ^-ii^i, Vi, H^ irgend zwei 
Tersehiedene Punkte aus §:, also dafür f{x^, y^, sj ^ 1, /"(%, y^, ^g) und 
ist t ein Wert > und < 1, so folgt für den Punkt dp^ + (1 ~ t)'^^ der 
Strecke ftp3 aus §2, 2. und 3.: 

fitx^ + (1 - fla^, iy^ + (1 - t)y^, i^, -f- (1 - f}0,) £t + (l-t) = l, 
es gehört also die ganze, pj und pj verbindende Strecke zu S. 

§ 4. Polyeder. Stützettenen. 

Bedeutet )> einen Punkt mit den Koordinaten x,y,s! und s eine Kon- 
stante, so soll der Punkt, dessen Koordinaten die Werte sx, sy, S3 haben, 
mit sp bezeichnet werden. Sind p'(x', y, z") und p"ix", y", s") zwei Punkte, 
so soll unter p' + 9" der Punkt mit den Koordinaten x'-{- x", y'-\- y", s'-\- s" 
Terstandeu werden. — Bedeutet S eine Menge von Punkten p und s eine 
Konstante, so soU sSl die Menge der Punkte sp vorsteUen. 

Sind Pi, Pä, - ■ ., ^J^ eine endliche Anzahl von Punkten, so bildet die 
Gesamtheit aller derjenigen Punkte p, welche sich in der Form 

(5) f ^^I^i+^äJJsH + ^„P« 

darstellen, so daß dabei 

(6} (fj^O, ^2^0,..., t^>0, t^ + t^ + ... + t„=l 

ist, einen Bereich, der die Eigenschaften la), Ib), le) eines konvexen 
Körpers besitzt, und den wir als den honwxen Besirk (p^, Pa? ■ ■ -i Pj ^''" 
zeichnen wollen. Der Bereich enthält die Punkte p^, pg, ■■■??„ und muß 
in jedem konvexen Körper, der diese Punkte sämtlich aufnimmt, stets voll- 
ständig enthalten sein. 

Besitzt einer jener Punkte, z. B. p^ außer der selbstverständlichen 
Darstellung t^= 0, . , ., t„__i = 0, #„= 1 noch eine zweite Darstellung in 
der Form (5) und (6), wobei dann also („< 1 ist, so erweist sich da- 
durch p^ bereits als Punkt des konvexen Bezirks (pj, p^, . . ., p„_i) und ist 
also der konvexe Bezirk (pi, Ps» • ■ ■) P„_ij p„) in dem konvexen Bezirke 
iVi; Ps; ■ ■ ■! Pn-i) enthalten und daher mit letzterem Bezirke identisch. 
Indem wir in solcher Weise, soweit als möglich, die Aazahl der dem 
konvexen Bezirk zugrunde liegenden Punkte verringern, verbleiben schließ- 
lich gewisse Punkte jener Reihe, etwa p^, pg, ■ ■ -, P„ (*« < >*) derart, daß 
der konvexe Bezirk (p^, pg, , . ,, p„) noch mit (pj^, p^, . . ., p„,) identisch ist, 
daß aber jeder dieser Punkte p,, pj, . . ., p„, in der Form 
^iPi+^sPs+^' + ^^P^mit (^^0, ^a^O, ...,i„^0, f, -[-f2 + ----[-!;,„=l 
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und daher auch in der urspriingiich betrachteten Form (5) und (6) nur 
auf eine Weise darstellbar ist. 

Diejenigen Punkte ^^ der Reihe PnV's, ■ ■ ■,V„, welche in der Form 
(5) und (6) nur eo darzustellen Bind, daß ^s= 1 und die anderen Größen 
t (g =^ A) Null sind, heißen die EcJi-ptinJäe des konvexenBezirks(pj,))j, ...,p^). 
Auf einer Geraden durch einen Eckpunkt p^ können niemals ku beiden 
Seiten von p^ Punkte des konvexen Bezirke liegen. 

Liegen die Punkte Pii?2j---iP„ nicht sämtlieh in einer Ebene, so 
ist der konvexe Bezirk (pj, (j^, . . ,, p^) ein konvexer Korper und heißt ein 
(konvexes) Foiyeder. — Wir bemerken, daß alsdann jeder Punkt p, der in 
der Form (5) und (6) mit lauter positiven Faktoren t^, t^, ■■■,!:„ erseheint, 
stets ein iniierer Punkt des Polyeders ist. Denn bedeutet e irgendeinen 
inneren Punkt des Polyeders, wobei nun nicht e = p sei, eo erseheinen 
die Punkte (1 + Of ~ '^ ^''^ hinreichend Meines positives t, d. s. also 
Punkte auf dem Strahle von e durch p über p hinaus, ebenfalls noch in 
der Form (5) und (6), während diese Punkte nach § 1 außerhalb des 
Polyeders liegen müßten, wenn p ein Punkt seiner Begrenzung wäre. 

Liegen p^, pg, . . ., p, sämtlich in einer Ebene, aber nicht sämtlich 
auf einer Geraden, so heißt der konvexe Bezirk (p^, pj, . . ., p„) ein (kon- 
vexes) Polygon. Ein jeder Punkt p der Form (5) und (6) mit lauter 
positiven Koeffizienten t^ ist dann stets ein innerer Punkt des Polygons 
in der Mannigfaltigkeit seiner Ebene, oder wie wir anstatt dessen lieber 
sagen wollen, da ein Polygon als eine Punktmenge im R.aume überhaupt 
keinen inneren Punkt hat, ein iniceiidiger Punkt des Polygons. 

Liegen p^, p^, . . ., p„ sämtlich auf einer Geraden, so reduziert sich 
der konvexe Bereich (p^, pj, . . ., pj auf eine Streehe, wofern er nicht bloß 
einen einzelnen Tunld vorstellt, 

Ist 

(7) axi- ßy-\-yz = d, 

wobei a^ -{- ß^ -{■ y^ = 1 statthabe, die Gleichung einer Ebene, so be- 
zeichnen wir diejenigen Punkte x, y, s, für welche 

(ix + ßy + ys>d 

gilt, als auf der Seite («, ß, y) dieser Ebene gelegen. 

Es sei $t eine abgeschlossene Puaktmenge; finden wir in (7) eine 
Ebene, welche wenigstens einen Punkt von S enthält, aber auf der Seite 
(ff, ß, y) von sieh keinen Pankt von fi" liegen hat, so daß also in S' 
durchweg 

(8) ax + ßy + ys<d 

gilt, so bezeichnen wir eine solche Ebene als Siüizehene an S, mit der 
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(äußeren) Normalm (a, ß, y) und mit der Bedingung (8). Jeder Punkt 
Ton S in dei Stutzebeue gehui-t notwendig der Begrenzung von S an. 

Wir beweisen jetzt den folgenden Satz 

Für ein Polyede) lann man stets eine etidliche Änmhl von Stütmimen 
angehen, derart, daß durch dze Bedingungen diet,er Stütaebenen der Bereich 
des Polyedets vdUäandig chatalteirsiett iif 

Es Bei ^ ein Polyeder mit den Eckpunkten p^, p^, . . ., p^. Es sei 
e irgendein innerer Punkt von ^, Wir konstruieren jede Verbindungs- 
strecke p,-p. von zwei der Eckpunkte und jedesmal, wenn diese Strecke 
nicht e enthält, die Ebene durch e, pj, ^j. Es sei nun p ein solcher 
Punkt der Begrenzung von ^, der in keiner dieser Ebenen ep^pj und da- 
her gewiß auch auf keiner Strecke p.^i^- liegt, Der Punkt i? erscheint 
irgendwie in einer Form 

f - ^ih + h^j + ■ ■ ■ + ^,P„ 
so daß i,j, . . ., l Werte der Reihe l,2,...,m und t^, tj, ■ . ■, t^ sämtlich 
> und dabei (; + i( + ■ ■ • -|- *j = 1 ist. Dabei können die Punkte nicht 
sämtlich auf einer Geraden liegen, da ja p auf keiner Strecke p,pj. liegt; 
ihre Anzahl ist also > 3. Andererseits aber müssen alle diese Punkte in 
einer Ebene liegen, denn sonst würde der konvexe Bezirk (p;, p^, . . ., p,) 
ein Polyeder und nach einer oben gemachten Bemerkung p ein innerer 
Punkt dieses Polyeders und daher um so mehr ein innerer Punkt von $ 
selbst sein. Also bildet der konvexe Bereich (pj, p^, . . ., p,) ein Polygon, 
und ist p nach einer zweiten Bemerkur^ oben ein inxeiidiger Punkt dieses 
Polygons. 

Jetzt muß die Ebene dieses Polygons eine Stützebene an das Poly- 
eder 5p sein. Denn die Ebene enthält gewiß nicht e, von den Eckpunkten 
''^\.> Vit ■ • ■! Vm befindet sich dann notwendig wenigster^ einer, etwa p^, 
auf derselben Seite dieser Ebene wie e. Hätte nun die Ebene auch auf 
der entgegengesetzten Seite einen Eckpunkt, etwa p,^ liegen, so würden 
die beiden konvexen Bezirke (p^, p^, p^, . . ., p,) und {p^, p„ p^, . . ., p,) (die 
Pyramiden mit jenem Polygon als Basis and p^ bzw. p,, als Spitze) durch 
diese Ebene getrennt sein, und p ■\\urde als inwendiger Punkt ihrer ge- 
memsamtn Basis cm innerei Punkt in dem aus den beiden Pyramiden 
zusammengesetzten Beieiche und um so mehi ein inuerer Punkt in ^ 
sein, wa'i gegen die A'oiaussetzun^ wäre Damit sind wir zunächst zu 
folgendem Ergebnisse gekommen 

Bestimmen wii alle Ebenen duich je diei nicht in einer Geraden ge- 
legene der Eckpunkte pj, p^, . , p,,, so haben wir in dieser endlichen 
Anzahl von Ebenen gewisse Stützebenen an ^ Es seien 
9) «l- ( + /J'") n -!- ; '"„- < rf >^' (jc = 1, 2, . . ., 1') 
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die Bedingungen dieser Terschiedenen Stützebenen an ^, so gehen diese 
Stützebenen jedenfalls durch jeden solchen Punkt fi der Begrenzung von 
$, der in keiner der Ebenen ep^p^ liegt. Nun können wir aber eine 
Richtung («*, ß*, y*), die in einer jener Ebenen ep.fi^ auftritt, da die An- 
zahl der Ebenen endlich ist, jedenfalls als eine Haufungs stelle von solchen 
Erichtungen («, ß, y) darstellen, die nicht diesen Ebenen angehören, und 
danach ist weiter jeder solche Punkt p* der Begrenzung von ^, für den 
ep* in eine der Ebenen ep^p^ fdHi, eine HäufungssteUe von solchen 
Punkten p der Begrenzung, für die ep nicht in diese Ebenen fällt, welche 
also in den Ebenen (9) liegen. Die Ebenen (9) müssen deshalb über- 
haupt jedm Punkt der Begrenzung von ^ aufnehmen. 

Es gelten im ganzen Bereiche $ die Ungleichungen (9). Ist aber q 
ein Punkt außerhalb ^, so enthält die Strecke eq einen Punkt p der Be- 
grenzung von ^. Führt durch diesen Punkt p etwa die k'" der Stütz- 
ebenen (9), so ist der Ausdruck 

für e kleiner als d'-''\ für p gleich «^l'>, für q daher größer als ä^'K also er- 
füllt q nicht die Bedingungen (9), Danach ist der Bereich ^ genau durch 
die Ungleichungen (9) charakterisiert. 

In jeder der Ebenen (9) gehört zu 5ß ein gewisses Polygon, das wir 
als Seitenfläche von ^ bezeichnen. 



§ 5. Annäherung an einen konvexen Körper durch konvexe 
Polyeder. 

Es sei wieder S ein beliebiger konvexer Körper mit dem Nullpunkte 
D im Inneren; es sei f(x, y, d) seine Distanzfunktion und -p das Minimum, 
— ;■ das Maximum von /■(«, ß, y) auf der Kugelfläche ß^ + /3^ -f y^ = 1. 

Es sei S eine beliebige positive Größe, und konstruieren wir irgend- 
ein J^cte 9t von lauter kongruenten Würfeln mit der Kante Ü und Seiten- 
flächen parallel den Koordinatenebenen, die nur in den Seitenflächen an- 
einanderstoßen und den ganzen Raum lückenlos überdecken. Es seien 
TJ Würfel des Netzes vorhanden, welche überhaupt wenigstens einen Punkt 
des Körpers Ä enthalten, und es sei U der Bereich dieser Würfel, U der 
Bereich aller anderen Würfel des Netzes. Der ganze abgeschlossene Be- 
reich U enthält keinen Punkt von S; die Bereiche U und U aber haben 
ihre Begrenzung gemeinsam Danach ist auf der Begrenzuug von U 
Überall f\x, y, s)'> 1 und enthalt U den Körper S ganz im Inneren. 

Denken wir uns die simtlichen Punkte p^, pj, . . ., p„ aufgesucht, die 
als Eckpunkte dei Wuitel m U auftreten und konstruieren wir das 
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kleinste, alle diese Punkte enthaltende konvexe Polyeder ^ = (p^, p^, . . ., pj, 
so wird dieses Polyeder 5ß gewiß alle Wiiifel aus U, also den ganzen 
Bereich U enthalten, also ebenfalls den Körper ® ganz im Inneren eat- 
halten. 

Andererseits gibt es in jedem Würfel, der zum Bereiche U beiträgt, 
wenigstens einen Punkt x, y, s von ^, also wofür fix, y, b) -^1 ist, und 
dann gilt gemäß § 3, (3) und (4) in dem ganzen betreffenden Würfel von 

t/s 
der Kante d jedesmal f{x, ;/, ^) < 1 + ^ <S- Insbesondere gut daher diese 

Relation für alle Punkte pj, pg, . . ., p^, und werden alle diese Punkte und 
mithin auch das ganze Polyeder ^ vollständig in dem Körper 1 -f- "^ ^ 
enthalten sein, der durch Dilatation des.. Korpers ^ vom Punkte D aus 
im Verhältnisse 1 + — 5 : 1 entsteht. Diktieren wir dann die Köi-per 5[5 
und 1 + ™ö ^ Tom Punkte o aus in dem umgekehrten Verhältnisse 



ganz im Körper S enthalten ist. Wir kommen damit zu dem folgenden 
wichtigen Satze: 

Ist S ein beliebiger konvexer Körper mit dem Punlcie c im Inneren, 
so Icann man stets zwei emanä^ in bemg auf den Ptmht o Jwmothetis^e 
(ähnliche und ähnlich gelegene) Polyeder Iß imä D, Itonsiruiermt, so daß 
§: gam in 5ß, andererseits D gans in ß liegt und dabei das Dilatations- 
verMUnis mr Erzeugung von ?ß mis SX beliebig wenig größer als 1 ist 

% 6. Stützelienen eines konvexen Körpers. 

Wir knüpfen an das letzte Ergebnis noch eine wichtige Bemerkung. 
Nach der Definition einer Sttttzebene in § 4 haben wir unter einer 
Stützeime an einen Jcimvexen K&rper eine solche Ebene zu Yeretehen, 
welche wenigstens einen Punkt der Begrenzung des Körpers enthält, aber 
sein Inneres ganz auf einer Seite liegen hat. Wir können nun den Satz 
beweisen: 

Durch jeden Punkt der Begrenswng eines Iconvexen Körpers geht wenig- 
stens eine Stützebene an den Körper. 

Durch § 4 ist dieser Satz bereite für Polyeder sichergestellt. Es sei 
nun Ä ein beliebiger konvexer Korper mit D im Inneren, und denken wir 
uns für ihn wie vorhin das Polyeder ^ß konstruiert. Es sei pj, mit den 
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Koordinaten x^, y^, b^ ein beliebiger Punkt auf der Begrenzung von S. Der 
Stralil von D durch pu treffe die Begrenzung des Polyeders ^ im Punkte 
p und es sei 

(10) ux-\-mj-^- ivz ^ 1 

die Bedingung einer Stfitzebene durch p an ^, also etwa einer Seiten- 
flache von 5|J, welche durch den Punkt p geht. 

Da % den Körper S enthält, gilt dann (10) für jeden beliebigen 
Punkt X, y, z in S. Da 5(5 den Körper St und dieser die Kugel vom 
Kadius r mit D als Mittelpunkt ganz enthält, andererseits 5)J in 

[i + i^^Ta 

und letzterer Körper in der Kugel vom Radius 1 -] — ^8 \R mit o als 
Mittelpunkt enthalten ist, wird 

(U) i-ai/JT?+li^a r ,'/; 1 



sein. Insbesondere gilt (10) für den Punkt p^; andererseits ist das Ver- 
l/3 
hältnis der Längen Dp : opj, < 1 + ^lä imd ■ 

(12) 

Denken wir uns nun für d' eine unendliche Reihe nach der Grenze 
Kuli konvergierender positiver Werte angenommen, und bestimmen jedes- 
mal in der hier dargelegten Weise zum Punkte pg ein System M, v, tr, 
so werden die betreffenden unendlich vielen Systeme u, v, w nach der ersten 
Ungleichung in (11) wenigstens eine Häufungsstelle «q, v^, «f,, besitzen 
müssen; dabei werden wegen der zweiten Ungleichung in (12) diese Werte 
!(o, Vty, lüg + 0, 0, sein. Dann gilt wegen (10) für jeden Punkt x, y, s 
in ^ die Ungleichung 

(13) u^x + v,y + tv^B £ l, 

und wegen (13) wird für den Punkt x^f, y^, Sg in dieser Ungleichung das 
Gleichheitszeichen gelten. Also stellt (13) in der Tat die Bedingung 
einer durch pp gehenden Stütz ebene an ß dar. 

Bedeutet q einen Punkt außerhalb S, so trifft die Strecke oq die 
Begrenzung von S' in einem Punkte p,,, und wir können durch p^ eine 
Stützebene an S legen. Eine parallele Ebene dazu durch einen, von p^ 
und q verschiedenen Punkt der Strecke p^q hat dann q auf einer Seite, 
den Körper S ganz auf der anderen Seite von sich liegen. 

Wir geben für die hier entwickelten Sätze noch einen 
Beweis. 
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Es sei (\ ein Punkt außerhalb S, Betraclitea wir die Entfernung 
des Punktes (l Ton einem in St beliebig variablen Punkte x, y, s, so be- 
sitzt diese stetige Punktion von x, y, s, da S eine abgeschlossene Punkt- 
menge vorstellt, in S ein bestimmtes Minimum. Es sei dann r ein Punkt 
aus ^, für den dieses Minimum eintritt, so kann die Ebene durch r 
senkrecht zur Strecke qr keinen Punkt von S auf derselben Seite wie q 
liegen haben. Denn wäre f ein Punkt von Bl auf derselben Seite dieser 
Ebene wie q, so würde mit r und \ die ganze Strecke rf au S gehören; 
auf dieser Strecke aber befanden sich jedenfalls Punkte, deren Entfernung 
von q kleiner als die des Punktes r von q wären. Die Ebene durch q 
senkrecht auf qr enthält nunmehr keinen Punkt von S. 

Jetzt sei \ ein Punkt der Begrenzung von Vt. Wir nehmen wieder 
an, daß S' den Nullpunkt ö im Inneren enthalte. Wenn t ein Wert > 
und < 1 ist, liegt dann der Körper t^ ganz im Inneren von S und also 
Po stets außerhalb t^. Nach dem soeben Ausgeführten Jäßt sieh infolge- 
dessen eine Ebene durch pg l^g^^i welche den Körper i^ ganz auf einer 
Seite läßt. Wir benutzen nun eine unendliche Reihe von wachsenden, 
nach der Grenze 1 konvergierenden Werten t, und stellen jedesmal in der 
angegebenen Weise dazu eine Ebene nx + vy -\- ivs = l durch Jpg her; 
alsdann können wir ähnlich wie oben einsehen, daß die Wertsysteme 
u, V, w in den Grleichungen dieser Ebenen eine vom Systeme 0, 0, ver- 
schiedene Häufungsstelle m^, v^, Wq besitzen, die uns eine Stützebene durch 
l)(j an S bestimmt. 

Die letzten Betrachtungen führen uns noch zu folgendem Satze: 

Smd Ä und Ä* zwei verschiedene hmvexe Körper, die heinen innren 
Punkt miteinander gemein haben, so hmn stets eine Ebene Jconstruiert 
werden, welche das Innere von S gans auf einer Seite, das Innere von S* 
gmtz (mf der anderen Seite liegen hat. 

Nehmen wir zuerst den Fall an, daß Ä und S* überhaupt 
keinen Punkt gemein haben. In der Mannigfaltigkeit aller möglichen 
Wertsysteme von sechs reellen Variablen x, y, z, a^, y*, s* bilden die- 
jenigen dieser Systeme, bei deneii x, y, 2 einen Punkt aus ^ und a;*, »/*, s* 
einen Punkt aus Ä* bedeuten, offenbar eine abgeschlossene Menge, weil 
S' sowohl wie K* für sich abgeschlossene Punktmengen sind. Infolge- 
dessen gibt es unter den sämtlichen Entfernungen von je einem Punkte 
aus S nach je einem Punkte aus S* ein bestimmtes Minimum und es 
seien a. B. r in K und r* in S* zwei Punkte, welche dieses Minimum 
der Entfernung zwischen S und S* darbieten. Alsdann zeigt sich, daß 
die zur Strecke rr* senkrechten Ebenen durch die Punkte dieser Strecke 
einen Parallelstreifen bilden, der das Innere t'on §. ganz auf einer Seite, 
das Innere von S* ganz auf der anderen Seite von sich liegen hat. 
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Haben jedoch S und £* wenigstens einen Punkt ihrer Begrenzungen 
gemein, so wollen wir uns den Nullpunkt im Inneren von Ä gelegen 
denken, ersetzen St durch t^, wobei i> und < 1 ist, irnd gelangen zum 
Beweise unseres Satzes, indem wir eine Reihe nach der Grenze 1 wachsender 
Werte t heranziehen. 

§ '?. Yolumeu eines toiivexeii Körpers. Schwerpunkt. 

Für die Begründung des Volumenbegriffs ist folgende Bemerkung 
wichtig: Ein Bereich sei so beschaffen, daß er sich in eine endhche An- 
zahl von rechtwinkligen Paraüelepipeda mit Seitenflächen parallel den Ko- 
ordinatcnebenen, also Bereichen von der Art 

zerschneiden läßt, und enthalte einen zweiten in derselben Art zu zer- 
legenden Bereich. Indem mau alle Ebenen, in welchen Seitenflächen 
der beiden Reihen von ParaUclepipeda liegen, ganz durch die beiden Be- 
reiche hindurchführt, erkennt man leicht, daß die Summe ^aic über alle 
Produkte ahc für die ParaUelepipeda des ersteren Bereichs stets größer 
ist als die entsprechende Summe in bezug auf den zweiten Bereich. 

Es sei jetzt S ein beliebiger konveser Körper. Indem wir eine 
Parallelverschieb ung der Koordinatenachsen zulassen, denken wir uns den 
Anfangspunkt als inneren Punkt von S und führen für S die Funktion 
f(x, y, e) und die Radien r und ü wie in § 2 und § 3 ein. Es sei s 
irgendeine positive Größe < 1, und betrachten wir irgendein den Raum 
erfüllendes Netz 9t von Würfeln mit einer Kaute 8 und gleichzeitig ein 
zweites solches Netz 31' von Würfeln mit einer Kante 6', wobei 8 wie 8' 

beide < — ^ e seien. Es bedeute ü die Anzahl aller der Würfel des 
1/3 

Netzes 9i, welche Überhaupt wenigstens einen Punkt von £ enthalten, 
und A die Anzahl aUer solchen Würfel aus Sft, welche mit allen ihren 
Punkten ganz ins Innere von S fallen, femer bedeute II den Bereich 
jener TJ Würfel und falls A>0 ist, % den Bereich dieser A Würfel. 
Endlich mögen U', A!, U', 91' die entsprechenden Anzahlen und Bereiche 
in bezug auf das zweite Netz W vorstellen wie U, A, U, 31 in bezug 
auf 91. 

Weil Sl und daher auch §1 ganz in dem Würfel | x | ^ ü, \y\^Ii, 
I « I ^ JJ liegt, hat man nach der am Eingange dieses Paragraphen ge- 
machten Bemerkung 
(14) AS''<^RK 
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Weil S und daher auch W den Würfel ia:|<— =r, \y\<—=r, 
Isl < —=r ganz enthalt, so zilt andererseits 

(16) Vr-^:^''- 

Da U' den Körper S' und §t den Bereich 9[ ganz enthält, gilt 
(16) U'd'^-Ad^>(). 

Ist })(a;, y, s) ein Punkt im Körper (1 —s)B, so gilt dafür 
f(x, y,s)^l — B<.1 — —d; alsdann folgt für jeden solchen Punkt, wel- 
cher mit ^ sich in einem und dem nämlichen Wüi-fel von ^ befindet, 
wenigstens (a. § 6) f{x, y, z) < 1. Danach muß jedenfalls der Köi-per 
(1 — e)§: mit allen seinen Punkten in den Bereich 91 aufgenommen werden, 
und ist gewiß J. > . 

Jeder Würfel von U' andererseits enthalt wenigstens einen Punkt, 
wofür f(x, y,s)^l ist, und gilt dann in dem ganzen Würfel für alle 

Punkte f(x, y, s) ^ 1 + ^ tf < 1 -|- ^ ■ Also liegt U' ganz im Körper 

Düatiert man nun den Bereich "Ü, welcher (1 — s)^ enthält, vom 
Nullpunkte aus in allen Richtungen im Verhältnisse 1 + e : 1 — £, so 
entsteht ein Bereich, der den Körper (l4-£)Sf und daher auch den Be- 
reich U' ganz in sich enthält. Danach ist auf Grund der am Anfange 



Hieraus und aus (16) und (14) entnehmen wir nunmehr 

(17) 0^ t7'd'S-^d«;g8E»({J-^-J)'-l), 

In dieser Relation können wir noch ü'd'^ mit üä^ und andererseits Aä^ 
mit A'ö'^ vertauschen. 

Diese Beziehung (17) zeigt uns, daß mit abnehmender Kante d eines 
Würfelnetzes 3t die daraus in bezug auf den Körper S abgeleiteten Größen 
Ad^ und C/d* nach einem bestimmten und beide nach dem nämlichen 
Grenzwerte V konvergieren; die Ungleichung (lÖ) läßt noch erkennen, 
daß dieser Gi-enzwert V stets > ist. Dieser Grenzwert heißt das Volumen 
des Körpers S. 

Wir stellen sogleich noch die Esiatenz des Schwerpunktes eines kon- 
vexen Körpers fest. Bilden wir das Raumintegral 



j j jxäxdydz , 
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aunäciist erstreckt über die Bereiete U' und St, so finden wir bestimmte 
Werte, die wir gleicK 

(18) D'd'^x^^. bzw. Äö^x^ 

setzen. Nun enthält der Integrationsbereicb U' ganz den Bereich St, in 
U' gilt überdies stets \x\^(l+ £)R. Danach ist der Betrag der Diffe- 
renz dieser zwei Werte 

1 ü'd-'x^. - ÄS^x^\< (1 + e)R{ü'Ö'''-Ä8'). 
Mit ßiicksicht auf (17) geht daraus hervor, daß mit abnehmender Kante 
der Wüi-felnetze die Größen in (18) nach einer bestimmten Grenze kon- 
vergieren, die wir als das Eaumintegral j j jxclxdydz Über ^ bezeichnen 
und == Vx^ schreiben, worin Y das Volumen von ^ bedeute. Durch 
analoge Behandlung der y- und ^-Koordinaten in Ä gelangen wir zu zwei 
entsprechenden Grenzwerten y^ und e^. Der Punkt, dessen Koordinaten 
^S'2/fff'^ffi ^V^^f erweist sich sodann als unveränderlich bei Einführung 
anderer Pai-allelkoordinaten an Stelle von x,y,z\ dieser Punkt beißt der 
Schtverpankt des Korpers ^. 

Der Schwerpunkt eines konvexen Körpers ist stets ein innerer PunM 
des Körpers. 

Denn ist p irgendein Punkt außerhalb oder auf der Begrenzung von 
^, so können wir nach § 6 eine Ebene durch p legen, welche auf einer 
Seite keinen Punkt von St liegen hat. Ist Z ~ die Gleichung dieser 
Ebene und haben wir in S stets Z^O, so gilt in 9t stets Z'^O und 
ist das Integral j jjZdxdydz über 9t positiv und gewiß nicht größer 
als das entsprechende Integral über ®. Dadurch stellt sich der Wert Z 
für den Schwerpunkt von S als > heraus, es kann mithin dieser Punkt 
niemals mit p identisch sein. 



11. Kapitel. 
Die konvexen Körper als Ebenengebilde. 

§ 8. Die Stütze]i)eiieHfunktion eines koiiYexeit Körpers mit dem 
NuUpimkte im Inneren, 

Es sei zunächst S' wieder ein solcher konvexer Körper, welcher den 
NuUpunkt als inneren Punkt enthält. Sind M, V, tv irgendwelche feste 
Werte, die nicht sämtlich Null sind, und denkt man sich x, y, z als Ko- 
ordinaten eines Punktes in ^ variabel, so besitzt der Ausdruck 
(19) ux^vy-Y \vz, 

da Ä' eine abgeschlossene und ganz im Endlichen gelegene Punktmenge 
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vorstellt, in S' einen bestimmten größten Wert. Wir bezeichnen dieses 
Maximum von (19) in S mit H(u, v, w). Alsdann gilt für alle Punkte 
a;, y, s m S: stets 

(20) ux + vy + ws£H(u,v,iv), 

und zugleich gibt es stets wenigstens einen solchen Punkt in S, für den 
in dieser Ungleichung das Gleichheitszeichen statthat, so daß (20) die 
Bedingung einer Stützebene an S vorstellt. Da der Nullpunkt o als 
innerer Punkt von ^ nicht in dieser Ebene liegen kann, ist dann jedes- 
mal H(u, V, w) > 0. — Für das System «, d, w = 0, 0, verschwindet 
der Ausdruck (19) identisch und setzen wir demgemäß M{p, 0, 0) ^ 0. 
Die hiermit definierte Punktion Hiu, v, w) nennen wir die Siütz- 
ebenenfunktion des Körpers S. Diese Funktion ergibt in einfacher Weise 
die sämtlichen Stützebenen an den Köi-per ^. Wir woUen eine nicht 
durch den Nullpunkt gehende Ebene, deren Gleichung 

iix + iij/ + ivz — 1 
mit irgendwelchen Konstanten «, «, w + 0, 0, lantet, kurz als die Ebene 
(u, Vf w) bezeichnen. Zufolge (20) wird nun eine solche Ebene (w, v, jr) 
den Körper S nicht treffen und ihn ganz auf der Seite des Nullpunktes 
liegen haben, oder aber eine Stiitzebene an S' sein oder auch einen Teil 
von ^ auf der dem Nullpunkte entgegengesetzten Seite liegen haben, je 
nachdem 

II(u, V, w) < 1 oder = 1 oder > 1 

ist. Die Geaaratheit aller Ebenen (m, v, w), welche den Körper Sf nicht 
zerschneiden, wird danach durch die Bedingung H(ii , v , iv) -^1 und die 
Gesamtheit aller Stützebenen an @ wird durch die Bedingung H{u, v,w) = l 
definiert. 

Der Körper S ist genau der Bereich aller derjenigen PunUe x, y, z, 
für wellte hei jedem heliebigert Systeme u, v, w stets 

(20) ux + vy + wg£ S(ii, v, w) 
<jüt. 

Denn für jeden Punkt x, y, s aus S bestehen diese sämtlichen Un- 
gleichungen. Ist aber ^{x, y, s) ein Punkt außerhalb S, so gibt es auf 
der Strecke vom Nullpunkte o nach p einen Punkt p^ der Begrenzung 
von ^. Ist sodann (m^, v^, w^) eine Stützebene durch |)„ an Ä, so gilt 
dabei //(%, Vg, lUg) = 1 und wird für p: 

(21) u,x + v,y + iv^^ > 1 = H{u^, v„ w^}; 

es bestehen also für Jj nicht sämtliche Ungleichungen (20). 

Danach ist ein konvexer Körper S mit dem Nullpunkte im Inneren 
durch Angabe seiner SMsehenenfunktion R{u, v, w) jea 
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Die Funktion H{u,v,w) besitzt die folgenden Eigensciiaften : 

1. Wenn u, «, w + 0, 0, ist, gilt stets H{u, v, iv) > 0. Ferner ist 
^(0,0,0) = 0. 

2. Aus der Definition dieser Funktion ergibt sieh unmittelbar: 

(22) H{tu, tv, tw) = tH(u, V, w), wenn t> ist. 

3. Für beliebige zwei Systeme %, v^, w^\ Mj, v^, w^ gilt aUgemein 

(23) M{u^, ii„ w,) + fi(Mj, «s, ^t■a) ^ i?(w, + Mj, «^ + v^, w^ + iv^). 
Denn nach (20) gilt für jeden Punkt x, y, z va. ^ 

also auch 

K + u,)x + (», + »,)!/ + (», + »,)2 ^ J7(«„ «„ »,) + S(«„ <,„ w,). 
Es gibt aber andererseits wenigstens einen solchen Punkt !c, y, s in S, 
für den die linke Seite der vorstehenden Ungleichung genau 

ausfällt, und dadurch folgt alsdann die Ungleichung (23). 

Denken wir uns jetzt zu jeder Ebene (m, v, w), welche den Körper W, 
nicht zerschneidet, den Punkt mit den Koordinaten m, v, v), also den Vol 
der Ebene in bezug auf die Kugelfläche ®; 

konstruiert. Aus den Sätzen in § 3 erkennen wir alsdann nach diesen 
Eigenschaften von if(M, v, 10), daß die Gfesamtheit aller dieser Pole w, v, w, 
unter Hinzunahme noch des Nullpunktes, also aller Punkte u, v, tv mit 
der Bedingung JI(u, «, w) ;^ 1 einen gewissen konvexen Körper § mit 
dem Nullpunkt im Inneren erfüllt. Dieser Körper § möge der polare 
Körper zu S heißen. 

Für einen beliebigen Punkt x, y, z aus ^ und einen beliebigen Punkt 
II, V, w aus § gilt nach (20) stets 

(24) iix + vy + w^ < 1. 

Der Körper § ist dem Obigen zufolge genau der Bereich aller der- 
jenigen einzelnen Systeme u, v, w, für welche bei jedem Punkte x, y, s aus 
£ stets diese Ungleichung (24) gilt, und wird eben durch diese Eigen- 
schaft aus Sf abgeleitet. 

Andererseits ist nun S genau der Bereich aller einzelnen Punkte 
X, y, z, für welche bei jedem Systeme u, v, w ans § die Ungleichung (24) 
besteht. Denn, wie wir hei (21) sahen, gibt es, wenn x, y, B ein Punkt 
a/ußerhalh S ist, stets ein solches System u, v, w, wofür H.(u, i>,w) ^1 
ist und (24) nicht gilt. Danach erkennen wir, daß die Beziehung der 
beiden konvexen Körper S und § hier eine reziproke ist. Der Körper R 
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ist wieder der polare Körper bu §. Zugleich leuchtet jetzt aus den Sätzen 
in § 3 eiu, daß eine jede Funfetion S{u,v,iv), welche die Bedingungen 
1,, 2., 3. erfüllt, stets die Stützebenenfunktion eines bestimmten konTOsen 
Körpers ^ mit dem NuUpnnkte im Inneren ist. 

Wir fügen noch folgende Bemerkungen über diesen Begriff des 
polaren Körpers hinzu, Bezeichnet § den polaren Körper zu S und ist 
t ein positiver Wert, so ist der polare Körper zu t^ der Körper -t-§. 
Enthält S einen anderen konvexen Körper S* mit o im Inneren, ao ent- 
hält umgekehrt der polare Körper §* zu S* den polaren Körper § z« S . 
.Endlich zeigen wir, daß der polare Körper zu ehiem Polyeder mit o im 
Inneren stets wieder ein Polyeder ist. 

Bedeutet ^ ein Polyeder, so läßt sich nach dem Satze in § 4 der 
Bereich der Punkte x, y,s in ® bereits vollständig durch eine endliche 
Anzahl von Ungleichungen 

(25) u^'^x + vC'iy + w'^'')s ^1 (« = 1, 2, . . . , v) 

charakterisieren. Sowie eine Ungleichung au -{- ßv -\- yw^d , wobei 
K^ -(- /5^ 4- 3^^ = 1 und d > ist, für alle v Systeme u,v,w = «("', v'^"^, w'^"'^ 
gilt, ist iedesmal -t-, 4-? "^ ^i^^ Punlrt in S'. Ea bedeute ()<"* den Punkt 



mit den Koordinaten «W, i;'"*, w'"' für «=1,2,,,,,!'. Zudem ist noch 
Ä ala Polyeder ganz im Endlichen gelegen, d, h, in einer gewissen Kugel 
x^-^ y^-\~ s'^ ^R^ enthalten. Danach kann es nun keine Ebene mit einer 
Distanz <-5- von D geben, welche alle die v Punkte ^!'^* ganz auf einer 
Seite von sich liegen hat, d. h. der kleinste, aUo diese Punkte enthaltende 
konvexe Bezirk §* = (£)*'', ^*^', , . ., ^*''') enthält notwendig den Nullpunkt 
im Inneren und ist also ein Polyeder, Bedeutet jetzt § den polaren 
Körper zu S*, so enthält § jeden der Punkte I)'"* und also das ganze 
Polyeder §*. Ist dann fi!* der zu §* polare Korper, so erfüllt jeder 
Punkt x,y,s dieses Körpers alle v Ungleichimgen (25), also ist S* ganz 
in S enthalten und enthält daher umgekehrt §* den Körper §, Danach 
ißt der polare KÖi-per zu ^ identisch mit dem Polyeder (f)'^', 'if'^, . . ., ^W). 

§ 9. Kugeln, die in einem konvexen Körper enthalten sind. 
Homothetische Körper. 

Zu jeder Richtung (a, ß, y) haben wir in 
(26) ax + ßy + y0^H{o:,ß,f) 

eine Stützebene an ^ mit dieser ßichtung als (äußerer) Normale, so daß 
also auf der Seite dieser Ebene, nach der jene Richtung weist, kein Punkt 
von ffi liegt. Der senkrechte Abstand dieser Stützebene vom Nullpunkte 
ist E(a, ß, y). 
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Bilden wir gemäß § 2 die Distanzfunktion fix, y, s) des Körpers SS 
und wenden die Ungleichung (26) auf den Punkt der Begrenzung von ® 
an, der in der Richtung («, /3, y) von D aus liegt, so folgt 

Es sei S* ein zweiter konvexer Körper mit o im Inneren und 
H*(fi,v,v)) die Stützebenenfiinktion von S*. Ist der Körper S* ^a«3 in 
S enthalten, so gilt für jede Michtung (a, ß, y) stets 

(21) H'i«,ß,r)<S(«,ß,r), 

und wegen der Regel 2. in § 8 dann überhaupt allgemein H*{u, v, iv) 
^ H(u, 1), w). Umgekehrt^ wenm allgemein die Ungleichungen (27) statt- 
hahea, so ist nach (20) der Körper S* gam im Körper S mithalten. 

Ist insbesondere S ein Polyeder und gut die Ungleichung (27) für 
diejenigen Richtungen («, ß, y), welche die äußeren Normalen der Seiten- 
flächen von ß abgeben, so ist nach § 4 bereits Ä* in S enthalten und 
gilt also jene Ungleichung bereits für jede mögliche Richtung, 

Für die Kugel x" + y^ + s^ < t^ {t > 0) ist S*(<i, ß, y) konstant gleich 
dem Radius t. Es sei wie in § 3 *■ das Minimum, li das Maximum von 
■.T— -5-^ auf der KugeMäche @, also r der Radius der größten in S ent- 
haltenen, B, der Radius der kleinsten, K enthaltenden Kugel mit dem Nnll- 
punkte als Mittelpunkt. Alsdann gilt nach (27) für K stets r -^ H(a,ß,y) 
und jff(«, ß, y) ^ B, aber, wenn i ein Wert > r und < B ist, weder stets 
# < S((c, ß, y) noch stets S[a, ß, y) < t. Also bedeuten zugleich r das 
Minimum und Ji das Maximum von H(ci, ß, y) auf der ganzen Kugel- 
fläche a^ + ß^ + y^= 1. 

Sind a, h, c irgendwelche feste Werte, so stellt der Ausdruck 
(28) II{a, ß, y)-aa-hß- cy 

den Abstand des Punktes a, b, c von der Stützebene an ß mit der Nor- 
male a, ß, y vor, und zwar, falls die Stützebene den Körper und den 
Punkt voneinander trennt, diesen Abstand noch mit negativem Vorzeichen 
versehen. Der Ausdruck (28) besitzt auf der Kugelfläche © ein be- 
stimmtes Minimum, das wir mit r(a, h, e) bezeichnen. Dieses Minimum 
ist immer dann und nur dann noch positiv, wenn a, &, c ein innerer 
Punkt von S ist, und in solchem Falle bedeutet r (a, b, c) den Radius der 
größten Kugel mit a, b, c als Mittelpunkt, welche noch ganz im Körper ^ 
enthalten ist. Weiter stellt der Wert r(a, h, c) offenbar eine stetige 
Funktion der Argun^^nte a, h, c vor und besitzt deshalb in dem ab- 
geschlossenen Bereiche der Punkte des Körpers ^ ein bestimmtes Maxi- 
mum, das raas: heiße und alsdann zugleich das Maximum unter den Radien 
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aller ganz in S entlialteaen Kugeln bedeutet. Insbesondere ist daher 
r(0, 0, 0) < »"mal' — Wir werden in der Folge (§ 23) beweisen, daß, wenn 
a, h, c speziell die Koordinaten des Schwerpunktes des Körpers Ü bedeuten, 
jedenfalls r(a, 6, e) > y »"mai ist. 

Die zu einer Richtung (a, ß, y) entgegengesetzte Richtung hat als 
Kosinus ihrer Neigungswinkel gegen die Achsen ~~ cc, — ß, — y- Die 
Stützebene an £ mit dieser Richtung (~ a,~~ ß,~ y) als (äußerer) Nor- 
male hat yom Nuüpuukte den Abstand ür(— cc, — ß,-^ y) und S befindet 
sich sodauD ganz in dem von diesen zwei parallelen Stützebenen begrenzten 
Streifen 

(29) - Si-^,-ß,-yj <ccx + ß^ + y0< H{j^,ß,v). 

Der gegenseitige Abstand dieser zwei parallelen Stützebenen ist H{a,ß,y) 
4- -ff(— K, — ß, — "/)- Diese Große heiße die Brdte des Körpers ^ in der 
Richtung a, ß, y (oder — k, — /5, — y); sie ist jedenfalls stets ^ 2)-n,as- 

Wir entwickeln hier noch ein in der Folge nützliches Kriterium zur 
Entscheidung, ob zwei gegebene konvexe Körper ß und S' homofhetisck 
sind (au^emandei dmch TjanslaüiH und Dilatation hervorgehen) oder 
nicht. Wii können jeden dei Korpei duich eine bestimmte Translation 
so verschieben, daß sein Schwerpunkt in den NuUpunkt zu liegen kommt. 
Denken wii uns der Einfachheit wegen, daß -iOlches für beide Körper von 
vornherein der Fall ist, sind die Koipei homothetisch, so muB dann der 
eine Körper aus dem andeien duich eme Dilatation von dem gemein- 
samen Suhwei punkte abzuleiten =eni Es seien nun H{u, v, tv) und 
H'(u,v,tf,) die Stutzebenenfunktionen, temer V und T ' die Volumina von 
S und S'. Der Körper S*=l/y>ß' hat dann dasselbe Volumen V wie 
S und muß daher, wenn S und ^' homothetisch sind, sich mit ^ decken. 
Fallen jedoch St* und S nicht zusammen, so kann auch nicht St* ganz 
in §t enthalten sein, da ^* sonst ein kleineres Volumen wie ^ besäße. 
Also muß es dann nach (27) wenigstens eine Richtung («, ß, y) geben, wofür 

■,H'{a,ß,y)>H{a,ß,y) ist. 

Betrachten wir nun die Funktion 



r 



(30) 



deren Nenner niemals versehwindet, so hat diese Funktion auf der Kugel- 
fläche @ ein bestimmtes Maximum, das Q heiße. Alsdann gilt Q=^X 
oder §> 1, je nachdem ^ und S' homothetisch sind oder nicht. 

Die Größe Q bedeutet zugleich den kleinsten Wert, wofür noch alle 
Ungleichungen ^ 
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bestehen und also der Körper S* noch im Körper Q^ enthalten ist. Für 
den Fall, daß S ein Polyeder vorstellt, gilt nach einer oben gemachten 
Bemerkung diese Ungleichung für jede Richtung («, ß, ;■), sowie sie für 
die (äußeren) Normalen der Seitenflächen von ^ erfüllt ist, und wird daher 
der Maximumwert Q von (30) bereits bei einer dieser letzteren Rich- 
tungen, die in endlicher Anzahl vorhanden sind, zum Vorschein kommen. 
Andererseits besitzt die Funktion (30) auf der Kugelob er fläche @ ein 
beetimmtes, noch positives Minimum, das q heiße, und wird dann q= 1 
oder 3 < 1 sein, je nachdem S und S' homothetisch sind oder nicht. Die 
Größen Q — 1 und 1 — q sind also beide gleichzeitig = oder > 0. 



§ 10. Konvexe Körper in beliebiger Lage zum Nullpunkte. 

Wir definieren jetzt die Stützebenenfunktion für einen konvexen 
Körper ohne Rücksicht auf dessen Lage zum Nullpunkte. Es sei S ein be- 
liebiger konvexer Körper und e mit den Koordinaten x =^ a, y = b, b ^ c 
em beliebig angenommener Punkt im Inneren von S. Durch die Translation 
des Körpers S vom Punkte a, i, c nach (lern Nullpunkte orbalten wir 
einen konvexen Körper U* mit o im Inneren; dieser besteht in der Menge 
der Punkte x — a, y — h, s ~ c, während x, y, z sich in Ä bewegt. Es sei 
H*(tt, V, u>) die Stützebeaenfunktion von St*, so bedeutet Ii*{u, v, iv) 
das Maximum von 

u{x — a)-\-v{y~l) + iv{z — c) 

für die Punkte x, y, s in Ä. Das Maximum von ux -^ vy + ws in ^ 
wird dann durch den Auadmck 

(31) ^^(m,^,^) = H*{u,v,w) + ow + 6«J + CM) 

dargestellt sein; dieses Maximum S{%i, v, w) bezeichnen wir wieder als 
die Stützeben&nfunktion von ®. Dabei erweist sich wieder S genau als 
der Bereich derjenigen Punkte x, y, s, welche sämtlichen Ungleichungen 

(32) ux + vy-^ws< H{ii,v,%v) 

für alle möglichen Werte u, v, w genügen, so daß die Stütz ebenenfunktion 
jedenfalls wieder den konvexen Körper S voUständig bestimmt. 

Nach der Regel 1. in § 8 war stets fi"*(«, tj, «f) > 0, wenn 
u, »;, w + 0, 0, ist. Diese Ungleichung braucht nun nicht mehr stets 
für H(u,v,w) zu gelten; wir finden jedoch aus (31): 

ir(«,»,») + J3'(-»,-»,-«') - -ff«(»,o,») + /?•(-«,-»,-») 

und können danach folgende Eigenschaften behaupten: 
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1. Für die Funktioii H(tijV,w) gilt stets 

(33) M(u,v,iv) + I}:{-u, — v,~w)>-0, wenn m, i-, ^f + 0, 0, 
ist. Außerdem ist .£r(0,0,0) = 0. 

Alis den Regeln 2. und 3, fiii- H^(u,v,tv) gemäß § 8, finden wir 
genau wie früher: 

2. H{tu,iv,fw) ^ tB(u,v,w), wenn *>0 ist. 

Wir beweisen jetzt umgekehrt den fönenden Satz: 

Genügt eine Funktion H{u,v,w) den vorstehenden Bedingungen 1., 
2., 3., so ist sie jedesmal die Stütz ebenenfuuktion eines bestimmten kon- 
vexen Körpers. 

Wir haben zunächst festzustellen, daß unter der gemachten Voraus- 
setzung stets drei Konstanten a, i, c auf solche Weise bestimmt werden 
können, daß die Funktion 

H{u,v,tv) - (au-^hv + civ) = m{ii,v,w) 
für alle von 0, 0, verschiedenen Systeme «, v, w stets > ausfallt. 
Älsdanu wird nach den Eesultaten in § 8 diese Funktion H*(u, v, iv) die 
Stützebenenfunktion eines gewissen konvexen Körpers S* mit dem Null- 
punkte im Inneren bilden, und S(u, v, w) wird die Stützebenenfunktion 
desjenigen konvexen Körpers ^ sein, der aus S* durch die Translation 
vom Nullpunkte nach dem Punkte a, i, c entsteht, dabei also den letzteren 
Punkt als inneren aufweist. 

Gilt stets 2r(w, I), ec) > 0, wenn u,v,tf ^0,0,0 sind, so brauchen 
wir nur tj ~ 0, ?» — 0, c = zu nehmen. 

Wir setzen jetzt voraus, es sei nicht für jedes System w, v,w^OjO,0 
stets S{u, V, iv) > 0, wir nehmen aber zunächst an, daß wenigstens stets 
J(w, u, 0) > gelte, so oft ^t, d=1-0, sind. Um den Gang des alsdann 
zu führenden Beweises voraitszusehen, bedenken wir, daß, wenn tatsächlich 
der durch die Ungleichungen (32) definierte Bereich ein konvexer Körper 
ist, die letzte Annahme darauf hinauskommen wird, daß die orthogonale 
Projektion dieses Körpers auf die xy-'Eiheae den Nullpunkt x = 0, j/ = 
als inwendigen Punkt enthält. Alsdann steht zu erwarten, daß die s-Ächse 
den Körper in einer Strecke c'c" durchsetzt und jeder von den End- 
punkten verschiedene Punkt dieser Strecke ein innerer Punkt des Körpers 
wird. Wir haben nun allein aus den Bedingungen 1., 2., 3. für die 
Punktion H{ii,v,w) abzuleiten, daß auf der «-Achse innere Punkte des 
Bereichs (32) vorhanden sind. 

Wir setzen hiernach « = 0, 6 = und haben alsdann eine Konstante c 
derart zu suchen, daß stets H{u, v, w) — cid > ist, wenn !(? + ist. Er- 
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setzen wir, wenn tv ^0 ist, m, v davch uiv, vw und beachten die Regel 1., 
BO sollen also nach Voraussetzung nicht aJle Uiigleichungen H(u,v, 1) > 0, 
H{— M, — «, — 1) > gelten, es existiere etwa ein System — »'"*, ~ ti'"', — 1, 
wofür H{— u^f^'i, - -yl"), - 1) = - cl"' ^ ist. Verlangt wird, die Konstante c 
derart zu bestimmen, daß stets 

(34) H{u,v,l)-c>0, H{-u,-v,-l)^c>Q 
ist. 

Für die Funktion B.{u, v, 0) der zwei Argumente u, v haben wir 
mu, V, Ü) > 0, wenn u, !) 4= 0, sind, S(0, 0, 0) = 0, ferner entnehmen 
wir aus 2, und 3.: 

E(tu,tv,0) = tH(u,v,0), wenn if > ist, 

S{u, , »1 , 0) + ff (m, , Ua , 0) > H(ii, + u,_ , V, + v, , 0) . 

Durch entsprechende Überlegungen, wie sie in § 3 für die Funktion 

f{x,y,z) angestellt wurden, erkennen wir hieraus, daß H{u,v,0) eine 

stetige Funktion von m, v ist, und schließen wir auf die Existenz zweier 

positiver Gi-ößen s und S derart, daß stets 

(35) y yW^^^ > H(u, V, 0) ^ -■ yi^i-V 
ist. Die Beziehungen 

- H(-i',^,-v^,0) £ S(ti^ + Us,v,-i-v„l') - H(u^,v^,l) <H(u^,Vs,0) 
und die erste Ungleichung in (35) zeigen uns, daß H(ii,v,l) eine stetige 
Funktion der Argumente «, v ist, und analog erkennen wir S{— ti, — v,~l) 
als stetige Funktion von m, v. 
Aus 

(36) M(u,v, 1) + J?(- i(W - -y W - 1) ^ H(u - m™, v - v'-°\ 0) 

folgt, wenn u,v + mW, v™ ist, ^(m,^', 1) > t^°\ Für das System m = «W, 
t)=Dm geht aus _ö'(wP),ijl«',l) + ff(-wW -i'P),-l)>0 nach Regel 1. 
die entsprechende Ungleichung hervor, so daß allgemein für jedes mögliehe 
System m, v stets 

(37) H(u,v,l)>c<'°) 

gilt. Aus (36) unter Berücksichtigung der zweiten Ungleichung in (35) 
ergibt sich femer, daß gewiß nur dann, wenn 



(38) V{u - M«))^ +{v^v my < Ä(-H"(w('", V '% 1) + m- mP", ~ V 1°', - D) 
gilt, der Wert JI(u,v,l) sieh < Jf(M!''l, v'"', 1) ei-weisen kann. In dem 
durch diese Ungleichung (38) definierten abgeschlossenen Bereiche nun 
besitzt I{(u,v,l) ein bestimmtes Minimum, dessen Wert c" sei und das 
etwa für u = u", V = v" eintrete. Für jedes beliebige System m, v gilt dann 

(39) E(u,v,l)>c: 

Aus (37) folgt für m = u", v = v" insbesondere c" > c'-'^l 
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Betrachten wir ferner die Funktion H{—u, — «, — 1); diese besitzt 
unter anderem den Wert — c*"', der ^ ist. Wegen 

H{-u,^v,~l) + ä(mW i'i'^), 1) ^ ^(-m + mW,-« + »(%0) 
kann sie Werte, die ^ fl"(— !t<''l, — v'"), — 1) sind, jedenfalls nur wieder in 
dem durch (38) definierten Bereiche von Systemen m, v annehmen. In 
diesem abgeschlossenen Bereiche wird sie ein bestimmtes Minimum — c' 
besitzen, wobei c > c"^"' > ist, und es sei u = u',v = v' ein solches 
System, für das H{— m', —v', — V) = — c ist. Für jedes mögliche System 
M, V gilt dann 
(40) H{- u, -v,-l)>- c. 

Wir könnten nun an Stelle des Systems m(°), v^°"> oben auch das System 
«', v' verwenden, und genau wie c" > c^J vorhin finden wir dann c" > c'. 
Ist jetzt c irgendeine Konstante >- c' und < c", so haben wir nach (39) 
und (40) 

R{u,v,l)>c und E{-u,~v,-\)>-c 

und diese Konstante c entspricht daher den obeD gestellten Anforde- 
rungen. — 

Wir nehmen jetzt zweitens an, daß auch nicht durchweg H{u, -y, 0) > 
sei, wenn m, w 4= 0, sind, daß aber wenigstens stets B"(m, 0,0)>0 für 
einM + Oge!te, d. h. also daß Zf(l,0,0) und Jf(- 1,0,0) beide > seien. 
Alsdann können wir » = setzen und durch eine entsprechende Über- 
legung für die Funktion II{u, v, 0) von zwei Argumenten, wie wir sie so- 
eben in bezug auf II{u, v, w) anstellten, ermitteln wir eine Konstante & 
derart, daß S(u,v,0) — bv stete >0 ist, wenn v^O ist. Damit be- 
kommt die letztei'e Differenz den Charakter, den wir vorhin für S(u,v,w) 
Toraussetzten und wir können weiter c so wählen, daß noch 

{H{u, V, w) — bv) — cw 
stets > ist, wenn w + ist. 

Sind endlich auch nicht -Ö'(l, 0, 0) und lI{-~ 1, 0, 0) beide positiv, 
so können wir a so wählen, daß a<H{l,Q,0) und > — Zf(— 1, 0, 0) 
ist. Damit wird S(u, 0,0) — an 1> ffir jedes m + 0, und wir können 
darauf wie soeben b und c nacheinander so bestimmen, daß 

H{u,v,0)-au~hv>0 
ist, sowie v-^0 ist, und endlich H(u, v,w) — au —hv — civ > 0, sowie 
w -f= ist. 

§ 11. Ovale. Konvexe Bezirke. 

Eine PunktmengCj welche ganz in einer Ebene gelegen ist und welche 
dabei 1" mit einer beliebigen Geraden der Ebene sei es eine Strecke, sei 
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es einen Punkt, sei es keinen Punkt gemein hat, 2" wenigstens drei nicht 
in einer Geraden gelegene Punkte aufweist, soll ein Oval heißen.*) 

Wir können die Betrachtungen in §§ 1 — 10 Über gewisse räumliche 
Gebilde sinngemäß auf die ebenen Ovale übertragen. Insbesondere zeigt 
sich (s. § 3), daß ein Oval stets ganz im Endlichen liegt, d. h. für die 
Koordinaten der sämtlichen Punkte in ihm obere und untere Grenzen 
existierenj stets abgeschlossen ist, ferner daß in der Ebene des Ovala 
durch jeden Pnnkt seiner Beranäung (Begrenzung in der Mannigfaltigkeit 
der Ebene) wenigstens eine Gerade geht, welche nicht zu beiden Seiten 
von sich Punkte des Ovals liegen hat und die wir danach als eine Stitts- 
gerade an das Oval bezeichnen (s, § 6). 

Eine Punktmenge, von welcher allein die Eigenschaft 1" der kon- 
vexen Körper feststeht, daß sie mit einer jeden Geraden sei es eine Strecke, 
sei es einen Punkt, sei es keinen Punkt gemein hat, bezeichnen wir 
schlechthin als einen konvexen Bezirk. Ein beliebiger konvexer Bezirk 
bedeutet entweder einen konvexen Korper oder ein Oval in einer Ebene 
oder eine geradlinige Strecke oder einen einzelnen Punkt. Jene Grund- 
eigensehaft 1" der konvexen Bezirke ist nach § 3 gleichbedeutend mit 
dem Inbegriff der di'ei Eigenschaften: 

la) die Menge enthält mit irgend zwei Punkten stets auch die ganze 
dieselben verbindende Strecke; 

Ib) die Menge ist ganz im Endlichen gelegen; 

lo) die Menge ist abgeschlossen. 

Wir können jedem konvex:en Bezirke S eme StMtzeienmfwihHon 
H{u, V, w) zuweisen; dabei definieren wir I{(u, v, w) bei beliebigen Argu- 
menten M, V, IV ah das Maximum des Ausdrucks ux -j- ui/ -[- wz in der 
Menge der Punkte x, y, des Bezirks ®. Dieser Bezirk S ist sodann 
jedesmal durch die sämtlichen Ungleichungen 

(41) ux + vy + WS ^ H(u, v, tv) 

vöüig charakterisiert. Bei einem beliebigen konvexen Bereich S haben 
wir für die Stütz ebenenfnnktion B(u, v, iv) im allgemeinen die Eegeln 1., 
2., 3. wie in § 10 für einen konvexen Körper, nur müssen wir in der 
unter (33) aufgeführten Ungleichung noch das Zeichen = zulassen, wir 
können also nur die Bedingung 

(42) R{u, V, w) + H{- u,'-v,-w)> 0, 

audi wenn m, d, «o 4= 0, 0, sind, behaupten. Diese Ungleichung (42) 
geht daraus hervor, daß das Minimum von ux + vy -\- ivz in S gleich 
~ H{—u, — V, — iv) ist. Andererseits gilt nun der Satz: 

*) Diese Bezeiclinung ist dam Aufsatne voa Herrn Brunn „Über Ovale und 
Biflächen" (laaugural- Dissertation, München, 1887) entnommen. 
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Eine beliebige Funktion H{u,v,tv), welche allgemein die Be- 
dingungen 

1. Hiu, V, iv) + H(- u,-v,-w)-^ 0, ^(0, 0, 0) = 0, 

2. H{tu,tv,tw) = tH{u,v,w), wenn t>0 ist, 

erfüllt, ist jedesmal die Stützebenenfunktioa eines bestimmten konvexen 
Bezirks. 

In der Tat, gilt dabei in (42) stets das Zeichen >, wenn m,v,w + 0,0,0 
sind, so ist nach § 10 dann H(u, v, w) die Stützebenenfunktion einea be- 
stimmten konvexen Körpers. Finden wir jedoch irgendein von 0, 0, 
verschiedenes System u*, v*, w*, wofür die Gleichung 

^(m* iJ* w*) + Hi~ ii^% - ?;*, - iv*) = 
besteht, so zeigen die unter den Ungleichungen (41) enthaltenen zwei 
Bedingungen 

- H{- w* - p* - iv^) ^ u^x + i-*y + v:*z < H(u*, v*, w*), 
daß der durch diese Ungleichungen (41) definierte Bereich jedenfalls ganz 
in der Ebene 

u*x -\- v*y -\- iv*'g = H(u*, v^, w*) 

liegen muß. Wir denken uns nun eine solche Transformation der ortho- 
gonalen Koordinaten vorgenommen, daß in den neuen Koordinaten, für 
die wir wieder die alten Zeichen verwenden, diese Ebene die a;)/-Ebene 
wird, oder also, wir setzen S(0, 0, 1) = — -S"(0, 0, — 1) == voraus. Als- 
dann haben wir 

^ - ^"(0, 0, ~iv) < E{u, V, tv) - H(u, V, 0) £ H(0, 0, w) = 0, 
mithin wird allgemein E{u,v,w) = H(u,v,0) und das System der Un- 
gleichungen (41) kommt auf das System der Bedingnngen 
(43) s = 0, ux + vp^S(u,v,0) 

hinaus, Ist sodann stets H{u, v, 0) + H(-~u,—v, 0) > ,0, wenn m, j; =|= 0, 
sind, so zeigen entsprechende Überlegungen wie in § 10, daß der hier- 
durch definiei-te Bereich ein Oval in der Ebene s = mit der Stützebenen- 
funktion H{u, V, tv) = H(ti, V, 0) ist. 

Finden wir weiter noch ein System u, v 4= 0, 0, wofür die eben er- 
wähnte Summe = ist, so erkennen wir dagegen, daß der Bereich (43) 
ganz in einer Geraden der a!j/-Ebene liegt. Unter Zulassung einer Ko- 
ordinatentransform ation in der xy-Ehene nehmen wir an, es sei 

ö"(0, 1, 0) S(0, -1,0) = 0. 

Dann foigt aUgemein S:(u,v,0) = H{u, 0,0) und muß der durch (43) 
definierte Bereich in die a^-Achse fallen. Er stellt eine Strecke auf der 
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3;-AciLBe Tor, wenn H(l, 0, 0) + H(-~ 1, 0, 0) > ist. Wenn endlich auch 
die letztere Summe •==0 ist, giltdurehgehendsZf(M,!J,w)-(-ff(— «,— «,— w)=0 
und reduziert sich der Bereich (43) auf einen einzigen Punkt. 

Aus der Bedeutung der Stützebenenfunktion eines konvexen Bezirks 
entnehmen wir sofort die Tatsache: 

Sind S und S* gteei Tionvexe Bezirhe mit den Stüt^ebenenfunMonen H 
und S*, so ist dann und nur datm S in S* entkalten, wenn für jedes 
Wertsystem u, v, w steis 

(44) H(u, V, w) £ E*{u, V, w) 
gilt. 

Wir erwähnen hier noch eine Methode, die dazu dient, mittels 
mehrerer konvexer Bezirke einen bestimmten weiteren solchen Bezirk zu 
definieren. 

Sind Sj^, S's, . . ., S^ eine endliche Reihe von konvesen Bezirken mit 
den Stützebenenfunktionen H^, M^, . .-., H^ und bedeutet I{(u,v,w) bei 
beliebigen Argumenten u, v, w jedesmal das Maximum unter den Werten 

(45) S^{u,v,w), H^{u,v,to), ..., H^{u,v,w), 

so bildet Jl{u, v, tv) stets wieder die Stützebenenfunktion eines gewissen 
konvexen Bezirks. Dieser neue Bezirk, den wir mit (S^, ^^^ ■ ■■? ^m) ^^' 
zeichnen wollen, enthält jeden der Bezirke ^i, ^3, . ■ -, ^^ ganz in sich 
und ist selbst stets in jedem anderen konvexen Bezirke enthalten, der 
^1, S^ä, . . ., Ä^ sämtlich in sich aufnimmt. 

In der Tat, aus den Regeln 1. nnd 2. für die m einzelnen Fauktionen 
H^, S^, . . ., H^ gehen die entsprechenden Regeln für die Funktion 
S{ii,v,w) hervor. Bedeuten ferner %, Vj^, % und u^, v^, w^ zwei be- 
liebige Weltsysteme und ist j dann ein solcher Index aus der Reihe 
1,2,.. ., m, wobei S^{iij^ -{- u^, v^ -f v^, w^ + tv^) möglichst groß ausfällt, 
so hahen wir 
H (Ml + u-s, f j + V^, Wj_ + Wj) = if/i*! + M^, Vi + «s, Wi + w^) 

^ -ff/wi, ^1, Wi) + Hj(u„ v^, «;,) < fi(Mi, v„ w,) + H{u,, v„ w^), 
also gilt auch die Regel 3. für I£(u, v, w) und diese Funktion ist die 
Stützebenenfunktion eines bestimmten konvexen Bezirks ffi. Da nun für 
^ = 1,2, . . ., m stets S(u, v, iv) ^ Si(u, v, w) ist, so enthält dieser 
Bezirk ^ jeden der Bezirke ^f. Ist andererseits ^* ein beliebiger kon- 
vexer Bezirk, der alle m Bezirke ßj enthält, und H* die Stützebenen- 
funktion von S*, so muß bei jedem System M, ü, M? aksis II*{u,v,w)'^Hf(u,v,w) 
für alle Indizes i = l, 2, ...,«i und also I{*(ti,v,iv')'^S{u,v,w) gelten. 
Danach enthält dann S* jedesmal den Bezirk S - (Si, ^, . . ., ^J. 

Ein duales Analogon zu der eben dargelegten Tatsache haben wir in 
folgendem Satze: 



y Google 



Tteorie der konveseti Körper. 157 

Sind ^^, ^2! ■ ■ ■! ^m ^^^'^ Reihe von konvexen Körpern, von denen 
ein Jeder den NuUpankt im Inneren enthält, mit den Distanzfunktionen 
fii U' ■ ■ -7 fm ^^^ bedeutet f{x, y, 0) für ein beliebiges System x, y, z 
jedesmal das Maximum unter den m Werten 

fiC«;,!/,«), /■,(«,»,«), ■■., U?.,y,i), 

SO ist f{x, y, s) wieder die Distanzfunktion eines bestimmten konvexen 
Köi'pers mit dem NuUpunkte im Inneren, und dieser neue konvexe 
Körper besteht genau aus allen denjenigen Punkten, die allen m Körpern 
S'j, Sj, . . ., S^ gemeinsam sind. 

§ 12. Die extremen Punkte eines konvexen Bezirks. 

Es sei ^ mit der Stützebenenfunktion H ein beliebiger konvexer 
Bezirk (also ein konvexer Körper oder ein Oval oder eine Strecke oder 
ein Punkt). Wir bezeichnen einen Punkt p in S als einen extremen Punkt 
von ®, wenn p auf keine Weise als inwendiger Punkt einer ganz in S 
enthdtenen Strecke erscheint, d. h, also wenn man nicht in ß zwei ver- 
schiedene Punkte pi, (Ja und dazu einen Wert t'>0 und < 1 finden kann, 
80 daß p = (1 — OPi + ips gilt. 

Wir erkennen sofort: Ein innerer Punkt eines konvexen Körpers, 
ein inwendiger Punkt eines Ovals in der Ebene dos Ovals, weiter ein 
Punkt einer Strecke, der von ihren Endpunkten verschieden ist, bildet 
niemals einen extremen Punkt des betreffenden Itonvexen Bezirks. 

Denken wir nns nun p als einen extremen Punkt von St. Besitzt ^ 
innere Punkte, d. h. ist S ein konvexer Körper, so ist p jedenfaUa kein 
innerer Punkt von S. Von welcher Art also auch der konvexe Bezirk ^ 
sein mag, so gehört p jedenfalls der Begrenzung von £ an und können 
wir daher wenigstens eine Stützebene durch p an S) konstruieren. Wir 
bezeichnen diese Stützebone mit [%] und es sei (a, ß, y) ihre (äußere) 
Normale. 

Sodann bedeute (5 ^^^ gesamte Menge von Punkten, welche Ä in 
dieser Ebene ( 5 ) liegen hat und wozu insbesondere der Punkt p gehört. 
Die Eigenschaft eines konvexen Bezirks überträgt sich von S auf diesen 
ebenen Bezirk ^, und wird ^ entweder ein Oval oder eine Strecke oder 
einen einzelnen Punkt in der Ebene { g } bedeuten. 

Ist 5 ein Oval, so kann p kein inwendiger Punkt dieses Ovals sein, 
sondern muß notwendig seiner Berandung angehören. Von welcher Art 
nun auch der Bereich 5 ist, ao können wir daher in jedem Falle in der 
Ebene {5} wenigstens eine Stfitzgerade durch p an ^ konstruieren. Wir 
bezeichnen diese Stützgerade mit |£) und es sei («', ß', •/) ihre (äußere) 
Normale in der Ebene { J5 1 ■ 
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Weiter bedeute S die Menge der Punkte, welche ^ in dieser Ge- 
raden {£} liegen hat und wozu insbesondere der Punkt p gehört. Die 
Eigenschaft eines konvexen Bezirks überträgt sich von 5 weiter auf ö 
und wird daher ß entweder eine Strecke oder ein Punkt sein. Im ersteren 
Falle muß p ein Endpunkt jener Strecke sein, im letzteren £ sich auf p 
reduzieren. Es sei endlich («", ß", y") von den beiden E.ichtungen in 
der Geraden jS} im ersteren FaRe diejenige, welche vom Punkte p aus 
von der Strecke |S] fortfährt, im zweiten Falle eine beliebige dieser zwei 
Dichtungen. Die drei Eichtungen (a, ß, y), (a, ß', y'), (k", ß", y") stehen 
aufeinander senkrecht, so daß zu jedem extremen Punkte von St in der 
hier dargelegten Weise wenigstens eine orthogonale Substitution gehört. 

Andererseits leuchtet ein, daß zu einer jeden beliebigen linearen 
Substitution, insbesondere zu einer orthogonalen Substitution 
(S) I == a'x + ß"y + y"z, ^ = ß'a; + ß\j + yz, t^ax^ßy^yz 
stets ein bestimmter Punkt in S gehöi-t, der unter aRen Punkten von SS 
zunächst einen möglichst großen Wert von %, nächatdem einen mögliehst 
großen Wert von -q und nächatdem einen möglichst großen Wert von | 
besitzt. Dieser Punkt fi ist dann jedesmal ein extremer Punkt von Ä. 
Denn gehörte p einer Strecke pjpj an, wobei p^ und p^ zwei von p ver- 
schiedene Punkte aus ^ wären, so kann zunächst £ weder für p^, noch 
für pa größer wie für p sein und müßte daher für beide Punkte denselben 
Wert wie für p haben, weiter müßte i; und endlieh auch \ für pj und p^ 
denselben Wei-t wie für p haben, was unmöglich ist. Wir bezeichnen 
den in Frage kommenden Punkt p als den zur Substitution (S) gehörenden 
extremen Punkt von S. Sehen wir nun zu, wie dieser zu (S) gehörende 
extreme Punkt von ^ sich mittels der Stiitzebenenfunktion K(i(, v, vi) 
des Bezirks ^ charakterisieren läßt. 

Indem wir ims von vornherein die orthogonale Koordinatentrans- 
formation (S) vorgenommen denken, können wir der Einfachheit wegen 
annehmen, es handle sich speziell um den estreraen Punkt, der zu den 
ursprünglichen Koordinaten, d. h. der Substitution 
(46) \^x, yi = y, %^s 

gehört. Alsdann ist zunächst für (k, /3, y) die Richtung der positiven 
5- Achse einzuführen und also unter \%\ die Stützebene ^^ = ^^(0, 0, 1) 
an S zu verstehen. Ermitteln wir nun den Bereich g der Punkte von S 
in dieser Ebene, 

Nach dea Ausführungen in § 8 nnd § 11 werden in dieser Ebene 
zu S alle diejenigen Punkte x, y, s gehören, für deren Koordinaten x, y 
bei beliebigen Werten u, v, w stets 

ux + vy^ S(u, V, w) - tvH(f), 0, 1) 
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gilt. Wir setzen zur Abkürzung 

(47) H(u, », «.) -wHiO, 0, 1) - B- («, ,, w) ■ 

diese Funktion iT genügt dann ebenso wie H den Bedingangen 1., 2., 3. 
in g 11. Dabei wird H'{0, 0, 1) = 0, fi'(0, 0, - 1) ^ 0, also aUgemein 

ir'(0, 0, i) = 0, -H"'(0, 0,-Oäo, 
wenn i> ist. Aus 

H'(ii, V, tv^) + if'(0, 0, w-w^)^ H'(u, V, w) 
geht nunmehr, wenn w > Wß ist, stets H'{ii, v,Wi^'^H'{u,v,w) hervor. 
Danach nimmt die Funktion H'(u, «, to) mit wachsendem w bei festen 
M, i; niemals zu. Andererseits ist stets 

H'{u, V, IV) + H'{~ u,-v, 0) > H'{Q, 0, w) > 0, 
M'(u,v,^v)>-H\-u,~v,0), 
so daß H'{u,v,w) bei festen Werten M, v nicht unter eine bestimmte Grenze 
ainken kann. Mithin wird die Funktion li'(u, v, iv) bei festen Werten 
M, V für ein unbegrenzt wachsendes tv, ohne jemals zuzunehmen, nach 
einer endlichen unteren Grenze konvergieren (die sie auch schon von 
einem endlichen Werte w an erreichen kann); diese Grenze H'(u, v, + oo) 
wollen wir schlechthin mit H'(u,v) bezeichnen. Aus den Eigenschaften 
der Funktion ir{ti, v, w) gehen folgende Umstände für die Funktion 
S'{u, v) hervor: 

1. S'(ji,v) + H\-u,-v)^0, ir(0,0) = 0; 

2. H'{tu,tv)^tH'{u,v), wenn (>0 ist; 

Die Punkte x, y, z des Bezirks g sind nun YÖllig charakterisiert durch 
« = 0(0, 0, 1) und die Ungleichungen 

(48) ux-\-v^<K'{u,v) 
für aUe möglichen Wertsysteme u, v. 

Weiter ist für {a, ß', y) die Richtung der positiven y-Ächse ein- 
zuführen und unter jS} die Stützgerade j/ = H'(0, 1) an % in der 
Ebene {(51 ku verstehen. Durch analoge Betrachtungen, wie sie soeben 
angestellt wurden, erkennen wir, daß die Funktion 

(49) a{u,v)^vR\0,\)-B"{u,«) 

bei festem Werte m für ein unbegrenzt wachsendes v, ohne jemals zu- 
zunehmen, nach einer endliehen unteren Grenze S"(ti, -j- oo) konvergiert, 
die wir einfach mit S"{tij bezeichnen. Alsdann gilt 
S"(0} = 0; R"{tu) = tB."{u), wenn i^>0 ist; H"(l) -^ ,ff"(- 1) ^ 0; 
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und finden wir den Bereich ö der Punkte von '^ in der Geraden ( Ö } 
durch 

(50) ^=^Zr(0, 0, 1), tj = H'(p,l), ~H"{-l)^x^H"(r) 
bestimmt. 

Endlich soll noch («", ß", y") die Richtung der positiven a:-Achse 
bedeuten und iat der zur Substitution (46) gehörende extreme Punkt p 
von S voUig eharatterisiert durch die Koordinaten werte 

(51) ^ = if(0, 0, 1), y^H'(}),l), x^ff"(l). 

Zu jedem lionvexen Bezirk ^ gehören in der hier dargelegten Weise 
gewisse Bezirke J ^^d S in Ebenen und Greraden und gewisse extreme 
Punkte \i. Der Bezirk S besteht alsdann 1) aus seinen inneren Punkten, 
faRs B: ein konvexer Körper ist, 2) aus den inwendigen Punkten der Be- 
zirke ^, soweit diese Ovale sind, 3) aus den inwendigen Punkten der 
Bezirke ß, soweit diese Strecken sind, endlieh 4) aus den extremen 
Punkten (J. 

Ist ^ ein konvexer Körper, p ein beliebiger extremer Punkt von Ü, 
so finden wir die inneren Punkte von ^ auf den Strecken von ]> nach 
den anderen Punkten der Begrenzung von S gelegen. Ist ^ ein Oval, 
(3 ein beliebiger extremer Punkt von ^, so liegen die inwendigen Punkte 
von 5 ^'■^f ^^^ Strecken von p nach den anderen Punkten der Berandung 
von %. Ist S eine Strecke, so sind die Endpunkte ihre extremen Punkte, 

Überblicken wir diese Tatsachen, so erkennen wir, daß in einem 
konvexen Bezirk R ein beliebiger Punkt stets entweder selbst ein extremer 
Punkt von S ist oder einer Strecke oder einem Dreieck oder einem 
Tetraeder angehört, deren zwei, drei, vier Eckpunkte lauter extreme Punkte 
von ® sind. 

Ein konvexer Bezirk S ist auf diese Weise durch die Gesamtheit 
seiner extremen Punkte völlig bestimmt als der kleinste konvexe Bezirk, 
der alle diese Punkte aufnimmt. Ein konvexer Sezirh mit einer endlichen 
ÄnmM von extremen Funkt&n stellt danach gemäß den Definitionen in § 4 
stets entweder ein Polyeder oder ein Polygon oder eine Strecke oder 
einen Punkt vor. Umgekehrt sind bei den eben genannten Bereichen nach 
einer Bemerkung in § 4 allein die Eckpunkte extreme Punkte und also die 
extremen Punkte in der Tat jedesmal nur in endlicher Anzahl vorhanden. 

Wir beweisen noch den folgenden Satz: 

Ist S ein konvexer Körper mit dem Nullpunkte im Inneren nnd s 
eine beliebige positive Größe, so können wir stets ein Polyeder £1 be- 
stimmen, dessen Ecken sämtlich extreme Punkte von S sind, welches 
daher ganz in ^ enthalten ist, und so daß andererseits das Polyeder (1 + £)Q. 
den Körper S ganz enthalt. 
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In der Tat, wir bestimmen zunächst nach § 5 ein Polyeder D* 
irgendwie eo, daß Q* in S und S in (1 + 6)Q* enthalten ist. Jeden 
einzelnen Eckpunkt q* von D* können wir, wenn er nicht selbst ein 
extremer Punkt ist, als Punkt einer Strecke oder eines Dreiecks oder 
eines Tetraeders darstellen, deren zwei, drei, vier Eckpunkte extreme 
Punkte von S sind. Es bedeute sodann D den kleinsten konvexen Bezirk, 
■welcher sämtliche verschiedenen hierbei herangezogenen extremen Punkte 
von ^ in sich aufnimmt, so stellt dieser Bezirk Cl, der natürlich nicht 
ganz in eine Ebene fäUt, ein Polyeder mit diesen extremen Punkten von Ä 
als Eckpunkten vor. Dabei enthält nun £1 jeden Eckpunkt von Q* und 
also das ganze Polyeder D* und wird daher (l + e)Q das Polyeder 
(1 + e)D* und somit den Körper S enthalten. Das Polyeder Q entspricht 
danach aUen in dem obigen Satze gestellten Anforderungen. 



§ 13. Projettioiisraum eines konvexen Körpers von einem Pnnkte 
seiner Begrenznng. Extreme Stiltzelienen. 

Wir haben jetzt einige Bemerkungen über das Verhalten eines kon- 
vexen Körpers in der Umgebung eines Punktes seiner Begrenzung an- 
zuschließen. Es sei S ein konvexer Körper mit der Sfcützebenenfunktion 
IKUfViV)) und p mit den Koordinaten a:„, !/(,, Sg ein beliebiger Punkt 
seiner Begrenzung. Wir denken uns jeden Strahl von p aus konstruiert, 
der durch innere Punkte yon ® geht. Die gesamte Menge der Punkte 
auf allen diesen Strahlen, mit Ausschluß des Punktes p selbst, werde 
mit 9i' bezeichnet. Da um jeden inneren Punkt von $t eine Kugel, aus 
lauter inneren Punkten von S bestehend, konstruiert werden kann, besitzt 
die Menge W offenbar nur innere Punkte und enthält also keinen Punkt 
ihrer Begrenzung. Es sei sodann SR diejenige abgeschlossene Menge, 
welche aus Sft' und der ganzen Begrenzung von 91' besteht; diese Menge 9f 
nennen wir den Prc^ektionsraum des Körpers S von p aus. Wir denken 
uns ferner um p als Mittelpunkt eine Kugel vom Radius 1 konstruiert, 
und das Gebiet P, welches 9t mit dieser Kugel gemein hat, heiße der 
I'rojeMiomseMor des Körpers ^ von :p aus. 

Sind tj' und r^' zwei Punkte aus 91' auf zwei verschiedenen Strahlen 
von p aus, so können wir auf diesen Strahlen irgend zwei innere Punkte 
qj und qa von S angeben. Jeder Punkt der Strecke q^q^ ist dann eben- 
falls ein innerer Punkt von S und gehört dadurch jeder Punkt der 
Strecke r^'r^' wieder zu 9t'. Die Menge 9t' besitzt also die Eigenschaft la) 
eines konvexen Bezirks. 

Zu jedem Punkte r von 9f gibt es, wenn er nicht zu 9t' gehört, in 
beliebig kleiner Entfernung von ihm Punkte r' aus 5R'. Sind Vj, r^ zwei 
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Punkte aus 31, so wird man daher zwei Punkte r/, tj' aus 9i' angeben 
können, ao daß die Entfernungen ijXi, tgr^' unterhalb einer beliebig 
kleinen Größe liegeuj und da die Strecke V^'x^' ganz zu 9i' gehört, existiert 
also auch zu jedem Punkte der Strecke Ejig in beliebiger Umgebung ein 
Punkt von SR', ist also jeder Punkt dieser Strecke ein Punkt TOn 3i' oder 
doch eine Häufungsstelle von 91', mithin stets in 5R enthalten. Es besitzt 
also auch die Menge 5R die Eigenschaft la) eines konvexen Bezirks; dabei 
besteht 9t aus lauter Strahlen von p aus. Der Raum 91 besitzt weiter 
die Eigenschaft Ic) eines konvexen Bezirks, abgeschlossen zu sein, und 
enthält den ganzen Körper B, da jeder Punkt der Begrenzung von ^ eine 
Häufungsstelle von inneren Punkten von S ist. 

Die Menge 9?' besteht nun genau aus allen inneren Punkten von 91. 
Denn ist r irgendein iimerer Punkt von 9i, so können wir vier nicht 
in einer Ebene gelegene Punkte tj, T^, t^, t^ aus 9i so wählen, daß c im 
Inneren des Tetraeders {tj, t^, r^, t^) liegt. Weiter können wir in be- 
liebiger Nähe von jedem dieser Punkte einen Punkt aus 9J' finden und 
daher auch vier Punkte t^', r^', t^', r/ aus 9t' wählen, so daß r dem Be- 
zirke (t^', Ej', Tj', r^') angehört; alsdann aber gehört nach dem vorhin Aus- 
einandergesetzten r selbst zu St'. Andererseits kann St', wie wir bereits 
gesehen haben, keinen Punkt der Begrenzung von 9t enthalten. 

Die Eigenschaften la), Ic), 2) eines konvexen Körpers übertragen 
sich von dem Projektionsraume 9t sofort auf den Projektions Sektor P; 
dieser besitzt schließlich noch die Eigenschaft Ib) eines konvexen Bezirks, 
ganz im Endlichen zu liegen, und stellt somit in der Tat einen konvexen 
Körper vor. Nach § 8 ist nun ein konvexer Körper vÖUig bestimmt 
durch die Bedingungen seiner Stützebenen, und zwar geht aus den Aus- 
führungen bei (21) dort hervor, daß zur Charakterisierung des Körpers 
nicht durchaus seine sämtlichen Stützebenen erforderlieh sind, sondern 
daß dazu bereits die Bedingungen jeder solchen Menge unter den Stütz- 
ebenen völlig hinreichen, welche für sich schon die Eigenschaft hat, jeden 
einzelnen Punkt der Begrenzung von S aufzunehmen. Nun baut sich der 
Projektionssektor P aus lauter Radien der Kugel 
(62) (a:_j:.)< + (y_j,.). + (8^a,)>gl 

auf. Durch jeden Endpunkt eines solchen Radius geht eine Tangential- 
ebene dieser Kugel, welche zugleich eine Stützebene an P bildet. Ist 
aber r ein Zwischenpunkt eines solchen Radius und gehört der Begrenzung 
von P an, so kann eine Stützebene durch r an P nicht Punkte dieses 
Badius trennen und muß also durch p gehen, ist somit eine Stützebene 
durch p an P und dann weiter auch an 9t und endlich an ffi selbst. 
Andererseits hat jede Stiitzebene durch p an S den Raum 3t' ganz auf 
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einer Seite liegen und ist dalier zugleich auch Stützebene durch p an Sft 
und an P. 

Hiernach wird nun der Projektionssektor P bereits völlig charak- 
terisiert sein dnrch die Ungleichung (52), welche die Bedingungen aller 
Stützebenen an diese Kugel zusammenfaßt, und zudem durch die Be- 
dingungen aller Stütz ebenen 

(53) ax + ßy-\-y0^ H{a, ß, y) 
an fi\ welche durch p gehen, also die Beziehung 

(54) ax^ + ßy^ + /£■„ = Ii{a, ß, y) 

erfüllen. Nach der Art, wie der Projektionsraum 31 und der Projektions- 
sektor P sich gegenseitig bestimmen, wird dann der Projektionsraum 5R 
schon aUein durch die letzteren Bedingungen (53), (54), also durch die 
Bedingungen der eämtUchen vorhandenen Stützebenen durch p an K 
charakterisiert sein. Die Menge W endlieh bildet, wie wir sahen, das 
ganze Innere des Raumes 3i. — 

Wir nennen zwei Richtungen unabhängig, wenn sie weder identisch 
noch einander entgegengesetzt sind, drei Bichtungen unabhängig, wenn 
sie nicht sämtlich einer einzigen Ebene angehören. Wir bezeichnen einen 
Punkt p der Begrenzung von Sf als einen Fläelienpunkt von S, wenn 
durch p nur eine einzige Stützebene an ^ geht, als einen Kantmpunlit 
von % wenn durch p mehrere Stützebenen an S gehen, aber deren Normalen- 
riehtungen sämtlich einer Ebene angehören, als einen EckpwnM von S, 
wenn durch p sich drei solche Stützebenen an ß legen lassen, deren 
Normalen nicht sämtlich einer einzigen Ebene angehören. 

Gilt in ^ durchweg (p^O, wobei 93 = die Gleichung einer Ebene, aber 
nicht durchaus einer Stützebene an S vorstellt, so wollen wir den durch. 
9^0 bestimmten Bereich als einen Halhrcmm um ^ bezeichnen. Sind 
in diesem Sinne gj^^O, gj^^*^ TTfisii Halbräume um ® und sind c^, Cg 
zwei positive Konstaute, so gilt in 9l auch stets cp = c^tp^ + c^fp^^ und 
stellt also diese Bedingung 9) ^ jedesmal wieder einen Halbraum um 
S dar. Wir bezeichnen nun einen Halbraum y ^ um $t als einen 
extremen Halbraum um S, wenn es nicht möglich ist, zwei verschiedene 
Halbräume cpi^O, <p^^0 um S und zwei positive Konstanten c^, c^ so 
zu wählen, daß 9? = Ci ^i + (3 (Ps ist. 

Wir denken uns jetzt der Einfachheit wegen den Anfangspunkt 
der Koordinaten im Inneren von ^ gelegen, um gemäß § 8 den polaren 
Körper § von S einzuführen. Es gilt dann stets H(u,v,w)P- 0, wenn 
u,v,w =^0,0,0 sind. Die Bedingung eines jeden den Nullpunkt im 
Inneren einschließenden Halbraumes können wir in die Form 

(55) ^ = tix + xy + ws — 1^0 
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setzen, und ein solchei^ „Halbraum (tt, v, «?)" enthält den ganzen Körper 
S, jedesmal dann, wenn II(u, v,w)-^l ist. Andererseits besteht der 
polare Körper § aus aßen Punfeten mit Koordinaten u, v, w, -wohei 
JS{u, v,w) <,]. ist, und entsprechen jetzt die extremen Halbräume («, v, w) 
um St offenbar genau den extremen Punkten (w, v, w) des Körpers §. 
Da letztere Punkte notwendig der Begrenzung von § angehören, also für 
sie stets H(u, «, ^^') = 1 ist, sehen wir zunächst, daß die Bedingung eines 
extremen Halbraumes um S jedenfalls zugleich die Bedingung einer Stütz- 
ehme an S vorstellt; die bezüglichen Stützebenen bezeichnen wir als 
extreme Stützebenen an S. 

Dem Punkte p{Xi^, j/o, «o) auf der Begrenzung von SS entspricht dua- 
listisch die Stützehene 

(56) a^oM + y^v + 0^w - 1 ^0 

an §. Die Menge der Punkte von § in dieser Ebene wollen wir mit 
©(^j) bezeichnen; jeder Stützebene durch p an SE mit einer Bedingung 
UfjX + Vf,y + WgZ — 1^0 entspricht in 3)(p) ein Punkt (u^, v^, w^). Je 
nachdem nun p ein Flächen-, Kanten-, Eckpunkt von S ist, wird S)(p) 
einen einzelnen Punkt oder eine Strecke oder ein Oval vorstellen. Auf 
Grund der oben abgeleiteten Resultate erkennen wir nun die folgenden 
Umstände. 

Ist zunächst p ein FlächenpunM von S und ^ ^ die Bedingung 
der einzigen alsdann vorhandenen Stützebene durch p an Ä, so vrird der 
Projektions räum 9i des Körpers S von p aus der ganze Halhraum ip^O. 

Ist zweitens p ein Kantmpunkt von S, so gibt es zwei extreme Stütz- 
ebenen durch p an H, deren Bedingungen ^j ^ 0, ^3 ^ seien, und diese 
haben dann die Bedingung jeder anderen durch p an ^ vorhandenen Stütz- 
ebene in einer Form (1 — t)ipi + ii!!^:^0, 0<t<l zur Folge. Der 
Projektions ran m "Si des Körpers S von p aus wird hier der durch die 
beiden Ungleichungen ^^ ^ 0, ip^-^O dargestellte Keil. 

Wir schalten jetzt eine Bemerkung in bezug auf die ebenen Figuren 
ein. Wir können die hier für den Raum und konvexe Körper eingeführten 
Begriffe sinngemäß auf die Ebene und Ovale übertragen. Ist © ein ebenes 
Oval, f ein Punkt seiner Berandung, so nennen wir | einen LinienptmH 
oder einen Echpwikt von ©, je nachdem in der Ebene von © durch [ 
nur eine oder mehrere Stützgeraden an © gehen. Wir bilden sodann 
in der gehörigen Weise die Begriffe der extremen Halbebene um © 
und der extremen Stützgeraden an © und erkennen: Im Falle eines 
Linienpunktes ) ist die einzige Stützgerade durch J an © eine extreme 
Sfcützgerade an @, im Falle eines Eckpunktes j gibt es zwei verschiedene 
extreme Stützgeraden durch | an ©, aus welchen dann die Bedingungen 
aller übrigen Stützgeraden der „Eckstüfczgeraden" durch J an © folgen. 
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Jetzt nehmen wir drittens p als einen Eckpunkt von S an, wobei 
dann ^(p) ein Oval vorstellt. Diejenigen Stützebenen durch p an ^, 
welcie den inwendigen Punkten dieses Ovals entsprechen, bezeichnen wir 
als Eckst&zebenm dnrch p au ü. Zu jedem inwendigen Punkte b von 
®(p) können wir drei nicht in gerader Linie gelegene Punkte bj, bj, bg 
in ©(p) derart annehmen, daß b im Inneren des Dreiecks (bj, b^, bg) hegt. 
Die charakteristische Eigenschaft einer Eckstiitzebene durch )) an ß ist 
danach die, daß man ihre Bedingung in eine Form 

(57) (p = q 9, + Cg g?2 + Cg 9>3 ^ 

setzen kann, bo daß (p^ < 0, g;^ ^ 0, ^3 ^ die Bedingungen dreier Stütz- 
ebenen durch p au ^ mit unahhänt/igen Normalenrichtungen und Cj, Cg, c^ 
positive Konstanten sind. 

Es bedeute in dieser Weise (57) eine Eekstiltaebene durch (J an Sl. 
Alsdann sind g>i,<p^,<Ps drei unabhängige homogene lineare Äusdmcke in 
X ~ Xff, y — y^, 2 — s„, so daß umgekehrt letztere Differenzen durcii ^^, 
<p^, q>s ausgedrückt werden können. Im Projektionsraume 3t des Körpers 
S von ]> aus gilt jedenfalls 

(58) 9'iJ^O, <ps£0, 9?j^0, 

Fordern wir gleichzeitig fp = 0, so muß wegen (67) notwendig q?^ = 0, 
92 = 0, g^B = gelten. Die Ebene 9 = enthält also vom Räume tß 
allein den Punkt p, während im übrigen in SR stets y < ist. Bezeichnen 
wir den Schnitt von 3! mit der Ebene tp ~ — 1 mit ©, so gilt wegen 
(57) und (58) in @: 

(i9) -f^-Pi^O, -f^9>s^0, -j-<ips^0, 

rnd danach bestehen auch für die Beträge von a; — a^o, y ~ %, s — «o 
bei den Punkten m © obere Grenzen. Der Bereich @ ist also ganz im 
Endlichen gelegen, der Raum ?fi iat dann der Kegel aller Strahlen von 
() durch die Punkte von ©, und enthält gewiß drei nicht in gerader Linie 
gelegene Punkte Von 3t übernimmt © ferner die Eigenschaften la) und Ic) 
eines kon\ exen Bezirks und stellt nun © ein Oval in der Ebene ip = — 1 vor. 
Ais Stntzebenen durch p an 3i oder an S haben wir dann außer der 
Ebene 95 = jede Ebene durch p, welche die Ebene 5? = — 1 in einer 
solchen Geraden schneidet, die das Oval @ überhaupt nicht trifft oder 
eine Stützgerade an © ist. Aus den entsprechenden Tatsachen über die 
Stützgeraden eines Ovals entnehmen wir, daß eine Stützebene durch p an 
SE dann und nur dann eine extreme Stützebene an Ä ist, wenn sie durch 
eine extreme Stützgerade an © in gj = — 1 führt. Ferner erkennen wir 
als die Eckstützebenen durch p an S diejenigen Ebenen durch p, welche 
© überhaupt nicht treffen. Ist q ein von p verschiedener Punkt, der 
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weder in 9i noch in dem zu SR in bezug auf p aymmetriaclien Kegel liegt, 
so gehen durch die Gerade |)q offenbar noch unendlich viele dieser Eck- 
stützebenen, 

Der Projektionseektor P wird nnn im Falle einea Flächenpunktes 
eine Halbkugel, im Falle eines Xantenpunktes ein Keilsektor, im Falle 
eines Eckpunktes ein Kegelsektor^ 

Nach dem am Schlüsse Ton § 12 bewiesenen Satze können wir, wenn 
£ eine beliebige positive Größe bedeutet, stets zum Körper § ein Poly- 
eder ^ bestimmen, dessen Ecken lauter extreme Punkte von § sind und 
so daß (1 + e)^ den Körper § ganz enthält. Dabei ist der Nullpunkt 
ein innerer Punkt von (1 -j- e)^ und also auch von ^. Es bedeute Q 
den zu ^ polaren Körper, so ist nunmehr £L ein Polyeder, bei welchem 
die Ebenen der einzelnen Seitenflüchen lauter extreme Stützebenen an S 
sind, und entMlt äD den Körper S, Andererseits wird der zu (1 + e)^ 
polare Körper das Polyeder ■ & sein und ganz in S enthalten sein. 
Wir gelangen damit zu folgendem Satze: 

Ist Ä ein Iconvexer Körper mit dem NiilJpunkte %m Inneren und s etne 
helid>ige positwe Große, so himnm wir stets etn Polyedei O. hpstimmen, hei 
welchem die Ebenen der Seitenflächen lauter eidreine Stuizebenm an S sutd 
und so daß andererseits O gams w {1 + e)^ enthalten at 

§ 14. Tangentialebenen. 

Es sei S ein konvexer Körper und 
(60) ^ = ax + ßp + yg - H{a, ß,y)^0 

die Bedingung der Stützebene an S mit der beliebigen Richtung (k, ß, y) 
als (äußerer) Normale. So lauge d positiv ist und eine gewisse Größe 
(H{a, ß, y) -t- Hir- «, — j3, — 7)) nicht erreicht, trifft die parallele Ebene 
1I1 =• — d den Körper S, ohne au ihn Stützebene zu sein, geht also durch 
innere Punkte von St und hat mit §t einen ebenen Bereich gemein, der 
von S die Eigenschaft eines konvexen Bezirks übernimmt und gewiß drei 
nicht in gerader Linie gelegene Punkte aufweist, also ein Oval vorstellt. 
Es sei Q(d) das Maximum unter den Radien der ganz in diesem Oval 
enthaltenen Kreise. Wir bezeichnen die Stützebene ^f- ^ an Ä als eine 
Tangentialebene an S, wenn der Quotient ^^ für ein nach NuU abnehmen- 
des d über jede Grenze hinauswächst. Wir können nun die folgende Tat- 
sache beweisen: 

Die extremen Stützebenen an Ä und allein diese Stützebenen sind Tan- 
gentialebenen an S. 

Fassen wir einen beliebigen Punkt p der Begrenzung von S ins Auge, 
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Ist zunächst p ein Flächenptmkt von fi, so ist die alsdann vorhandene 
einzige Stützebene durch p an Ä nach § 13 eine extreme Stfitzehene au 
S, und wie wir jetzt zeigen wollen, zugleich Tangentialebene an ^ in 
dem eben festgelegten Sinne. Bedeutet (60) die Bedingung dieser Stütz- 
ebene, so ist der Projektion sraum Sft des Körpers ^ von }) aus hier der 
ganze Halbraum V ^ 0. Die Parallelebene ii> = — 1 fällt daher vollständig 
ins Innere dieses Raumes 3? und können wir drei innere Punkte tj,rj, 

tj von 8ä in dieser Ebene ^= 1 so annehmen, daß das Dreieck (rj, 

tg, ta) einen Kreis von beUebig großem Badiua q^ enthält. Alsdann können 
wir auf den Strecken ^iri, pCj, pr^ irgendwelche inneren Punkte (1i,Cla, q^ 
von S finden; ist für diese Punkte il> = ~ d^, ~ ä^, — ä^, so gehören bei 
jedem positiven Werte d, der ^d^, ^(^, ^d^ ist, alle drei Punkte 

(1 _ ^)p + dx^, (1 — (I)p + dx^, (1 - d))f + dx^ 

in der Ebene iji = — d und daher auch das ganze Dreieck mit letzteren 
Punkten als Eckpunkten dem Inneren von S an. Dieses dem Dreieck 
(r^, r^, tj) in bezug auf )f homothetische Dreieck enthält einen Kreis vom 
Radius äfp^ i"^ i^t ^^^ dabei %^^0o- Danach muß in der Tat der 
Quotient ^M für ein nach Null abnehmendes d Ober jede Grenze hinaus- 
wachsen. 

Ist zweitens () ein KantmpunU von ^, so ist der Projektionsraum 3t 
des Körpers Ä von p aus nach | 13 ein von zwei extremen Stützebenen 
li'i ^ 0, 7^2 < an ^ gebildeter Keil. Alsdann sind diese beiden extremen 
Stützebenen Tangentialebenen an S. Denn betrachten wir eine dieser 
Ebenen, ip^^O. Der Keil SR sehneidet aus der zu ihr parallelen Ebene 
1/:^= — 1 eine Halbebene heraus. Wir können drei innere Punkte r^, r^, 
Tg von SR in dieser Halbebene so annehmen, daß das Dreieck (11,13^1^3) 
einen Kreis von beliebig großem Radius enthält, und die weiteren Schlüsse 
genau wie vorhin einrichten, um für ^i'J — den Charakter einer Tai^eniial- 
ebene an St einzusehen. — Daß die übrigen Stützebenen durch p an ß, 
welche mit dem Keile JR nur die Kante ^( — 0, ^^ = gemein haben, 
nickt Tangentialebenen an ^ vorstellen, leuchtet ebenso einfach ein. 

Analoge Bemerkungen wie hier zu den Flächen- und Kantenpunkten 
eines konvexen Körpers können wir zu den Linien- und Eckpunkten eines 
ebenen Ovals machen, und wir kommen dadurch zu folgendem Satze: Es 
sei © ein ebenes Oval, f ein Punkt seiner Berandung, ff eine Stützgerade 
an @ und bezeichnen wir die Länge der zu ft parallelen Sehne von S 
in einem senkrechten Abstände d' von ft mit ^'{d'), so wächst für ein 
nach NuU abnehmendes d' der Quotient ^4^ über jede Grenze oder kon- 
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vergiert nach einer endlichea Grenze, je nachdem ilie Stiitzgerade ft an 
® eine estreme ist oder nicht. 

Es sei endlich p ein EckpunM von S. Wir bezeiclincu wiedei mit 
9! den Projektions räum des Körpers Sl Yon p aus, sodann sei y ^ die 
Bedingung irgendeiner Eckstutzebt ne duich p an S' 
niid @ (Fig. 1) das Oval, wekhes 9{ aus der Ebene 
i'j; — ^ (p = — 1 ausschneidet, ( ein beliebiger Punkt der 
^rp^~— 4 Berandung TOn ©, endlieh (t in (p = — 1 eine extreme 
!a- \ Stützgerade durch f an @. Die Ebene durch p und 
\! rf^ ft ist dann eine extreme Stützebene und, wie wir 
-^'-^.^ nun zeigen, eine Tangentialebene an S. Es sei ^ ^ 
t die Bedingung dieser Stützebene in der Form (60). 
Bezeichnen wir die Länge einer zu ft parallelen Sehne 
Ton @ in einem senkrechten Abstände ä' von jt (so lange es eine solche 
Sehne von @ gibt), mit &'(ß'), so wachst -,, mit nach NuU abnehmen- 
dem d' über jede Grenze. Jene Sehne besitzt von der Ebene t^i = den 
senki'echten Abstand sä', wenn s den Sinus des Neigungswinkels der 
beiden Ebenen ip ~0 und i/j = bedeutet, und wird sie daher Ton p 
aus auf die Ebene i^ ■=■ — 1 im Abstände 1 von ^ = in eine Strecke 
von der Länge -^-W projiziert. Der vom Kegel 91 aus ip = — 1 heraus- 
geschnittene Bereich enthält danach zu ft parallele Strecken von beliebig 
großer Lange, Zweitens aber hat dieser Bereich die Eigenschaft, wenn r 
ein beliebiger Punkt darin ist, den ganzen unendlichen, von x parallel zur 
Richtung von p nach f verlaufenden Strahl zu enthalten, und infolge dieser 
beiden Umstände wird es offenbar möglich sein, in diesem Bereiche drei 
innere Punkte ri,t2,rj von SR so zu wählen, daß das Dreieck (ti,rg,r3) 
einen Kreis von beliebig großem Radius enthält. Daraus geht dann wie 
oben hervor, daß ^ = eine Tangentialebene an ^ ist, — Daß jede Eek- 
stützebene durch p an ^, sowie jede Ebene durch p, welche durch einen 
Eckpunkt f von © imd eine Eckstützgerade ft an ® läuft, niemals eine 
Tangentialebene an ^ ist, erkennen wir durch ähnliche Überlegungen. 

§ 15. Normalensektor zu eluem Eckpunkte, 

Wir wollen die Kugel x^-\-y^ + 0^^1 mit D als Mittelpunkt vom 
Radius 1 stets mit ®, ihre begrenzende Fläche mit @ bezeichnen. 

Es sei jetzt S ein beliebiger konvexer Bezirk und es sei 9 i^'t den 
Koordinaten x^, y^, Sg ein Eckpunkt von Si. Wir haben den Begriff des 
Eckpunktes in § 14 für konvexe Körper und für Ovale festgelegt; bei 
einer Strecke bezeichnen wir die Endpunkte der Strecke auch als ihre 
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Eckpunkte und, handelt es sich um einen Bezirk, der einen einzelnen 
Punkt bedeutet, diesen Punkt auch als Eckpunkt des Bezirks. In allen 
Fäjlen ist dann ein Eckpunkt p eines konvexen Bezirks S dadurch charak- 
terbiert, daß durch ihn drei Stützehenen an ^ mit unabhängigen Nor- 
malennchtungen gehen. Als Mckstützebenen durch |) an S bezeichnen wir 
jede solche Stiitzebene durch p an Ä, deren Bedingung sich auf irgend- 
eine Weise in eine Form c^ ^jj + c^ ^a + ^s 9^3 ^ '-' bringen läßt, so daß 
91 ^0, 9>g < 0, 9Jj < die Bedingungen dreier Stützebenea an ffi mit un- 
abhängigen Normalenrichiungen und c^,c^,Cg positive Konstanten sind. 
Für diese Eckstützebenen ist dann auch folgende Eigenschaft charakteristisch: 
Ist (ctg, ßg, y^) Normale einer Eckstützebene durch p an Ä, so ist eine 
jede Eichtung («,(5,7), wobei die Beträge \a~ccg\, \ß — ßo\, \Y — 7a\ 
unter einer gewissen positiven Große bleiben, ebenfalls stets Normale 
einer Stützebene durch p an St. 

Wir denken uns zu jeder Bedingung 

u{x - «o) + »(»/ - V^) + w(^ - ^o) ^ 
einer Stützebene durch (j an S den Punkt mit den Koordinaten u,v,w 
bestimmt und nehmen dazu noch den KuRpunkt h = 0, v = 0, w -= 
hinzu. Die dadurch hervorgehende, aus lauter Strahlen von D aus be- 
stehende Panktmenge ist dann abgeschlossen, hat die Eigenschaft la) eines 
konvexen Bezirks und enthält den Nullpunkt o sowie drei nicht mit ihm 
in einer Ebene gelegene Punkte. Diese Eigenschaften Ic), la), 2) eines 
konvexen Körpers übertragen sich auch auf denjenigen Bereich, welchen 
diese Punktmenge mit der Kugel @ gemein hat und den wir mit N(fi) 
bezeichnen. Dieser Bereich N(p) ist zudem ganz im Endlichen gelegen 
und wird nun tatsächlich einen konvexen Körper vorsteRen. Dieser Körper 
N(t)) besteht aus allen Radien der Kugel @ von D nach den Punkten 
(ß, ß, j') auf ©, welche zugleich äußere Normalen von Stützehenen diu:ch 
p an S bedeuten, und wir woUen deshalb N(ti) den Normalensektor zum 
Eckpunkte fi von S nennen, 

Enthält N(p) den Punkt als inneren Pirnkt, ao muß N(l)) mit der 
ganzen Kugel ® zusammenfaUen und also jede Stützebene an ^ durch p 
laufen. Dieser FaU tritt nur ein, wenn der Bezirk ^ den einen Punkt p 
bedeutet. In jedem anderen FaUe ist notwendig ein Punkt der Be- 
grenzung von N(p) und der Körper N (p) zugleich sein eigener Projektions- 
sektor von D aus. 

Ist Ä ein konvexer Körper und (k, ß, y) (äußere) Normale einer 
Stützebene durch p an ^, so geht die Stützebene an St mit der (äußeren) 
Normale (— k, ■— ß, ~ y) jedenfalls nicht durch p. Der Sektor N(p) kann 
also hier nicht zwei Radien von o aus in entgegengesetzten Richtungen 
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eatiialten. Der Punkt ist dalier in diesem Falle ein Eckpunkt in Nl'p) 
und N(p) ein Kegelsektor. Bedeutet alsdann (— «*, — ß*, -~ 7*) die Nor- 
male einer Eckstützebene durcli o an N(p), ao gilt für jede Normale 
(k, ß, y) einer Stützebene durch p au S stets die Beziehung 

(61) ««* + ,3/3* + j'3'*>0, 

Ist S ein Oval, so ist die Ebene des Ovals und nur diese eine Ebene 
Stfltzebene an ^ zugleich mit zwei einander entgegengesetzten (äußeren) 
Noi-malen. Alsdann enthält N(p) einen einzigen Durchmesser der Kugel 
®, der Punkt D ist ein Kantenpunkt von N(t)) und N(p) ein Keilsektor 
der Kugel ®. 

Wenn endlich ^ eine Strecke bedeutet, so enthält N(()) gewiß zwei 
verschiedene Durchraesaer von @, und ist o ein Flächeupunkt von N(p) 
und daher N(p) eine Halbkugel von @. 

Die iwneren Radien von N(p), d. h. diejenigen, welche von D aus ins 
Innere von N(J)) eintreten, entsprechen den Normalen (a, ß, y) der Eck- 
stüigebmten durch p an S. Da eine solche Eckstützebeae von ^ überhaupt 
nur den einen Punkt p enthält, kann sie niemals durch einen zweiten 
Eckpunkt von S gehen. Besitzt der konvexe Bezirk ® verschiedene Eck- 
punkte, so müssen danach die Normalen Sektoren zu diesen Eckpunkten 
untereinander in ihren inneren Punkten durchweg verschieden sein. Nun 
sind sie sämtlich Teile der Kugel ®, deren Volumen endlich = -j- ist. 
Auch in dem Falle, daß die Zahl der Eckpunkte von ^ eine unendliche 
ist, kann es daher unter diesen Eckpunkten jedesmal nur eine endliche 
Anzahl geben, bei welchen das Volumen des zugehörigen Normalen Sektors 
eine beliebig angenommene positive Größe übersteigt. Wir sind danach 
stets imstande, die sämtlichen Eckpunkte eines konvexen Bezirks nach dem 
Volumen ihrer Normalen Sektoren in eine abzählbare Reihe zu ordnen. 

Ist S ein konvexer Bezirk mit einer endlichen Anzahl von extremen 
Punkten, also ein Polyeder, Polygon, eine Strecke oder ein Punkt, so sind 
alle extremen Punkte von S zugleich Eckpunkte von S. Es geht daher 
jede Stiitzebene an S durch wenigstens einen Eckpunkt von SS, und ge- 
hört infolgedessen jeder Radius von ® dem Norraalensektor zu wenigstens 
einem Eckpunkte von fi! an. Die Normalensektoren der sämtliehea Eck- 
punkte von Ä erfüllen dann also die ganze Kugel @ und die Summe ihrer 
Volumina ist genau = -^ ■ 
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§ 16. Normalensettor zu einem äußeren Punkte eines konvexen 
Körpers. Kappenkörper. 

Es sei jetzt £ ein konvexer Körper und p mit den Koordinaten 
^0! %i ^D ^^^ beliebiger Punkt außerhalb ß. Es bedeute H(u, v, w) die 
Stützeboneafuuktion yod S, diejenige des Punktes p ist 
(62) ffo(M, i;, tv) = uxg + v% + w^„. 

Bezeiebaen wir das Maximum unter den zwei Werten H(u, i>, w) und 
{{„{u, V, w) jedesmal mit £*(«, v, w), so ist H*{u, v, w) nach § 11 die 
Stützebenenfunktion des kleinsten, den Körper S und den Punkt p zu- 
sammen entbaltenden konvexen Körpers (p, Ä). Die Menge aller der- 
jenigen Punkte, welche dieser Körper (p, ®) außer den Punkten von Ä 
enthält, möge die Kappe von p an ® heißen. 

Wir wollen die Punktmenge aller Strecken pf von p naeb den vei- 
schiedeneu Punkten ! des Körpers S mit S* bezeichnen. Wir steilen nun 
vor allem fest, daß der Körper (p, S) sieb genau mit dieser Punktmenge 
^ deckt. In der Tat, zunächst enthält (p, ^) als konvexer Bezirk jede 
von jenen Strecken pf und also die ganze Menge ^*, 

Diese Menge Ä* aber bUdet bereits für sich einen konvexen Bezirk. 
Sie besitzt offenbar die Eigenschaft la) eines konvexen Bezirks deshalb, 
weil diese Eigenschaft dem Körper Ä zukommt; zweitens ist sie wie ft 
und p ganz im Bndlichen gelegen. Drittens ist sie nun auch eine ab- 
geschlossene Punktmenge. Denn erscheint irgendein Punkt t im Räume 
als Häufung s st eile von unendlich vielen Punkten der Form (1 — i)p + (t, 
wobei jedesmal t einen Punkt von S' und t einen Wert ^ und ^ 1 
bedeutet, so können wir aus diesen Punkten eine unendliche Reihe solcher 
herausnehmen, die nach dem Punkte r konvergieren, d. h. deren Abstände 
von t nach Null aboehmen. Da K ganz in einer Kugel von endlichem 
Radius liegt, unendlich viele Punkte f aus Ä also stets wenigstens eine 
II äufungs stelle besitzen müssen, können wir dann weiter aus jener ersten 
Reihe von Punkten eine zweite unendliche Reihe 

aussondern, für die auch noch die darin vorkommende Punktreihe \, %, ■■■ 
nach einem örenzpunkte konvergiert. Da S? eine abgeschlossene Punkt- 
menge vorstellt, ist dieser Grenzpunkt wieder irgendein Punkt f aus S?, 
und gleichzeitig muß auch die Reihe der Werte i^, t^, . . . nach einem 
Grenzwerte i^ und ^ 1 konvergieren, mit dem dann r = (1 — ()p + H 
gilt. Danach liegt die Häufuiigsstelle t der Menge S* selbst auf einer 
Strecke von p nach einem Punkte von ^, gehört somit selbst zu S*, d. h. 
eben §* ist eine abgeschlossene Punktmenge; ^* besitzt also in der Tat 
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alle Eigenschaften eines konvesen Bezirks. La nun der Korper (p, ^) 
in jedem, p und ^ enthaltenden konvexen Bezirk enthalten ist, muß da- 
nach umgekehrt (p, Sl) in S* enthalten sein und deckt sich also genau 
mit der Menge fi*. 

Betrachten wir weiter alle Punkte der Form p -[- i(f — p), wobei f 
einen Punkt ron S und t jetzt einen beliebigen Wert ^ bedeute, so 
ist die Menge Ift dieser Punkte ebenso wie S abgeschlossen und stellt 
den Projektionsraum des Körpers (p, Ä) von p aus vor. Durch p können 
wii' jedenfalls eine solche Ebene legen, welche S nicht trifft, und diese 
entlmlt dann vom Räume 9t einzig den Punkt p, danach ist p ein Eck- 
punkt im Körper (p, K). 

Als (äußere) Normalen der Stützebenen durch p an (p, S) haben wir 
diejenigen Richtungen (a, ß, y), bei welchen 

(63) Z?*(ß, ß, y) = «^0 + ßy, + j-^« = Zf,(«, ß, y) 
oder also, was damit gleichbedeutend ist, 

(64) Jr(», ft r) < «iü. + (Jj/o + 72. 

gilt. Die Radien der Kugel ®, die von aus in diesen Richtungen 
führen, bilden den Normalensektor zur Ecke p im Körper (p, S), den wir 
jetzt den NormcümseJäor sum äußeren Funlcte p von fi! nennen und wieder 
mit N(p) bezeichnen. Die imiermi Radien von N(p) bestimmen una die 
Normalen (a, ß, y) der Eckstütsebenen durch p an (p, S); für diese Rich- 
tungen gilt 

(65) H{a, ß, y) < ax, + ßy^ + y0^, 

sie bedeuten also gleichzeitig die Normalen derjenigen Stützebenen an S, 
welche p von S trennen, d. h. p auf entgegengesetzter Seite wie das 
Innere von S liegen haben. 

Es sei sodann N(p) der zu N(p) komplementäre abgeschlossene Sektor 
in der Kugel, d. h. die Punktmenge aller Radien von D nach solchen 
Punkten («, ß, y) auf @, für weiche 

(66) fi(<<, ft y) i ax, + ßf, + r', 
oder also 

(67) H*(«,ß,r)~B(,,ß,r) 

ist. Die beiden Sektoren N (p) und N (p) bestimmen einander gegenseitig, 
indem sie zusammen die ganze Kugel (ä ausfüllen, in ihren inneren Punkten 
durchweg verschieden sind, ihre begrenzeuden Radien dagegen völlig ge- 
L haben. 
Entsprechend seiner Stützebenenfunktion H*{u, v, w) hat der Körper 
= (p, S?) jede solche Stützebene, deren Normale der Bedingung (67), 
) einem Radius von N(p) entspricht, mit dem Körper ^ gemein; es 
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erfüllt also (p, ü:) die Bedingungen 
(68) ,,i + ßs + y!,< i?(«, ß, y) 

für alle Richtungen («, /3, y), die den ßadiea von N(p) entsprechen. Von 
den bezüglichen Stützebenen (68) gehen diejenigen, welche den begrenzen- 
den Badien tou N(p) entsprechen, durch den Punkt p. Da N(l3) und die 
inneren Eadien von N(p) die ganze Kugel @ zusammensetzen, besitzt der 
Körper {p, S) an weiteren Stützebenen nur die Eck stützebenen durch p, 
welche von diesem Körper einzig den Punkt p enthalten. Hiernach, 
nehmen bereits die zuerst genannten Btützebenen die ganze Begrenzung 
von (p, S) in sich auf, und ist daher der Körper (p, S) durch die Ge- 
samtheit der Bedingungen (68), (66) schon vollkommen charakterisiert. 
Auf diese Weise ist durch S? und den in der Kugel ® konstruierten Sektor 
N (p) bzw. den Sektor N (p) der Körper (p, S) und sodann der Punkt p als 
der einzige, nicht zu S gehörende Eckpunkt von (p, S) genau bestimmt. 
Es seien jetzt p und (j zwei verschiedene Punkte außerhalb ®, so 
können wir das Verhalten der durch p und q gelegten Geraden znm 
Körper ^ mit Hilfe der zu p und <\ gehörigen Normalen Sektoren N(p) 
und N(q) in einfacher Weise beurteilen. Wir haben folgende Möglich- 
keiten zu erwägen: 

1. Die Gerade pq treffe den Köi-per ^ nicht auf der Strecke pq, 
aber auf deren Verlängerung über q hinaus. Alsdann ist q ein Punkt 
der Kappe von p an ^ und daher der Körper (q, S) ganz in (p, Sl) und 
weiter die Kappe von q an S ganz in der Kappe von p an S enthalten. 
Andererseits sind dann diejenigen Stützebenen an U, welche gleichzeitig 
Stützebenen an (p, S) vorstellen, notwendig auch Stützebenen an (q, S) 
und ist daher der Sektor N(p) ganz in dem Sektor N(q) enthalten, also 
enthält endlich der komplementäre Sektor N (p) ganz den komplementären 
Sektor N(q). 

Umgekehrt erkennen wir, daß, wenn der Sektor N(p) den Sektor N(q) 
enthält, notwendig für die Gei-ade pq der hier angenommene Fall vorliegt. 
Denn es ist dann andererseits der komplementäre Sektor N(p) ganz in 
dem komplementären Sektor N (q) enthalten, und genügt daher der Körper 
(q, S) allen den Ungleichongen (68), welche in ihrer Gesamtheit genau 
den Bereich des Körpers (p, Ä) charakterisieren. Mithin ist q selbst in 
(p, S) enthalten, also ein Punkt der Kappe von p an £. 

2. Die Gerade pq treffe den Körper S nicht auf der Strecke pq, aber 
auf deren Verlängerung über p hinaus. Für diesen Fall ist charakteristisch, 
daß der Sektor N(p) ganz in dem Sektor N(q) enthalten ist. 

3. Die Gerade pq treffe den Körper S überhaupt nicht. Der Punkt 
q gehört dann weder dem Projektionsraume 91 des Körpers (p, S) von p 
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aua nocli dem dazu in bezug auf p symmetri sehen Kegelraume an, und 
gibt es daher naeb § 14 Ebenen durch pq, welche mit 9f nur den Punkt 
p gemein haben, also keinen Punkt von ® enthalten, mithin gleichzeitig 
Eckstützebeneu durch p an (p, ^) und durch q an (c\, St) sind. .In diesem 
Falle haben daher die Normalenaektoren N(p) imd N(q) innere Punkte 
gemein, es ist aber nach dem bei 1. und 2. Ausgeführten keiner dieser 
Sektoren vollständig in dem anderen enthalten. 

4. Endlich enthalte die Strecke pq selbst wenigstens einen Punkt f 
von Si, Alsdann gibt es keine Stützebene an S, welche p und q beide 
auf der entgegengesetzten Seite wie das Innere von S liegen bat. In 
diesem Falle haben daher die Normalensektoren N (p) und N (q) keinen 
inneren Punkt gemein, und umgekehrt erkennen wir letzteren Umstand 
als eharakteristiseb für die hier angenommene Lage der Punkte p und q 
zu S, wenn wir damit die Ergebnisse in den zuerst untersuchten Fällen 
vergleichen, Ist dann p* ein Punkt der Kappe von p an if, q* ein Punkt 
der Kappe von q an S, so ist der Normalensektor N(p*) im Sektor N(p) 
und der Normalensektor N(q*) im Sektor N(q) enthalten und haben daher 
auch N(p*) und N(q*) keinen inneren Punkt gemein. Somit kann nie- 
mals p* mit q* identisch sein, und zudem enthält die Strecke p*q* stets 
wenigstens einen Punkt I* von S und läßt sich dann in zwei Strecken 
p*!* und t*q* zerlegen, Ton denen die eine ganz dem Körper (p, S), die 
andere ganz dem Körper (q, ^) angehört. 

Auf Grund der letzten Bemerknng leiten wir noch folgenden Satz her: 

Es sei ® ein konvexer Körper und es seien pj, p^i ■ - ■ ^^'^^ endliche 
oder unendliche Reihe von Punkten außerhalb ffi derart, daß von ihren 
Norraalensektoren N(pi), N(p2), ... in bezug auf S keine zwei unterein- 
ander einen inneren Punkt gemein haben. Alsdann bildet die Vereinigung 
der sämtlichen Körper {p^, S), {p^, Ä'), ... (d, i. also der Körper S unter 
Hinznnahme der Kappen von allen einzelnen Punkten p^, Pai ■ ■ ■ ^n ^) 
stets wieder einen konvexen Körper. 

Wir bezeichnen den in dieser Art gebildeten Bereich mit 
S* = (p^,p^, ..., St). 

Aus der zuletzt geraachten Bemerknng erhellt, daß dieser Bereich jeden- 
falls die Eigenschaft 1 a) eines konvexen Bezirks hat, mit irgend zwei 
Punkten p*, q* stets die ganze Strecke p*q* zu enthalten. Ist die vor- 
ausgesetzte Punktreihe pj, pg, . . . eine endliche, so versteht sich ferner, 
daß ebenso wie jeder einzelne der Körper (p^, Ä), (p^, K), . . . auch dieser 
ganze Bereich eine abgeschlossene Punktmenge und ganz im Endlichen 
gelegen ist. In diesem Falle bedeutet dann S* einfach den kleinsten, St 
und die sämtlichen Punkte p^, pa, . . . aufnehmenden konvexen Bezirk. 
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Stellt S eio Polyeder vor, so ist der soeben angenommeiie Fall, daß 
die Reihe ^^, p^i ■ ■ ■ ^™^ endliche ist, überhaupt allein möglich. Denn 
ist dann p ein Punkt außerhalb S, so muß es unter den Ebenen der 
Seitenflächen des Polyeders ^ wenigstens eine geben, welche p auf ent- 
gegei^esetzter Seite liegen hat wie das Innere von S. Der Radius der 
Kugel ® in Richtung der Normale («, ß, y) dieser Seitenfläche tritt dann 
als ein innerer Radius in dem zu p gehörenden Kormalensoktor N (p) auf. 
Danach kann die vorausgesetzte Reihe von Punkten pi? pg, ■ ■ ■ außerhalb 
B mit Norraalensektoren N(pi), ^(Pi), ■ ■ ■> die im Inneren durchweg ver- 
schieden sind, gewiß nicht mehr Punkte aufweisen, als das Polyeder S 
Seitenflächen besitzt. 

Es sei jetzt der konvexe Körper S kein Polyeder und die voraus- 
gesetzte Reihe der Punkte p^, p^, . . . eine unendhche. Wir wollen uns 
der Einfachheit wegen den Nullpunkt o im Inneren von 9l gelegen denken. 
Ist £ eine beliebige positive Größe, so können wir dann nach § 5 zu SJ 
stets ein Polyeder D bestimmen, welches den Korper K enthält und selbst 
in (1 + i)S enthalten ist Ist )) ein Punkt außerhalb D, so ist jede 
Stütaebene durch (J an den Köi-per (p, D) zugleich eine Stützebene durch 
p an (p, S) und ist daher der Normalensektor zum Eckpunkte p von 
(p, Q) ganz im Normalensektor N (p) zum Eckpunkte p von (p, if) ent- 
halten. Haben wir verschiedene Punkte p außerhalb G, deren Normalen- 
sektoren in bezug auf S? in ihren inneren Punkten verschieden sind, so 
werden daher auch gewiß deren Normalensektoren in bezug auf D in 
ihren inneren Punkten verschieden sein. Da D em Polyeder ist, kann 
es nach dorn vorhin Bemerkten infolgedessen in der Reihe p^, pj, . . - 
jedesmal nur eine endliche Anzahl von Pmikten geben, die außerhalb D, 
und um so mehr nur eine endliche Anzahl geben, die außerhalb (1 -f t)^ 
liegen. Daraus entnehmen wir weiter, daß jede irgend vorhandene Häu- 
fungaatelle der Reihe pj, pai ■ ■ ■ notwendig ein Punkt auf der Begrenzung 
von Ä ist, und daß auch in diesem Falle, wo es sich um unendlich viele 
Punkte pi, pa, , . . handelt, die Körper (p^, S), (p^, ^), . . , zusammen in 
einer Kugel von endhchem Radius enthalten sind und ihre Vereinigung 
S* eine abgeschlossene Punktmenge vorsteUfc, somit in der Tat S* wieder 
alle Eigenschaften eines konvexen Körpers besitzt. 

Der Körper S* ist in jedem Falle vollständig charakterisiert als der 
tleinste konvexe Körper, der Ä und die sämtÜchen Punkte p^, (Jg, . . . 
aufiiimmt; wir bezeichnen deshalb S* auch mit (pj, p^, , . ., S) und wir 
wollen jeden in dieser Art aus S abgeleiteten konvexen Körper einen. 
KappmhÖrper von S nennen. Die Punkte p^ sind sämtlich Eckpunkte in 
ffi*, da ß* ganz im Projektionsraume des Körpers (p^, Ä) von p^ aua 
liegt. Jede Stützebene au Ä"^- ist notwendig Stützebene an ■ 
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einen der Körper (p,,, S), also entweder Stützebene an S oder Eckstütz- 
ebene au S* durcli einen Eckpunkt p^. Umgekehrt gilt folgende Tatsache: 

Sind für einen konvexen Körper £* alle Stützebenen mit Ausnahme 
der Eckstützebenen durch gewisse Eckpunkte p^, if,^, . . . zugleich Stütz- 
ebenen an den konvexen Körper S, bo ist Ä* ein KappenkÖrper von S. 

Denn da in einem Eckpunkte p^ von S* die Bedingungen der Eck- 
stützebenen aus den Bedingungen der anderen StützelDenen durch p^ an 
S* folgen, so erfüllt §t jedenfalls die Bedingungen aller Stützehenen an 
S* es ist also t in ^* enthalten und Hegen p^, ps, - - . außerhalb S. 
Sodann sind die Normalensektoren zu den Eckpunkten p^, Paj ■ ■ ■ '^"^ ^* 
untereinander im Inneren verschieden, und gut daher das Kämhche von 
den Normalensektoren zu p^, p^j ■ ■ ■ ii hezug auf S, so daß wir den 
Kappenkörper (p[, pg, . . ., ^) von S herstellen können. Jede Stützebene 
an k* ist dann zugleich Stützebene an diesen KappenkÖrper und ist da- 
her S* mit letzterem Körper identisch. 

Nehmen wir für den Körper SS speziell die Kugel ® mit o als Mittel- 
punkt vom Kadiua 1 und ist p ein Punkt außerhalb (SS, so ergänzen die 
Kappe von p an ® und der Normalensektor N(p) dieser Kappe sich 
genau zu dem Doppolkegel, der durch Rotation eines Dreiecks Dtp, wohei 
die Länge Dt = 1 und der Winkel Otp ein rechter ist, um op entsteht. 
Der allgemeinste Kappenkörper der Kugel @ wird sodann erhalten, indem 
man auf der Oberfläche dieser Kugel eine endhche oder unendUche Reihe 
von Kalotten bezeichnet, von denen eine jede kleiner als eine Halbkugel 
ist und die untereinander in ihren inwendigen Punkten durchweg ver- 
schieden sind, und auf jede Kalotte den ßotationskegel aufsetzt, der die 
Kalotte als Basis hat und dessen Spitze in solcher Distanz von D Hegt, 
daß die Strecken auf dem Mantel die Kugel berühren. 



in. Kapitel. 
Scharen konvexer Körper. 

§ 17. Schar konvexer Bezirke. 

Bedeuten p^, pg, . . ., p,„ irgendwelche Punkte und sind «„ y,, Sj die 
Werte der Koordinaten x, y, s von p, (für ?' = 1, 2, . , ., m), sind ferner 
SjjSg, ...,s„ irgend m Konstanten, so soll nach einer in § 4 getroffenen 
Festsetzung unter 

(69) V = 5ipi-|- Sgpa + ■ ■ ■ + s„p„ 
derjenige Punkt verstanden werden, dessen Koordinaten durch 

(70) X = 2^^„ y =;^s,y„ s =^5,«^ (^ = 1, 2, . . ., m) 
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bestimmt sind. Die Bedeutung «äieses Punktes \) ist stets dann völlig 
unabhängig von dem zagi'unde gelegten Systeme von ParaUelkoordinaten 
X, y, 3, wenn Sj + Sg -|- ■■■-[' s^ = 1 ist, dagegen, wenn nicht die letztere 
Beziehung statthat, noch wesentlich abhängig von dem als Anfangspunkt 
der Koordinaten angenommenen Punkte 0, wie die Darstellung desselben 
Punktes in der Form 

(71) ^, = sj p, + s, l), -f . ■ ■ + s„,)„, + (I - s, - s, O 

zum Ausdrucke bringt. 

Es seien ^j^Sg, . . ., S^ eine endliche Reihe von konvexen Bezirken, 
von denen also ein jeder einen konvexen Körper oder ein ebenes Oval 
oder eine Strecke oder einen Punkt bedeuten kann, und 

(72) S^iw, V, w), H^(u, V, w), . . ., -H"„(m, v, w) 

ihre Stützehenenfunktionen. Jede dieser Funktionen genügt den Be- 
dingungen 1., 2., 3. in § 11. Sind nun s^, Sj, . . ., s^ beliebige solche 
konstante Werte, die sämtlich ^ sind, so können wir aus jenen Be- 
dingungen für diese einzelnen Funktionen sofort die entsprechenden Be- 
ziehungen für die Funkfcion 

(73) R(;u, V, w) = s,H,{u, V, w) + s^H^{u, v,w)+----\- s^H,„(u, v, w) 

herleiten, und vrird daher nach einem Satze in § 11 diese lineare Ver- 
bindung //= ^Sf}f; jedesmal wieder die Stützebenenfunktion eines ge- 
wissen konvexen Bezirks S vorstellen. Für diesen Bezirk ^ können wir 
sodann die folgende zweite Entstehungs weise aus den Bezirken Sj,®^,...,®,^ 
feststellen : 

Der honvexe Bezirk S mit der Stütsehenmfunktion 

H^2hHi (i = l,2,...,w) 

ist identisch mit der Menge aller derjenigen Punkte ^), welche sich auf 
irgendeine Weise in die Form 

P = ^s,p,. ii^\,2,...,m) 

setzen lassen, so daß dabei jedestnal p^ ein Punkt am dem konvexen Be- 
zirke S; ist. 

In der Tat, bezeichnen wir vorläufig die Menge aller Punkte p, welche 
irgendwie in der eben erwähnten Form .Ss;}); darzustellen sind, mit &'^\ 
so leuchtet zunächst ein, daß der konvexe Bezirk S mit der Stützebenen- 
funktion H =^SsjSf jedenfalls diese Punktmenge S* ganz enthält. Denu 
sind u, V, tv ii^endwelche Werte, so gilt für einen Punkt p, mit den 
Koordinaten x^, y^, z^ aus Sf jedesmal 

(74) ux, + vy^ + WZ, < H, («, v, w), 

Miiikownki. »eeunmelts AbbBDdlungen. lt. 12 
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und infolgedeBsen für die Koordinaten x,y,s des Punktes p^^s^p,- zu- 
folge (70) und (73) dann 

(75) 'K.x + vy + wz<. S{u, v, iv), 

80 daß ein beliebiger derartiger Pnniit p aus S* notwendig stets zum Be- 
zirke ^ mit der Stützebenenfunktion H =^SiHf gebort. 

Ferner können wir zeigen, daß die Punktmenge St* für sich bereits 
einen konvexen Bezirk YorsteUt. Haben wir für zwei versckiedene Punkte 
p' und )3" aus S* Darstellungen 

(76) t>'-2»,»/, t>"-Äh" (!-l,2,..,I»), 
wo p/ und p;" Pimkte aus Ä, sind, und ist t ein Wert > und < 1, so 
folgt 

(77) (1 - i) p' + ir -^s,((i ^ t)\>;+ ifn, 

und ist daraus nach der Eigenschaft la) für die Bezirke ^; sofort er- 
sichtUch, daß auch jeder Punkt der Strecke p'p" als Punkt der Menge S* 
auftritt, somit dieser Menge ^* ebenfalls die Eigenschaft la) eines kon- 
vexen Bezirks zukommt. Weiter bestehen für die Koordinaten der Punkte 
p^ in ^^ untere und obere Grenzen und erschließen wir- daraus mit Rück- 
sicht auf (70) sogleich eine untere und obere Grenze für die Koordinaten 
der Punkte in S* so daß Ä* die Eigenschaft Ib) eines konvexen Bezirks 
hat. Endlieh ist S* auch eine abgeschlossene Punktmenge. Denn ist 
irgendein Punkt q eine Häuf ungss teile von ^*, so können wir in S* eine 
unendliche Reihe von Punkten 

(78) pm \>^% p(=', . . . 

angeben, welche nach C| konvergieren, d. h, deren Abstände von q mit 
wachsendem Index nach Null abnehmen. Jeden dieser Punkte p'^' können 
wir auf irgendeine Art in die Perm 

(79) pW = s,p,W + s,p,W + . . . + s^Vj"'' 

setzen, so daß dabei p/^' ein Punkt aus S^ ist. Nun können wir, da S^ 
ganz im Endlichen liegt, zunächst aus der Reihe p^*^', p^'^', p^***', , . . eine 
solche unendliche Reihe p'"' > Pi ? Pi > ■ ■ ■ aussondern, die nach einem 
bestimmten Grenzpunkte konvergiert, der p^ heiße, sodann können wir, 
da Sj ganz im Endhchen liegt, aus der Reihe p^^'^i Pa'^'i p2'\ ■ ■ ■ eine 
solche uuendKche Reihe p^'' *, p^*^' ', pj*^' , . . . aussondern, die nach einem 
bestimmten Grenzpunkte p^ konvergiert, usw. Zuletzt kommen wir dann 
zu einer unendlichen Reihe von Indizes %i'™>, ■x^"'^, Mg'"'', . . . aus der Reihe 
1, 2, 3, . . . derart, daß zu gleicher Zeit für jeden Index t = 1, 2, . . .,m 
die Reihe 

(80) ^''\^"">,^^'\... 
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je nach einem bestimmten Grenzpunkte p^ konvergiert. Dabei entspringt 
für q als Grenzpunkt der Reihe (78) notwendig ■ dio Darstellung 

(81) fl- s,f, + %»),+ ■ ■■ + «,P,. 

Nun gehört jedesmal der Grenzpunkt p^ zn S; selbst, da diese Menge ab- 
geschlossen ist. Dnrch den letzten Ausdruck erscheint daher die Häufungs- 
stelle c\ von S* selbst stets als ein Piinkt dieser Menge S*. Hiernach 
besitzt ^* auch die dritte, für einen konvexen Bezirk zu fordernde Eigen- 
schaft, abgeschlossen zu sein. 

Es sei jetzt H*{ii, v, w) die Stützebenenfunktion von S* so gilt 
einerseits stets II*{iij v, w) ^S(u, v, w), weil S* in ^ enthalten ist. 
Wir können aber, wenn u, v, w feste Werte sind, dazu für p^ jedesmal 
einen solchen Punkt x^, y^, s^ ans Sj wählen, daß für ihn genau 

ist, und dann wird für die Koordinaten x, j/, z von p =^s^p^ genau 

ux+vy + W0 = H(ti,v,tv) 
sein. Also ist das Maximum von ux + vy -{- ißs im Bezirke S*, nämlich 
H*(u, V, w), andererseits ^ 3{u, v, tv); es folgt danach allgemein 
S*(Uf V, w) = H(ti, V, iv), Ä*" ß, was zu beweisen war. 

Im Hinblick auf den eben bewiesenen Satz bezeichnen wir den kon- 
vexen Bezirk mit der Stütz ebenenfunktion H = ^s, H, auch sehlechthiri 
durch ^ =_^S;ßj. Die Gesamtheit der konvexen Bezirke ^s^U, für alle 
möglichen Parameterwerte s^, s^, . . ., s^, die sämtlieh ^ sind, nennen 
wir die ScIi^r honvexer Bezirke mit den Gnmdbegirkm ^1,^3,...,^^. 
Diejenigen Bezirke der Schar, welche mit lauterParameterwertenSj, s^,.. .,s^, 
die > sind, konstruiert werden, soUen inwendige Bezirke der Schar, die 
anderen Bezirke, für welche ein Teil der Parameter s^,s^,...,s^ oder 
diese sämtlich = sind, Mandhesirke der Schar heißen. Es ist dabei 
nicht ausgeschlossen, daß ein und derselbe konvexe Bezirk in der Schar 
mittels verschiedener Wertsysteme der Parameter und insbesondere sowohl 
als ein inwendiger wie als ein Randbezirk auftritt. 

Sind Äj, Sg, . , ., S„ speziell m ebene Bezirke (Ovale, Strecken, Punkte) 
in m parallelen Ebenen, welche die Richtung (k, ß, y) als gemeinsame 
Normale haben, so gilt bei jedem Index i = 1,2, , . .,m stets I?j(k, ß, y) 
+ Mf(-u, — ß,-y)='0 und daher auch für jeden Bezirk S—^s^S; 
stets S{tt, ß, •y) -f -H"(^ a, — ß, — y) ^ 0. Es ist dann also jeder einzelne 
Bezirk der betreffenden, aus S'i, ^g, . . .,^^ entspringenden Schar ganz in 
einer Ebene mit der Normale («, ß, y) gelegen, 

Gibt es keine Richtung {a, ß, y), wofür aUe m Gleichungen 

(82) H,(a, ß, y) -i- ir;(- a, ~ß, - ;■) = (? ^ 1, 2, . , ,, m) 
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auf einmal gelten, sind also S^, S^, . . ., St,„ nicht m ebene Bezirke in ni 

parallelen Ebenen, so wird für einen inwendigen Bezirk S der aus ihnen 

entspringenden Schar notwendig bei jeder beliebigen Züchtung (ß, ß, y) 

immer 

(83) H(», /?,-/) + //(-«,-,?,- 7) >0 

sein. In diesem Falle sind daher die inwendigen Bezirke der Schar durchweg 

konvexe Körper und soll die Schar als Schar Jconvexer Körper bezeichnet 

werden j dabei wird zugelassen, daß als Randbezirke der Schar auch Ovale, 

Strecken, Punkte auftreten. 



§ 18. Die Begrenzungen in den Bezirken einer Schar. 

Für die soeben festgestellte Eildungsweise der Bezirke in einer Schar 
aus den Grundbezirken geben wir jetzt noch eine zweite Ableitung, durch 
welche wir zugleich wichtige Aufschlüsse über die Begrenzung eines be- 
liebigen Bezirks der Schar erhalten. 

Es seien S^i, Sg, - ■ -, SS^ irgend in konvexe Bezirke mit den Stütz- 
eben enfunhtionen Sj^i H^f . . ., H^ und Ä der Bezirk mit der Stützebenen- 
fuaktion H =^SfHi (i ^1,2, ..., m), wobei wir jetzt die Werte Si,Sg,...,s,„ 
sämtlich > voraussetzen. 

Betrachten wir einen beliebigen extremen Punkt p von St; es sei S: 

g ~ a'x + ß"y + y"z, ij = k'j; + ß'y + yz, % =^ kx -\- ßij -^ y z 
eine orthogonale Substitution, zu der dieser extreme Punkt von ^ gehört. 
Wir bezeichnen wie in § 12 mit { g ) die Stützebene an ^ mit der Nor- 
male (k, ß, y), mit 5 die Menge der Punkte von ® in dieser Ebene, weiter 
in der Ebene { % \ mit j S j die Stützgerade an 5 mit der Normale (k', ß', y'\ 
mit S die Menge der Punkte von 5 in dieser Geraden. Der Punkt fi ist 
dann endlieh derjenige Punkt von S, von dem aus in der Richtung 
(«", (3", y"') kein weiterer Punkt von S liegt. 

In analoger Weise wie die Bereiche [5j, 5, |Sjj S, p für S mögen 
in bezug auf genau dieselbe orthogonale Substitution 8 für jeden Bezirk 
t,-(» = l,2,...,m) die Bereiche(gj, g^, (0;), S;, p; definiert sein, so 
daß also insbesondere pj der zu S gehörende extreme Punkt von U^ wird. 

Fragen wir nun, wie für den Punkt p eine Darstellung 

möglich ist, wobei q^ jedesmal ein Punkt aus ^j sein soU. 

Indem wir eine orthogonale Koordinatentransformation zulassen, 
können wir ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit annehmen, die 
Richtungen (k", ß", y"), («', ß', y"), (a, ß, y) seien die der positiven 
x,y,s-A(ihse. Die Ebene \%], welche p enthält, ist dann durch 2 = J? (0,0,1) 
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bestimmt; für einen Punkt C\i(x^, y^, «J aus S, gilt jedenfalls ^f; ^ -^((0, 0, 1). 
Nun haben wir insbesondere 

(85) ^{0, 0, 1) = s,if,(0, 0, 1) + 53^^,(0, 0, 1) + - ■ ■ + s^H^{0, 0, 1). 
Eine Relation, wie wir sie in (84) fordern, kann danach gewiß nur in 
der Weise statthaben, daß dabei für jeden Punkt q, stets z^=- Sf(0, 0, 1) 
ist, d. L daß C|( in der Ebene {^J, als Punkt von S^ also in g^ liegt. 

Nach §12 besitzt die Funktion H{u, v, w) - wH(0, 0,1) und ent- 
sprechend besitzen die Ausdrücke Hi(u, v, iv) — wHf{0, 0, 1) bei fest- 
gehaltenen Werten M, v fiir ein unbegrenzt wachsendes tv jedesmal einen 
bestimmten Grenzwert; wir bezeichnen diese Grenzwerte mit H'(it, v), 
Ilf(u, V). Aus II(u, V, w) ^ ^SiH^(u, V, iv) und der daraus entnommenen 
speziellen Gleichung (85) folgt dann S'(u,v) =^SfHf(u,v). 

Die Gerade ( ß ) der Ebene { ^ } wird durch y ■— H'(0, 1) bestimmt und 
hat daher für p weiter dieser Wert von j/ statt. Für einen Punkt q^ aus 
gj gilt jedenfalls ^;<i//(0, 1). Nun ist insbesondere 

(86) H'(0, 1) = Si-H'(0, 1) + s^H'(0, 1) + ■ ■ ■ + s^If^-{0, 1), 
Danach kann eine Relation, wie wir sie in (84) fordern, jedenfalls nur so 
statthaben, daß dabei für q^ jedesmal !/j= ^^('(0, 1) ist, d. h. daß c\. auf der 
Geraden {S^}, also als Punkt von ^^ notwendig in ß^ liegt. 

Weiter besitzen nach § 12 die Ausdrücke S'(u, v) — vH'(0, 1), 
Hf'(u, v) — vlli'(p, 1) bei festem ii für ein unbegrenzt wachsendes v be- 
stimmte Grenzwerte, die wir S"(u), B^"(uj nennen wollen. Ana H'(u,v) 
= ^SfB/di. v) und der daraus abgeleiteten speziellen Gleichung (86) folgt 
dann II"(u) =^s^3;'{u). 

Für den Punkt |i in Ö ist nun endlich x = -H"(l). Für einen Punkt q^ 
aus 2; gilt jedenfalls Xj^II"(l). Nun haben wir insbesondere 

(87) ir'(l) = s,ff,"(l) + s,H,"{l) + ... + s„.S,"(l). 

Danach kann endlich die Relation (84) nur noch so statthaben, daß dabei 
fiSr q; jedesmal 3:^= I1"{1) ist, d.h. daß q^ mit dem zur Substitution iS 
gehörenden extremen Punkte p, von K^ identisch wird. Mit den Punkten 
q. = p; aber besteht nach den Gleichungen (85), (86), (87) in der Tat die 
Formel (84). 

Auf diese Weise sind wir zu dem folgenden Resultate gekommen: 
Ein beliebiger extremer Punkt p des Bezirks ^ mit der Stützebenen- 
funktion H = ^s^H^, wobei die Werte S; sämtlich > sind, läßt sich stets 
auf eine und nur eine Weise in die Form p = Ss.p^ setzen, so daß dabei 
jedesmal p^ ein Punkt von Stf ist. Gehört p als extremer Punkt von ffi 
insbesondere zu einer orthogonalen Substitution S, so muß dabei p^ der 
zu derselben Substitution S gehörende extreme Punkt von S^ werden. 
Wir sahen bereits in | 17 ((76) und (77)), daß, wenn für zwei Punkte 
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p und p* Darstellungen der hier verlangten Form (84) bestehen, daraus 
sogleich entsprechende Darstellungen für jeden Punkt der ]i und p* ver- 
bindenden Strecke folgen. Von dem soeben abgeleiteten Satze aus ge- 
langen wir, auf diese Bemerkung gestützt, nacheinander zu den weiteren 
Beziehungen: 

(88) ß =^s,S,, g =^s,g;, S -2s,^i (i^l,'2,.. ., m), 

deren Sinn sein soll, daß für jeden beliebigen Punkt q aus S, bzw. aus ^, 
hzw. aus S stets eine DarsteUnng q =^Sjqi möglich ist, so daß dabei q^ 
jedesmal einen Punkt aus Sj, bzw. aus [5„ bzw. aus S^ bedeutet. 

Sind die Gmndbezirke §t^,^^,...,^^ speziell m Punkte, oder sind 
sie ganz in m parallelen Geraden oder sind sie ganz in m parallelen Ebenen 
gelegen, so ist jeder Bezirk ^ der aus ihnen entspringenden Schar ein 
Punkt, oder in einer zu den m Geraden parallelen Geraden oder in einer 
zu den m Ebenen parallelen Ebene gelegen. 



§ 19. Polyederscharea. 

AVir wollen jetzt die Annahme rerfolgen, daß Sj, ^g, . . ., fi^ speziell 
lauter konvexe Bezirke je mit einer endlicheil Anzahl von extremen 
Punkten, also Polyeder, Polygone, Sti-eeken, Punkte seien. Alsdann gilt 
der Satz: 

Jeder beliebige Bezirk S — ^ s,-^^ (5er Schar mit den Grundbezirken 
S, weist notwendig nur eine endliehe Anzahl von extremen Punkten auf, 
kann also gleichfalls nur ein Polyeder, Polygon, eine Strecke oder ein 
Punkt sein. 

Dieser Satz ist unmittelbar daraus einleuchtend, daß jeder extreme 
Punkt von S nach § 18 in der Form ^s^p^ auftreten muß, wobei p; 
jedesmal einen extremen Punkt von S^ vorstellt. Wir können weiter 
feststellen; 

Alle inwendigen Bezirke der Schar besitzen untereinander die gleiche 
Anzahl von Ecken mit den gleichen zugehörigen Normalenacktoren in der 
Kugel &(x^+y^-^0^<l). 

In der Tat, setzen wir jetzt in ^ = ^s^^f die sämtlichen m Para- 
meter Sj > voraus. Es sei p eine beliebige Ecke, also ein extremer 
Punkt von ^, so ist die Relation ij) ^ .2's,-p,- mit Punkten p^ aus den Be- 
zirken ^; nach § 18 auf eine einzige Weise herzustellen, wobei dann 
jedesmal p; wieder einen extremen Punkt, also unter den gegenwärtigen 
Umständen eine gewisse Ecke von ®^ bedeutet. Ist dann (k, ß, y) Nor- 
male einer Stützebene durch fi au S, so muß die Stützebene an ^^ mit 
dieser Normale («, ß, y) jedesmal durch den Punkt p. gehen. Bezeichnen 
wir mit N(})) den (in der Kugel ® konstruierten) Normalen sektor der 
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Ecke p von B, mit N^(l3;) den NoriiialenBektor der Ecke pj von Sj, ao 
muß danach der ganze Sektor N(()) stets in jedem einzelnen Sektor N;(p;) 
enthaltea aein, es müssen somit die hier miteinander in Verbindung 
tretenden Ecken |j[ von ^^, !p^ von Sg, . . ., p^^ von ^^ jedenfalls derart 
beschaffen sein., daß ihre zu gehörigen Normalen Sektoren N^(pi), ^^(pj), 
. . ., N^(p„) gewisse innere Punkte aUe gemeinsam haben. 

Umgekehrt bedeute p. für i=-l,2,,..,m jedesmal eine Ecke Yon 
Sj und 63 mögen dabei die m zugehörigen Normalensektoren N^(p;) sämt- 
lich gewisse innere Punkte gemeinsam haben. Alsdann ist das ihnen 
allen gemeinsame Gebiet (s. den Schluß von § 11} wieder ein gewisser 
konvexer Körper N, der ebenfalls aus lauter Eadieu der Kugel @ von 
aus bestehen wird. Ist (k, ß, y) die Eiebtung irgendeines solchen ßadiua 
von N, der von D aas ins Innere von N und also damit zugleich ins 
Innere eines jeden der Sektoren Nj.{p() eintritt, so ist die Stützebene an S; 
mit der Normale {cc, ß, y) jedesmal eine Eckstützebene durch p^ an S^, 
enthält also von ^^ allein den Punkt ()(. Die Stützebene mit der Nor- 
male (a^ß,y) an S kann alsdann von B: allein den Punkt ^ = ^s,y.- 
enthalten; also ist dieser Punkt p notwendig ein extremer Punkt, somit 
eine Ecke von S und N stellt den Normalensektor dieser Ecke p von 
Ä vor. 

Wir bemerken nun noch, daß nach dem Satze am Schlüsse von § 15 
die Normalensektoren zu den sämtlichen Ecken des Bezirks S oder eines 
der Bezirke S,- jedesmal die Kugel ® vollständig erfüllen müssen, und 
können alsdann die Normalensektoren der sämtlichen Ecken von S' offen- 
bar in folgender Weise aus den Grundbezirken ^j ermitteln. Es möge 
p^ nacheinander die sämtlichen Ecken von S; durchlaufen. Die zugehörigen 
Normalen Sektoren N^(();) erfüllen jedesmal zusammengenommen die ganze 
Kugel ®, und erscheint danach die Kugel &, den Werten i =1,2, ,m 
entsprechend, auf m Weisen in Sektoren zerlegt Jedei solche Radiua 
von @, welcher bei keiner einzigen dieser m Zerlegungen als begrenzender 
Radius eines Sektors N;(pj) auftritt, ist dann em mneier Hidms eines 
ganz bestimmten Sektors Nj(|)J, eines ganz bestimmten "sektors N_(p2l, 
..., eines ganz bestimmten Sektors. N^(p^), so daß die betieffendtn 
m Sektoren dann notwendig gewisse innere Funkte gemein haben Da 
nach erhalten wir genau die Zerschneidung der Kugel & m die gesuchten 
Normalensektoren N(p) der sämtlichen Ecken p des Bezirkt K, indem 
wir alle Begrenzungen, welche bei jenen m einzelnen Zerlegungun von @ 
auftreten, gleichzeitig zu einer einzigen Zerlegung der Kugel® vei wenden 
Diese Sektoren N(p) fallen auf diese Weise in dei Tat identisch aus tui 
alle inwendigen Bezirke S der Schar. 

Wenn Ä^, U^, . . ., ^^ nicht m ebene Bezirke (Polygone, Strecken, 
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Punkte) in m parallelen Ebenen sind, ist jeder inwendige Bezirk S der 
aus iinen entspringenden Schar ein Polyeder und wollen wir von der 
Schar als einer Folyederschar sprechen. Die ßandbezirke der Schar, spe- 
ziell die Grundbezirke selbst, können dabei auch Polygone, Strecken, 
Punkte sein; sie lassen sieh dann in der Begel als Glrenzfälle der inwen- 
digen Bezirke auffassen. 

Wir setzen jetzt die Sehar der Bezirke S=_^Sjfi;(S;^0,i=l,2,. ,.,»*) 
als Polyederschar voraus. Aus dem zuletzt bewiesenen Satze können wir 
dann weiter ableiten, daß die inwendigen Polyeder der Schar auch in 
bezog auf die Noimalen und Anordnungen der Seitenflächen und Kanten 
sämtlich übereinstimmen. 

In der Tat, betrachten wir einen behebigen inwendigen Bezirk S 
der Sehar. Es sei S ein Polyeder mit v Seitenflächen, die wir in irgend- 
einer Weise numeriert 5<'>, S("', ■ ■ ■ > 5'"' nennen. Ea sei (kW, |5W, yW) 
die Normale von ^W für t ^ 1,2, . . .,v. Sodann sei JJ*^' ein Polygon 
mit (ij Seiten, die wir in irgendeiner Weise numeriert mit S'*'*, £'*^', 
...,£l^/'i) bezeichnen. Es sei («''"l, |3f''°', j'''"') die J^ormale der Seite 
ßlio) Ij^ g(T) ffjj, ö = 1^ 2^ ..,^ jt^. Endlich bezeichnen wir die Endpunkte 
der Sti'ecke ß**") mit p'-'"'^^ und pl'"^), und es sei («(*''4'', /3l'^"t'l, >■("'?)) für 
p = 1, 2 diejenige Richtung in dieser Strecke, welche von p("^0 aus ihr 
herausführt. Wir setzen ferner j 



(89) V'"' =k'"'^ + ß^"'^y +/*'''2, 

und bezeichnen die durch diese drei Gleichungen bestimmte orthogonale 

Substitution mit Ä*'"?*. 

Die Punkte y('"<'' werden die Ecken von S. Eine jede Ecke p<^°e* 

gehört in 5''' außer der Kante £'^ "' stets noch einer zweiten Kante St'"'! 
zu und gibt es also unter jenen Indexsystemen 
zu dem Systeme t, ff, p stets ein bestimmtes 
zweites System t, a\ p' (6'4= ß), wobei die 
Ecke l}(''"'e'l= 1)'*"''' ist. Die Beziehung der 
zwei Systeme r, ß, p und r, e', p' zueinander 
ist offenbar eine gegenseitige. Die zugehörigen 
orthogonalen Substitutionen S^''"^' und S*'"'?'' 
stimmen in ihrer Form £'*> überein, während 
m der Ebene gW = das System der |('"el- 
und der i/^^^-Achse einerseits und das System 

der §<'"'?')- und der ^('"'>- Achse andererseits nicht kongruent sind, so daß die 

Determinanten dieser zwei Substitutionen stets entgegengesetzt gleich sind. 
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Ferner wird eine jede Kante S*^"' von g'*' aus der Ebene von 5'^' 
stets duri.li die Ebene einer bestimmten anderen Seitenfläche g^""* von S 
herausgeschnitten und geholt dann luch dieser Seitenfläche als Kante zu; 
danach gibt es untei jenen Index^ystemen zu jedem Systeme t, 0, q ein 
bestimmtes andeies bvstem t , ö , p (r" -j- i), wobei SC'"") = ßl*"), 
p(f"n"e") ^p'" und daher auch |^^ " "') = If'"?) ist. Die Beziehung 
solcher zwei Systeme z, ff, p und r , u', p" zueinander ist eine gegen- 
seitige. Die zugehörigen Substitutionen S'""?* und S'^"""?"! stimmen in 
ihrer g-Fonn iibereiu, dagegen sind in der gemeinsamen Ebene §'""'■'' 
_||i"n"p")^Q das System der ij!'"!- und der ^^'^'-Ächse einerseits und das 
System der rf""'"!- und der ^'''"'-Ächse andererBeite nicht kongi'uent, so daß 
die Determinanten dieser zwei Substitutionen stets entgegengesetzt gleich sind. 

Nehmen wir jetzt ein beliebiges anderes inwendiges Polyeder S* der 
Schar, so muß es in ^* nach dem vorhin bewiesenen Satze eine Ecke p* 
geben mit dem gleichen Normalen sektor in der Kugel @ wie die Ecke 
p{to^) ,QQ ^_ Alsdann muß der Projektionsraum des Polyeders S von 
pCiof) aus durch die Translation von p('^"el nach p* unmittelbar in den 
Projekt ionsranm des Polyeders S* von !p* aus übergehen. Danach muß 
Ä* eine Seitenfläche '%* mit der Normale («W, ß'-''\ yW) und in dieser 
eine Kante £* mit der Normale (a^*"', ß^'"'>j y'""') und dabei endlich p* als 
einen solchen Endpunkt von S* besitzen, daß in der Richtung (ß''"^>, 
I^Cofl, j-l'"?)^ von p* kein weiterer Punkt von ö* liegt; ferner muß in p* 
eine zweite Kante von %* mit der Normale (a*'"'*, ß'-'"'\ yi'"')) enden und 
muß 8* einer zweiten Seitenfläche von S* mit der Normale («*'"', ^**"', >''*"') 
zugehören. Da in derselben Weise die bei S* vorkommenden Normalen 
der Seitenflächen und Kanten eich auch sämtlich bei Ä vorfinden müssen, 
erkennen wir, daß die mit Hilfe irgendeines inwendigen Polyeders £ der 
Schar eingeführten Zahlen v, {i^, [i^, . . ., (t^, Richtungen 

«H ß^''', r''^'; «*"'; ß''^''\ /'"'; <^^'"^\ ß^'"'^\ y'"^' 

(t = l,2,...,v; e-1, 2, ...,ft,; p = 1, 2) 
und Zuordnungen r, ö, p; t, e', p'; t", 6", p" eine unveränderliche Bedeu- 
tung für aUe inwendigen Polyeder der Schar besitzen. 

Wir wollen noch zusehen, wie die hier genaauten Größen aus den 
Grundbezirken S^, Ä^, ...,@^ selbst hergeleitet werden können. Wir 
verstehen für jeden Bezirk ^f(i—l,2,...,m) unter [(5/''j die Stützebene 
an S'; mit der Normale (a'*', /S^, yl'^'), unter jJ^W die Menge der Punkte 
von S; in |S/''}, sodann in dieser Ebene {5;'"*} unter {S/*"') die Stütz- 
gerade an 5/''* ™it der Normale (a^''"\ jS''"'', y'-'"'^), unter 0/''°' die Menge 
der Punkte von g/'^ m {2/''"'], endlich unter ^(^"f* denjenigen Punkt in 
Ö^l'"), von dem aus in der Richtung (a'-''"^^ ßi^^e^ ji(roel) kein weiterer 
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Punkt von fi/^"' liegt. Alsdann gelten für einen beliebigen inwendigen 
Bezirk S =^Sjßj der Schar nach §18 stets die Beziehungen: 
(90) S"=-^s>Si''*, S('"'=3.SI">, pf'-e^ = ^s,p,('''^\ 

Nun soll für ^ jeder Bereich gW (r ^1,2, . . .,v) wirklich ein Po- 
lygon sein und können nach der ersten Relation hier daher nicht ^i**', 
S^a'^'j'--) 5 '*' lauter Strecken oder Punkte in m parallelen Geraden vor- 
stellen, wir müssen also unter diesen in Bereichen entweder wenigstens 
ein Polygon oder wenigstens zwei einander nicht parallele Strecken vor- 
finden Die a"nitl'eheu R'chtungei (fW ß^''' j^W) d'e als äußere Normalen 
von Se tenfidLliPU m ^ aiftieteu eüstelen diu ch auf zweierlei Arten: 
E^btens haben w i dai mter lede ßichtun„ welche b i irgendeinem der 
(jrandbezirke S als a ißeie CJoimale e nei Se tenflache vorkommt. So oft 
wir sceitenä bei irgend zweei lei Cim dl ezuke ft Ä (i^j) zwei nicht 
paiallele Kantei S ^ vo hnden deiart daß die Eleie durch Ö^ parallel 
/i 2j Stutzebene an S ml de Ebene lureh £ jaiallel zu ö^ Stütz- 
ebene an U ist lind zwai liese beiden &t itzel enen als solche mit gleicher 
(^m ht nit entgegengesetztei) Noimale auftreten kommt die betreffende 
>>o male tets ebenfalls nter len E thtungen (a (3 y<**) vor. 

Hierl ei haben wu n bez g f 1 ejenigen Bezirke ^,., welche Poly- 
gone oder Strecken bedeuten, noch folgendes zu beachten. Bei einem 
Polygon ist die Ebene des Polygons gleichzeitig Stützebene an dasselbe 
mit zwei einander entgegengesetzten Normalen und haben wir den Bereich 
des Polygons wie zwei Seitenfl ichen fm das Polvgon mit den betreffen- 
den zwei Normalen aufzufassen, femei die Seiten des Polygons als Kanten 
dieser Seitenflächen in Betiauht 7U 7iehen Bei einem Bezirk, der eine 
Strecke bedeutet, haben wir eine h-d.iite eben m dei "^trecke selbst in Be- 
tracht zu ziehen. 

Jeder Bereich S'""' für das Polyeder S soll wirklich eine Strecke 
sein, und muß wegen der zweiten Gleichung in (90) dann unter den m Be- 
reichen Ö^f'"', Sg''"*, . . ., Ö^""' jedesmal wenigstens eine Strecke vorhanden 
sein. Danach haben wir unter den Eichtungen («<'">, /il'"*, ^'('"'1) zu einem 
bestimmten Index t eine jede solche, in §'''* = vorkommende Richtung, 
welche als äußere Normale einer Kante bei einem Bereiche 5,''' ^^ einer 
Ebene {g/''} auftritt, und nur diese Richtungen. 

§ 30. Tolumen und Schwerpunkt iii einer Polyederseliar. 

Betrachten wir wieder eine Polyeder schar mit m Grund bezirken 
SSj, ffj, . . ., ffij^. Wir suchen jetzt das Volumen und femer die Koordi- 
naten des Schwerpunkts für einen beliebigen Bezirk S = ^Sf^f der Schar 
als Funktion der Parameter s, darzustellen. Zu dem Ende werden wir 
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zunäcliat zeigen, wie ein solcher Bereich ^ aieh in gewisser Weise aus 
lauter Tetraedern aufbaut. 

Wir halten an allen im Torigen Paragraphen eingeführten Bezeich- 
nungen fest, und wir wollen uns zunächst die s^ sämtlich > 0, also ^ als 
inwendigen Bezirfc der Schar denken. Wir nehmen einen Punkt t im 
Räume beliebig an^ es seien a, h, c die Koordinaten von I und wir fällen 
Ton t Lote auf die Ebenen [J^"*} der einzelnen SeitenSächen g^W von S 
(für T — 1, 2, . . ., r). Wir bezeichnen mit C'"' die Länge des Lotes von t 
auf die Ebene {%'^'] und zwar noch mit negativem Vorzeichen versehen, 
falls diese Ebene den Punkt l und das Innere von ^ auf verschiedenen 
Seiten von sich liegen hat, so daß also in jedem Falle (7<^> das Maximum 
vone!<^'(a;-«) + /5*^K«/-&)+I'''*(^-c) für die Punkte a;, ?/, s in S be- 
deutet. Wir wollen bei einer beliebigen reellen Größe unter sguC das 
Vorzeichen H^ 1 '^on (^ verstehen, wenn C + ist, oder den Wert Null, 
wenn C = ist. Das ganze Polyeder Ä setzt sich nun in gewisser Weise 
mit Hilfe der einzelnen Pyramiden f ^ '"^ zusammen, welche t als Spitze und 
die einzelnen Flächen %'-^' als Grundflächen haben. Liegt I im Inneren 
von S, so sind aUe Größen CW > und überdecken jene Pyramiden zu- 
sammen genau den Bereich von S, wobei sie untereinander nur in den 
Begrenzungen gemeinsame Punkte haben. Entsprechendes gilt, wenn t 
auf der Begrenzung von R liegt, nur daß alsdann eine oder mehrere Größen 
C' gleich NuU sind. Liegt f außerhalb ^, so überdecken diejenigen jener Pyra- 
miden t%^^, welche Werten G^^'i > entsprechen, das kleinste, { und S 
zugleich enthaltende Polyeder [t, S) (s. § 16), während sie untereinander 
nur in den Begrenzungen gemeinsame Punkte haben, und andererseits 
bilden diejenigen Pyramiden fgW, welche Werten C^ < entsprechen, 
(wenn wir die Punkte aus den Flächen, %''''> selbst fortlassen), genau die 
Kappe von t an ^, wobei diese Pyramiden ebenfalls nur in den Be- 
grenzungen zusammenstoßen. So oft endlich eine Größe CW = ist, redu- 
ziert sieh die betreffende Pyramide Ig''' ^^^ ^'^^ Polygonfläche, erlangt 
also ein Volumen = 0. 

Wir können hiernach in jedem Falle für den Bereich des Polyeders 
Sf eine Relation 

(91) m-^sgnOW.pSM] (.-1,2,..,.) 

in folgendem Sinne behaupten: Bringen wir jeden Punkt des Raumes, der 
irgendwie in die Bereiche Ig''' zu liegen kommt, bei jedem Bereich l%^''\ 
dem er angehört, mit dem Gewicht sgn C'"' in Rechnung, so resultiert 
hieraus (von den Punkten in einer endlichen Anzahl von Polygonflächen 
abgesehen) für jeden Punkt in S ein Gesaratgewicht = 1, für jeden Punkt 
außerhalb S? ein Gesaratgewicht -= 0. Betrachten wir nun irgendeine 
Funktion ■!> der Koordinaten x, y, z und bezeichnen den Wert des ßauni- 
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integrah ff j<i>dx dp dji über einen Raum 9t, (-wenn diesem Integrale eine 
Bedeutung zukommt), mit J(9{), so besteht alsdann zwischen den Werten 
J(Ä) und J(tg''*) für das Polyeder St und für die einzelnen Pyramiden 
15'^' notwendig der folgende Znsammenhang: 

(92) J"(S) - ^sgn CW . J"(tgW) (r = 1,2,. . .,v). 
Wir nehmen weiter in einer jeden Ebene { g''' } einen Punkt f'"' beliebig 

HU und fäUen von ihm die Lote auf alle Geraden {£1'"') der Kanten S^'^"' 
von J^W (für ö = 1,2, . . ., jtj). Es sei B^'"^ die Länge des Lotes vom p' 
aufjS''"') und zwar noch mit negativem Vorzeichen versehen, wenn diese 
Gerade den Punkt f' und das Inwendige von ^5''' ^^^ verschiedenen Seiten 
von sich liegen hat. Alsdann setzt sieh das Polygon 5'^' ^^^ den einzelnen 
Dreiecken ff^iß'^") mit f'''' als Spitze und den Kanten £''"' als Grundlinien 
dergestalt additiv und subtraktiv zusammen, daß wir für die Bereiche 
dieser ebenen Flächen die Relation 

(93) [gM]_^sgn£l"l.[fMal"'] (o - 1, 2, . . ., .<..) 
in einem ganz entsprechenden Sinne hinschreiben können, wie vorhin die 
Formel (91) aufgestellt wurde. Diesei' Zusammensetzung des Polygons §''* 
entspricht dann ein gewisser Aufbau der Pyramide f^'*' aus den einzelnen 
Tetraedern "EfWaC") mit ! als Spitze und den Dreiecken f(^)2(^'') als Grund- 
flächen, und können wir dadurch die Formel (92) weiter zu der Gleichung 

(94) /(a)-^sgn(Bl"lCC>).J(tfWS(")) (^^Zlll','.''^l) 
entwickeln. 

Endlich nehmen wir noch in jeder Geraden {8*'"') einen Punkt I''"'' 
beliebig an; dabei treffen wir die Bestimmung, daß bei je zwei Index- 
syatemen tö und r"a", wofür gemäß § 19 sich ßf'"""' = S*'") erweist, stets 
auch i('"°"i mit l**"' identisch gewählt werde. Es sei sodann ^l''"4') die 
Länge der Entfernung von (l^"l nach der Ecke (j('"P> von S'*"* (für p = 1, 2) 
und zwar noch mit negativem Vorzeichen versehen, wenn I'^"' auf ent- 
gegengesetzter Seite der Ecke p('^<'e) liegt als der zweite Endpunkt der 
Strecke S'""', Die Strecke £*''"' setzt sich aus den zwei Stücken £('")pl^"e) 
(q = 1, 2) dergestalt zusammen, daß wir für diese in der Geraden (ö^"} 
gelegenen Bereiche die Relation 

(95) [ßC")] ^ ^sgn ^(^-^el ■ [IC")^;-"^)] (0 = 1,2) 
in einem entsprechendeu Sinne haben, wie die Formel (93) einen Zu- 
sammenhang zwischen ebenen Bereichen darstellte. Aus dieser Zerlegung 
(95) folgt eine entsprechende Zerlegung des Dreiecks f<*18("'l in zwei 
Dreiecke f('^)p'°)fi('''?l, und resultiert daraus weiter ein Aufbau von %'-''> 
aus den Dreiecken fMI''"'p''"!'); 
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(96) [gw]-J'sgn(^<"eW''))-[f"tl")t)l"el] r^ ll's'''')' 
und scHießlicli folgt ein Aufbau tles Polyeders Ä aus den Tetraederu 

/r-1,2,..,,.^ 

(97) [a]_^8gn(^I"eljil"lCl").[(fMII"'t)<"t'] «-1,2, .,.,(.,. 

V S - 1, 2 / 
Diese letzte Zerlegung von St liefert uns endlich für das Integral /(S) 
die Beziehung 

(98) J{^) =^sgn (Al"'l*)ifl"*CW) ■ J-(IfWt("ll](^«f)}. 

Wir wollen das Volumen von S mit F, den Flächeninhalt von gt'' 
mit i^*'', die Länge von S^'"' mit L('"i bezeichnen. Die Länge der Strecke 
j(ro)^(ioe) igj; ^er Betrag von Ä'^'""', der Flächeninhalt des Dreiecks 
^(i)p*o)p(iof] das Produkt dieser Länge in den Betrag von -j-B*'"', das Vo- 
lumen des Tetraeders ff'''(*'"'|)t"'s') das Produkt dieses Flächeninhalts in den 
Betrag von -j- C*''. Danach entsteht aus (98), wenn wir'l) = l nehmen, 
insbesondere 

/r = l,2,.. 

(99) F = y2'^'"^'-^'"'*'^''' ff = l,2,... 

während wir aus (96) und (95) analog erhalten: 

(100) -fW = l-^A^"S)B'-'^\ n'"> = Ä'-'"'' + ^("^1, 

Wir nehmen zweitens <i> — x an und wir wollen das Integral 
j'Jjxäxdyds über das Polyeder 9t durch S bezeichnen. Nennen wir die 
a;-Koordinate für f, fW,l(''°\ )j('«el bzw. «,aW, »'""', dl*"?', so ist der Wert 
des entsprechenden Raumintegrals über den Bereich des Tetraeders 
(|(i)j(To)j,(töf] gleich dem Produkt aus dem Volumen dieses Tetraeders in 

-^- (« + aW+ «(*") + «''"'''), 
und geht daher aus (98) für <^ = x die Relation 

(101) S = ^ 2 (** ^ '*'" + '^^"*+ «t^"^*)^^"f'ß<"*CW 

hervor. 

Über die Hilfspunkte E, f', 1''"* treffen wir nun die folgende Verfügung. 
Wir nehmen zunächst für jeden Index i = 1, 2, ..., m und alle in Betracht 
kommenden x, 8 einen Punkt tf beliebig an, weiter einen Punkt f/'' be- 
liebig in der Stützebene {S/^'l an S:^, einen Punkt f/'^"' beliebig in der 
Stützgeraden {S/*"'| an 5/'*i f^-i^ j^ -ivf^i gemäß § 19 zugeordnete Systeme 
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T,6 und t", 6", wobei |ß/'""")}= |2/'"') ist, ■wählen wir aber stets IS-'"°"1 
= 1/'"'. Heraach führen wir für jeden beliebigen Bezirk ^ = Ss, ff,- der 
Schar die Punkte I, f('*, P"^ durch die Formeln 

(102) t -^^%, f''=3ji''', P"^) = ^sJ(") (i = 1, 2, ...,»0 
ein. Nach § 18 wird dann in der Tat, wie wir ea fordern, jedesmal f' 
in der Stützebene {5*'') an ^ und l*'"'' in der Stützgeraden (2'^")) an 5'*' 
liegen. Wir merken noch an, daß fiü- die Ecken (j('"el von §! die Formeln 
gelten : 

(103) p("e)=^s,p/"e' (i = l,2,..., m). 
Führen wir die Substitution S*^"«) gemäß (89) ein, so bedeutet C^ 

die Differenz der Werte von £''' für fW und f, sodann Bf'^"' die Differenz 
der Werte von ij('"' für 1''°' und f^*, endlich A^'"'^> die DifForena der Werte 
von 1'*"?) für pl'"e> und P^"'. Bezeichnen wir für S^ die Differenz der 
gW."VVerte von f/'' und f; mit C^*'*, der ij'^^'-Werte von 1/"^' und f;'') mit 
Bl^"'), der l«"^"?'- Werte von p/'^fl und 1/'°' mit A^^''^^ so gelten zufolge 
(102) und (103) die Beziehungen: 

(104) CW=^SiC(W, £<■■'■'' =^s,S,^"'>, ^('"fi^^s^^i^"?). 
Auf Gfrund dieser Gleichungen erhalten wii- aus (100): 

(105) -t"")=-^i/"'s„ -F'M=^i^Ws^s,^ ((7,/i = l,2, ...,m), 
wenn 

(10(5) i:(^<7) = ^jr„i)^ ^^{'"«), i?'w = ~2'-i,''"*'-Si"' 

gesetzt wird. Aus (99) erhalten "wir 

(107) V =^7^^^s^s,s,- (ff, h, j == 1, 2, . . ., m), 
wenn wir 

(108) V^,,j ^ ^2 A'"'^'-^'.'"*'^?*" 

einführen. Das Volumen V des Polyeders S stellt sich danach als eine 
homogene Funktion dritten Grades der Parameter s^, Sj, .,., s,„ dar. 

Im speziellen können wir, wovon bisweilen Gfebrauch zu machen sein 
wkd, jeden Punkt t^ im Bezirke ^^ selbst, jeden Punkt f/"' im Bezirke jj/^' 
selbst, jeden Punkt t/'^''* im Bezirke S/'"'' selbst wählen. Bei Verwendung 
der Formeln (102) wird dann, wie aus den Relationen (88) in g 18 zu 
ersehen ist, bei beliebigen Werten S^^O stets I in ß selbst, f'^l in g('l 
selbst, l''"'' in S**"' selbst zu liegen kommen und werden infolgedessen 
die Größen Ä^*''^\ 5''"', C-^^ stets sämtlich ^0 ausfaUen. 

Bezeichnen wir weiter die a:- Koordinate von l^, f/'', lf^"'\ p/"'^?) mit 
«o «■/"'' »/"'- «x''"*"'; 80 ^°k^^ ^'^^ (103) und (102) die Gleichungen; 

(109) ß=^S(fl;, ßW=^s,«/'', «<'")=^s^fl/"', (i(^"e>=^s,a.('«e). 
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und ersehen wir aus (101), daß das Integral K für S eine homogene 
Kunktion vierten Grades in s^, ^, ..., s^ wird. 

Die hier zugrunde gelegte Zerlegung eines Bezirks Ä läßt sich offenbar 
auch auf die Randhezirke der Schar übertragen und bleiben dadurch aUe 
hier entwickelten Formeln auch noch für solche Parameter werte s^ gültig, 
die zum Teil oder sämtlich gleich Null sind. 

Wir werden jetzt die hier aufgestellten Entwicklungen von Polyedern 
auf beliebige konTese Körper auszudehnen sucheu. Zu dem Ende müssen 
wir Tor allem die Bildungen i^'W und V einer eingehenderen Unter- 
suchung unterwerfen. 



§ 21. I>as g'emisclite Volumen dreier Polyeder. 

Die m vorausgesetzten Grundbezirke S^, S^, . - -, ^„ brauchen nicht 
verschieden zu sein; wir können in dieser Reihe auch einen und den- 
selben Bezirk mehrfach aufnehmen, wodurch nur die Bedeutung der 
Parameter s^, Sg, . ■ ■, s^ etwas modifiziert wird, ohne daß die Schar 
^Sf^f in ihrer Gesamtheit sich verändei-t. Es wird deshalb genügen, die 
Bildungen F^p, ■ 7jjj mit verschiedenen Indizes zu betrachten, wobei wir 
uns bei dem ersten Ausdrucke m ^ 2, bei dem zweiten m ^ 3 denken. 
Wir werden nun vor allem den Satz beweisen: 

Der Wert des Aiisämcks F^p ändert sich nicht, wenn man darin die 
Indizes 1 und 2 vertauscht; der AusdrMJc Fj^g iekalt hei jeder Fermutation 
der Indizes 1,2,3 seinen Wert hei. 

Danach wird dann der Koeffizient von s^s^ im Ausdrucke (105) von 
^M genau = 2Fll\ der Koeffizient von s^s^s^ im Ausdrucke (107) von V 
genau ^eF^ja.und werden infolgedessen die Werte von i^/J' und V^^^ 
ganz unabhängig von der Wahl der Hilfspunkte ff, f/"' , f/'"' sein. 

XTm jenen Satz zu beweisen, bemerken wir zuimchst die Möglichkeit, 
diese Hilfspunkte so einzurichten, daß die folgenden Umstände zu- 
trefi'en: 

I. Während über % irgendwie verfügt sei, soU f/"' speziell den Fuß- 
punkt des von !f auf die Ebene {%i'^] gefällten Lotes, femer l/""' den 
Fußpunkt des von f, auf die Gerade {£/'"'>} gefällten Lotes (d. i. also zu- 
gleich den Fußpunkt des von f/'> auf {S/''")} gefällten Lotes) vorstellen. 
Bei dieser Festsetzung werden ji/'"el, .B/*"*, C^W einfach die Differenzen 
der Koordinaten |l'^"?)jij('"l^ gW für pi'^n^ und t^, und kommen bei An- 
wendung der Formehl (102) aUgemein ! mit fW, pBmitl*""),!*'^"* mit pl'"?' in 
drei Gerade zu hegen, die heziehlich parallel der £''^>, ij*'"*, ll-^^e'-Achae 
der Substitution 5""^' sind, so daß z.B. für die a;- Koordinaten der he- 
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treffenden Punkte die Gleichungen 

(110) aM-(i = ßWCW, «(^ ")-««=:«("') £('■'), ft("'f)_a('«) = a('"ei^i"e) 
gelten werden. 

IL Ferner sollen fj, %, ■ ■ -, t^ sämtlich in einen und denselben Punkt („ 
des Eanmes fallen, dessen Koordinaten «„, öj,, c^ seien. Für den Punkt t 
in hezug auf einen beliebigen Bezirk S gilt dann £ = (Sj + s^ H i" ^m) '»■ 

Bei diesen beschränkenden Festsetzungen I. und II. würden schließ- 
llcb allein die Koordinaten des Punktes % willkürlich bleiben. Durch 
geeignete Verfügung über to aber würden wir noch imstande sein, einem 
einzelnen Punkte I^f^'^l eine beliebige Lage auf {i^j''"' j oder einem einzelnen 
Punkte fgl^* eine beliebige Lage auf { %^'-'^ ] zu verschaffen oder t beliebig 
anzunehmen. 

Wir denken uns nun aunächst die Hilfspunkte f;, f/'*, f/'"' noch in 
der ganzen Allgemeinheit v^ie in § 20. Die Größe 

(111) i^t'") = ^^l'<'« + ^/*"ä) 

bedeutet die Länge der Kante Si''"', ist also vÖEig unabhängig von der 
Lage von Ij''"', eine Tatsache, die auf den Gleichungen 

(112) ßC«!) 4- «("■») =0, ,5('"i)+/3<"2)=0, j-(^"i>+/'°a)_o 
beruht. Wir können alsdann 

(113) J?(|)_|2A'""-B.<""-|2'^''"'-^>""' {"^'112'"') 

schreiben; dadurch erweist sich der Ausdruck i*",^' als völlig unabhängig 
von der Wahl der Punkte Ij*''") und könnte daher nur noch mit der Lage 

Nun können wir bei beliebiger Wahl von f^*^* in der Ebene { fjj''' ) die 
Punkte t„ f/'', (/*"' doch den sämtlichen Forderungen I. und II. gemäß 
einrichten. Alsdann sind zufolge I, die Werte |(*"sl, ijl*") für pjl'"?' — f^ 
gleich ^iC^eliB/'"), für (Js'^e'— fg gleich .^l^t^'-e), Bai"-* und zufolge IL 
soR El = f j = ffl ^^'^- Danach ergeben die senkrechten Projektionen der 
drei Punkte fo p/^"?' (Ja''"?' auf die Ebene £''' = in dieser ein Dreieck, 
bei weichem der Flächeninhalt gleich dem Betrage von 

(114) |-(^i'"i').B3("')- ^al'"?)^!!'")) 

sein wird, während das Vorzeichen dieser DeteiTuinante nur dann das 
negative sein wird, wenn die hier angewiesene Folge der Ecken für dieses 
Dreieck einen entgegengesetzten Umlaufasinn bedeutet, als er sich bei 
einem Dreiecke in derselben Ebene ^'■''i = einfindet, dessen drei Ecken nach- 
einander im Niillpunkte, auf der positiven ll""^?)-, auf der positiven ij"")- 
Achse angenommen werden. 
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Jetzt gehört zu jedem Indessysteme t, a, p nach den Änafühnmgen 
in § 19 ein bestimmtes zweites System r, 0', ^'(e'^^e), wobei stets 
^)^(«ife)^ p^(ia'(>']^ p^(iof)=^ |,^(io'§'l igt, während für die beiden orthogonalen 
Substitntionen S(*"e) und S<'"'p'' in ihrer gemeinsamen Koordinatenebene 
i^A =^ das System der ^('"^l- und,i]('"''-Achse einerseits und das System 
der §l^"'e''- und »/'^"''-Achse entgegengesetzt orientiert erscheinen. Zufolge 
dieser Umstände muß der Ausdruck (114) nach seiner eben dargelegten 
Bedeutung bei Vertauscbung von x, ß, p mit t, e', p' einfach in den ent- 
gegengesetzten Wert übergehen, wir haben also stets 

(115) Ai<-^'^9'>B^<-"» + A^C'^i'^ B^^'"'^ ^ AJ-'"'^^B^('^''> + A^^'"'^'^ Bi<-"'">. 
Ordnen wir nun in dem Ausdrucke von %j-^> die Glieder paarweise, indem 
wir mit jedem Gliede zu einem Indexsysteme t, ff, q das Glied zu dem 
koiTespondierenden Indexsysteme r, ©', q' verbinden, so zeigt sich, daß 

(116) F(|) ^ ^^ ^a<'"e>S,("' = Fif = y2 4<'"'Si'"' 

ist. 

Denken wir uns jetzt den Bezirk ^^ ß'Ji^r Translation parallel der 
Ebene { (5a'-^' | unterworfen, wodurch J^s*"* dieselbe Translation in dieser 
Ebene erfährt, nnd halten wir dabei den Punkt t^ = % und die Be- 
schränkungen I. und II. fest; alsdann bleiben alle Längen ia*'"* und die 
Werte Bj^'"'^, A,^""^^ ungeändei-t; es ändert sich also auch nicht -^j'J'. 
Zugleich bleibt aber auch die Relation (116) und somit auch der Wert 
des Ausdrucks Fj<|l bestehen. Eine Translation von ^a'"' in "^^r Ebene 
jj^gf'') bei festem fa*'* kommt nun für die Bildung des Ausdrucks (113) 
von F^p auf das Gleiche hinaus wie die entgegengesetzte Translation des 
Punktes fj'^* bei festgehaltenem Bereiche %2'^'- Danach ist endlich der 
Wert F,'|' auch von der Lage von fgW unabhängig. Zugleich ersehen wir, 
daß allgemein i^M = F^l^ gilt und daß j^j'^* bei einer beliebigen Trans- 
lation von 5i''' o<ißi^ ^^^ %2^'^ stets seinen Wert beibehält. 

Die Größe B/'"> ist die Differenz der i^'^-'-Werte für p^e"'«' und für fg, 
der zweite dieser Werte ist = a^a^''"^-^- l>2ß^'"'' -{- Cj^'^"'. Da nun der Wert 
F[l^ nicht von der Lage von % abhäugt, so entnehmen wir aus (113) die 
drei Gleichungen: 

(in)TK<"'lL/"t=0,_2'|3'"''-^i'"' = 0.2^''"'A'"'=0(s=l,2,..,,fi,). 

Nehmen wir jetzt speziell für f^W, wenn g^l') ein Polygon ist, einen 
inneren Punkt dieses Polygons in seiner Ebene, wenn ^jW eine Strecke 
ist, einen von den Endpunkten verschiedenen Punkt dieser Strecke, wenn 
5a'*' ein Punkt ist, eben diesen Punkt, so sind im ersten Falle alle Großen 
BJ-'"'>1>0, im zweiten alle >0 mit Ausnahme der beiden, die den zwei 
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Normalen der Strecke in der Ebene | ^52'^* | entsprechen und die =- sind, 
im dritten Falle alle _B^t'"')=0. Wir entnehmen dann aus dem zweiten 
Äusdnieke in (113), daß F^^^ stets ^ ausfällt und nur dann = ist, 
wenn von den Bereichen ^i*'' ^^^ Sa''^' wenigstens einer ein Punkt ist 
oder diese beiden in zwei parallelen Gferaden liegen. Wenn nicht dieser 
zweite Ausnahmefall statthat, ist überdies durch g^M und g^g*"' die Ebene 
gW==:0 völlig bestimmt, und da in (113) gewiß nur solchen Indizes ein 
von Null verschiedener Term entspricht, wobei Lj^''°^'^0 ist, die also 
wirklichen Kanten von (Jjt') entsprechen, so erkennen wir, daß der Wert 
von -Fj'l' jedenfalls ganz allein von den zwei Bereichen i5i'^*j 5a''' "^^^ ^ 
keiner Weise von den sonst in Betracht kommenden Bereichen (^s'^'i ■ ■ -i 5ni''* 
ahhängt. Der Ausdruck F^^, in den F^p übergeht, wenn %^^''^ mit ^jf-'> 
identieeh wird, bedeutet den Flächeninhalt von ^i'*'. Wir woUen den Wert 
von F^p als den gemischten FlächeninkaU von ^i'"' ^^^ Sa'*' bezeichnen. 
Nun gilt 

(118) r,^-i2Ar"A""v-i2Fjfc,<'\ 

und entsprechend können wir F^jg darstellen; wegen (116) haben wir 
daher Fj^^'^ F^jj. 

Wir betrachten femer die Transposition von 2 mit 3 im Ausdrucke 
Fjaj. Nach der Gleichung (118) und den letzten Resultaten in betreff 
der Größen F^l") könnte V^ss jetzt nur noch von der Lage des Punktes fg 
abhängen. Wir können bei beliebiger Verfügung über tg doch die be- 
schränkenden Annahmen I. und II. einführen. Alsdann sind die Koor- 
dinaten ij<^"', £W für p,('"e)-t3 gleich B^f"^, O^W für figl^e»- % gleich 
.Bj*'"!, Cg'''. Zugleich soU fä= ^3= Iq ^^^^i ^'^^ besitzt daher das Dreieck, 
das durch senkrechte Projektion von f(,p2('"P'p3t'"*' auf die Ebene |(''''e> = 
entsteht, einen Flächeninhalt gleich dem Betrage von 

(119) y (S^l^^lCgW- .Bg(">CsW), 

während das Vorzeichen dieser Determinante dann das negative ist, wenn 
die hier angewiesene Folge der Ecken für dieses Dreieck einen entgegen- 
gesetzten Umlaufssinn bedeutet, als er sich für ein Dreieck in derselben 
Ebene g''"e) = herausstellt, bei dem die Ecken nacheinander im Null- 
punkte, auf der positiven ij'^"^'-, auf der positiven £W- Achse angenommen sind. 
Zu jedem Indexsysteme z, ff, p gehört nun nach § 19 ein bestimmtes 
aweites Indexsystem t", 0", p"(t"4=t), wobei immer pg**"P'= pg(''"*'"s"', 
f^'--">e)=ip^('"«"0 und femer |("'e>-= ^(r"ü"e") gilt. Die beiden Substitutionen 
g(iop) m^^ g(i"o"Q"i haben dabei also die |-Achse gemein, dagegen sind in 
ihrer gemeinsamen Ebene £y''<!> — ^i'"'>"Q"'>^0 das System der rf'">- und 
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jW-Aclise einerseits and das System der i]'-^"""'- und £'""1 - Achse anderer- 
seits entgegengesetzt orientiert. Nach der eben angegebenen Bedeutung 
des Ausdrucks (119) entnehmen wir hieraus, daß dieser Ausdruck bei Er- 
setzung von r, 6, e durch r", o", p" in den entgegengesetzten Wert über- 
geht, wir haben also stets 

(120) £jl"'(7jW-F5,i^"""'C3(^")=B3f^"'C,(^HS3'^"''"'C£""', 
und zudem gilt 

(121) ^(^"P)=^^('" ">'■). 

Ordnen wir jetzt die Glieder in Vj^g paarweise, indem wir mit jedem 
Gliede zu einem Indexsysteme x, ß, q das Glied zu dem zugehörigen 
Systeme t", e", q" verbinden, so zeigt sich durch (120) und (121) un- 
mittelbar, daß Fi23 =- Fjgg wird. 

Unterwerfen wir nunmehr ^ einer beUebigen Translation, während 
wir fg und die Annahmen I, and U. festhalten, so bleiben alle Größen im 
Ausdrucke 

und auch die letzte Relation bestehen und kann daher auch F^g sich 
nicht ändern. Eine Translation von JS^ bei festgehaltenem tg ist aber für 
die Bildur^ des Ausdrucks Fj^j in (118) gleichbedeutend mit der ent- 
gegengesetzten Translation von \ bei festem ^g, also hängt der Wert 
von Fjga auch nicht von der Lage von Eg ab. Zugleich ersehen wir, daß 
ganz allgemein Fjgg = Fjj^ gilt. Bezeichnet Si^(ii,v,w) die Stützebenen- 
fanktion von Sg, so haben wir offenbar 

(122) .ff3(ßW,/3W,yW) = »skW + &„/3W + Cgj^W -h Os*') (t = 1,2, . .., v). 
Da nun der Ausdruck (118) gar nicht von den Koordinaten a^^h^jC^ ab- 
lüLngt, müssen danach stets die drei Beziehungen 

(123) ^a(''.F(^J=0, ^,5Wi^f? = 0, ^yWJF(|) = (t = 1, 2, . . ., r.) 
bestehen, und insbesondere erhalten wir 

(124) F,„ - -[2 -Fg'-ff,(«<", /"". »>'")■ 

Die beiden Relationen F^^g = F^jg und V^^ = Fj^^ zusammen be- 
deuten nun bereits die Tatsache, daß Fj^g bei beliebigen Permutationen 
der Indizes seinen Wert nicht verändert. Zugleich erkennen wir, daß Fjjg 
auch bei beliebigen Translationen der einzelnen drei Bezirke fijjß^, fi'^ 
stets ungeändert bleibt. 

Wir denken uns jetzt \ speziell als einen inwendigen Punkt von S'g 
angenommen, d. h. wenn Kg ein Polyeder ist, soll % ein innerer Punkt 
von Sg sein, wenn Sg ein Polygon oder eine Strecke ist, ein innerer 
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Punkt des Polygons in seiner Ebene bzw. der Strecke in ihrer Geraden, 
wenn Sj ein Punkt ist, mit diesem Punkte identisch sein. Alsdann fallen 
die Großen Cg'""' sämtlicli ^ aus und, soweit es dieser ihnen gemeinsame 
Charakter zuläßt, auch > aus. Wir erkennen dann aus (118), daß F^^^ 
stets ^ ausfällt und insbesondere unter folgenden Umständen stets = 
ist: 1, wenn unter den Bezirken ^j,^^,®^ wenigstens ein Punkt oder 
2. darunter wenigstens zwei Bezirke in parallelen Geraden vorhanden sind 
oder 3. diese Bezii'ke in drei parallelen Ebenen liegen. Einen von Null 
verschiedenen Term F^JC^'''^ haben wir in (118) nur, sowie für eine 
Richtung (kW,/3W,/''') einerseits F^^, andererseits CgW > ist; alsdann 
sind Kl, ^a, Äg schon für sich jedenfaUa Grundbezirke einer Polyedersehar 
und kommt die Richtung bereits als Normale einer Seitenfläche dieser 
Schar vor. Danach hängt der Wei-t von F^^, jedenfalls allein von Ä^, 
^2, Äg und in keiner Weise von den weiteren etwa betrachteten Bezirken 
^4, . . .j ^„ ab. Die Größe Fm, in die F^g übergeht, wenn wir S^ und ^^ 
mit Si identisch annehmen, bedeutet das Volumen von S^. Wir wollen 
Fiaä das gemischte Volumen von ^1,^3,^3 nennen und, wo es auf die 
deutlichere Bezeichnung der betreffendenBezirke ankommt, auch Yiß:^,^^,^^) 
sehreiben. 

Nehmen wir für §i^, S^, Sj beispielsweise drei nicht in einer Ebene 
gelegene Strecken of),, O^^y ^Vz ™^^' " ^^^ Anfangspunkt, so können wir 
diese als drei Kanten für ein gewisses Parallelepipedum SS^ mit einer Ecke 
in auffassen. Alsdann bedeutet s^9:^ + s^Sg + S3S3 für positive s,, Sj, 83 
den Bereich desjenigen Parallelepipedum mit einer Ecke in 0, bei dem die 
drei von D auslaufenden Kanten in den Punkten s^p^, Sg^Jg, Sgp^ enden. 
Das Volumen dieses letzteren Parallelepipedum ist das SiSäS^-fache des Vo- 
lumens von ^, danach ist unter diesen Umständen 6 F^^ gleich dem 
Volumen von ^, mithin sicher Fj^g > 0, 

Der Ausdruck F(^j^, Äg, S?g) besitzt die folgende wichtige Eigenschaft: 
Ist der konvexe Bezirk Sj ganz enthalten in einem anderen kon- 
vexen Bezirk Sj* (ebenfalls mit einer endliehen Anzahl von extremen 
Punkten), so gilt stets 
(125) F(Sj, ^3, Sb) ^ F(ti, ^s, Ä/). 

Denn bedeuten H^ und H^ die Stützehenenfunktionen von S^ und Sg* 
so gilt dann nach (44) aligemein ^^(m, «, w) ^i?ä*(M,)J,tt'). Konstruieren 
wir nun eine Polyederschar, welche unter ihren Grundbezirken S^, Sg, A3 
und its* enthält, so bestehen gemäß (124) für F(ßi,K'a,S3) und F(Si,Ä^,Sg*) 
; Ausdrücke 
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und da kierin alle Faktoren F[f ^ sind, geht in der Tat die TJe- 
gleiclmng (125) hervor. 

Sind die drei konvexen Bezirke S^, ^g, S3 derart beschaffen, daß 
darunter weder ein Punkt, noch zwei parallele Strecken vorhanden sind, 
noch diese drei Bezirke in drei parallelen Ebenen liegen, so können wir 
stets drei Strecken SjjS^jSa bestimmen, die nicht sämtlich einer Ebene 
parallel sind und so daß 8^ in ®i, 2^ in Hg, Sg in Hj liegt. Nach einer 
vorbin gemachten Bemerkung ist alsdann T^{2i, Sj, S^) > 0, während dem 
letzten Satze zufolge sicher V{^^, t^, tg) ^ F(öi, S^, Sg) wird. Also 
muß unter den angegebenen Umständen stets ^(Sj, Ä^, Hg) > ausfallen. 

Aus (124) entnehmen wir ferner die Regeln: 

Ist t ein positiver Parameter, so gilt 

(126) r(Si, Ha, fHg) - tV{^„ H^, ^,). 
Es besteht allgemein die Beziehung 

(127) F(Hi, fi's, Hg + H4) = F(®„ Hs, Hg) + F(Hi, Hg, H^). 



§ 32. YoluBien in einer Sclar konvexer Körper. 

Es seien jetzt H,, H3, . . ., H'^ m beliebige konvexe Bezirke, von denen 
ein jeder eine endliehe oder unendliche Anzahl von extremen Punkten 
aufweisen kann. In jedem Bezirke H; (i = 1, 2, . . ., m) denken wir uns 
einen inwendigen Punkt e^ beliebig gewählt. Ferner bedeute s irgend- 
eine positive Größe. Nach dem Satze in § 5 und dem entsprechenden 
Satze für die Ebene können wir, wenn H; einen konvexen Körper oder 
ein ebenes Oval vorstellt, dazu ein Polyeder bzw. ein Polygon 5ß; derart 
bestimmen, daß H; ganz in 5ß; enthalten ist und andererseits selbst den 
Bereich ^i + i > " '^i = ^i? ^^^ durch Dilatation des Bereichs ?ß| 

von E; aus im Verhältnis : 1 entsteht, ganz enthält. Bedeutet H( 

eine Strecke oder einen Punkt, so nehmen wir ^^ = H; und haben noch 
eben diese Beziehungen zwischen H„ ^(, £;, s. Die in solcher Art be- 
stimmten Bereiche ^,- sind dann lauter konvexe Bezirke je mit einer end- 
lichen Anzahl von extremen Punkten. 

Bedeuten nun Sj, %, ■ ■ -, s^ irgendwelche )w Werte ^ 0, so wird 
jedesmal der Bezirk ^ = ^sM^ ganz im Bezirke 5ß = ^s.^, enthalten 
sein, femer den Punkt e = ^g^Cf als inwendigen Punkt besitzen und den 
Bezirk Jß + - y e ganz in sich aufnehmen; dieser letztere Bezirk 

geht durch eine gewisse Translation aus -,-^7^5ß hervor. Schreiben wir 
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Y{%, 5ßj, %) = W^^f, SO finden wir dadurch für das Volumen V von SÜ 
die Ungleichungen 

(128) 2^.«WiS:'^2(i^2''^,«VA fetJ-1,2,. ..,.»). 

Wir bestimmen ferner eine positive Größe B so groß, daß der 
Würfel 

I^I^ß. \y\<^, l^l^-ß 

alle Bereiche Sij, Sä? ■ ■ ■' ^m wollig in sich aufnimmt. Alsdann enthält 
dieser Würfel auch jeden Bezirk D^, und mit ßücksicht auf den Satz 
bei (125) haben wir daher stets die Abschätzung: 

(129) fT^inwäSÜ'. 

Jetzt denken wir uns noch auf irgendeine zweite Weise für jeden 
Bezirk fij einen inwendigen Punkt e,* ausgesucht und in bezug auf die 
nitmliche Größe £ jedesmal einen konvexen Bezirk ^^ mit einer endlichen 
Anzahl von extremen Punkten irgendwie derart bestimmt, daß £; in ^f 
enthalten ist und seinerseits den Bezirk - — ^j* -j- . , e,* = O/ ent- 
hält. Alsdann ist jedenfalls O^* in ^; enthalten und haben wir, wenn 
F(?ß/, 9ßj*, 9ß_;*) = W^nj geschrieben wird, nach (125) stets 

(130) ^^n,<^.^r 
Mit Benutzung von (129) erhalten wir daraus 

(131) w;* ^. - w^,^ < (d + B)^ - 1) a + e? SM', 

und hierin können wir noch W^/^j und ^^j miteinander vertauschen, 
so daß die rechts stehende obere Grenze überhaupt für den Betrag der 
Difi'erenz PT* — W^^j gilt. Daraus entnehmen wir, daß für ein nach 
Null abnehmendes e jeder Ausdruck V(Sß^, ^j, ^ß^) nach einer bestimmten 
Grenze konvergiert, die wir mit F(S^, fi'j, Sy) bezeichnen und das ge- 
mischte Volmmm der konvexen Bezirke Ä^, S^, S'^ nennen. Aus den Un- 
gleichungen (128) gewinnen wir alsdann, indem wir b nach Null abnehmen 
lassen, für das Volumen Y von St allgemein die Entwicklung: 

(132) V=^n^„ S„ S;)s„Vi (3,A,i= 1,2,. ,.,m). 

Wir stellen jetzt die sämtlichen Eigenschaften des Ausdrucks 
V(^^,$i,j,&g) in bezug auf drei beliebige konvexe Bezirke fijjfj.Stg zu- 
sammen, die aus den entsprechenden Sätzen in § 21 unmittelbar folgen* 

Der Wert von F(Sj, ßg, Sg) ist unabhängig von der Heihenfoige der 
drei Bezirke; er ändert sich nicht bei beliebigen Translationen dieser 
einzelnen Bezirke. 
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Ist der Bezirk Sg völlig enthalten in einem anderen konvexen Bezirk 
S3*, so gilt stets 

(133) F(Sj, Kg, Sg) <; 7(Si, Äs, Sg*). 

lu der Tat, wir können nach den ohen gemachten Ausführungen stets 
vier konvexe Bezirke Oj, D^, Qg, ^g*, einen jeden nur mit einer endliehen 
Anzahl von extremen Punkten, konstruieren, welche gewisse Annäherungen 
an ^1, Sg, tg, ^* rorstellen und zwar ao, daß D^ in Ä^, D.^ in f g, Öj in Sj 
und andererseits Sj* in ^g* enthalten ist und daß dabei die Differenzen 
Vi^„ ^,, ta) - r(Q„ £l„ Dg) und F(ti, Ä„ %*) - r(£l^, D,, ^*) dem 
Betrage na«h eine beliebig kleine positive Große nicht übersteigen. Da 
nun auch Qj in ^ßj* enthalten ist und daher na«h (125) sich 

7(£l„ Ds, %*) - 7(D„ Oa, O3) ^ 
erweist, liegt dann 7(Äj, ß^, tj*) — 7(Si, ta, Sj) über einer negativen 
Größe, deren Betrag wir beliebig klein einrichten können, d. h. diese 
letztere Differenz ist gleichfalls ^ 0. 

Wir erkennen nun leicht, daß F(^^, ®g, ^^) stets ^ und nur in 
den Fällen — ist, wenn 1. unter diesen drei Bezirken sich wenigstens 
ein Punkt oder 2. wenigstens zwei parallele Strecken ßnden oder 3. alle 
diese drei Bezirke ganz in drei parallelen Ebenen liegen. 

Weiter übertragen sich die Regeln (126) und (127) sofort auf be- 
liebige konvexe Bezirke. — 

Für eine Schar mit nur zwei Grundbezirken S, S' haben wir speziell 
die folgende Tatsache: 

Sind St und St' irgend zwei konvexe Bezirke, so ist das Volumen 
eines Bezirks äS + s'S', wobei s ^ 0, s' ^ sind, durch einen kubischen 
Ausdruck 

(134) Vas' + 3 V^s^s' + 3 V^ss'^ + V^s'^ 

dargestellt. Darin bedeutet F^ das Volumen von St, V^ das Volumen 
von S'. Wir werden uns nun weiterhin eingehend mit den Eigenschaften 
des Koeffizienten 3V^ — 3V(ß!, ^, St') beschäftigen; bei Vertauschung der 
Bollen von St und von ß' entsteht aus diesem Koeffizienten der Koeffizient 
3Fj von ss'^. 

In hezug auf SF^ bemerken wir die folgende wichtige Darstellung: 
Es bedeute ^ ein konvexes Polyeder (oder Polygon) mit i- ^ 3 
(oder v-=2) Seitenflächen 5i, 5äj ■ ■■? 3*- ^^ sei (_cc^,ß^,y^) die äußere 
Normale und F^ der Flächeuhalt von g^ für t = 1,2, ..,,1'. Femer sei 
ff' ein beliebiger konvexer Bezirk mit der Stützebenenfunktion ^' («,?), in). 
Alsdann gilt die Darstellung: 

(135) 3 r(% % S') = ^F^H'(a^, ß^, y^j (r = 1,2, , , ., v). 
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In der Tat, wir erhalten diese Bezieliung Boforfc aus cier Gleichung (124), 
wenn S' eiae endliche Anzahl von extremen Punkten besitzt. Insbesondere 
finden wir dadurch, indem wir für St' einen beliebigen einzelnen Punkt 
a', i', c' nehmen, den GleichuBgen (123) entsprechend, die drei Bedin- 
gungen: 

(136) ^a,F, = 0, ^ß,F^ = 0, ^y^F^-O (r = l,2,...,t/). 

Ist jedoch die Anzahl der extremen Punkte für Ä' unendlich, so sei e' 
mit den Koordinaten a', h', c' irgendein inwendiger Punkt in ß'. Als- 
dann können wir, wenn eine positive Größe £ irgendwie angenommen 
wird, stets einen konvexen Bezirk 5ß' nur mit einer endlichen Anzahl 
von extremen Punkten derart bestimmen, daß S' in 5ß' enthalten ist und 
selbst j-j^^' + f-jT-e' enthält. Infolgedessen ist die StUtzebenenfunktion 
von ^' für beliebige Argumente u,v,ic 

> E'{u, V, w) und ^ (l-F s)H'{u, v, w) - E(a'u + h'v + c'w). 
Nun können wir zur Berechnung von 3F(5ß, ^, ^') bereits die in (13ö) 
angewiesene Hegel verwenden, und durch diese letzten Ungleichungen 
sowie imter Verwendung der Relationen (136) erhalten wiTj da alle Fak- 
toren JF"^ > sind, 

In denselben Kwei Grenzen wie die Summe hier, befindet sich aber, nach 
(133) auch die Größe 3 F(^, ^, K'). Da nun diese Grenzen für ein nach 
NuU abnehmendes b einander beKebig nahe kommen, ist danach offenbar 
für 3 F(^, % S') genau die Formel (135) zutreffend. 

Diese Gleichung (135) benutzen wir noch zu einer weilieren Folgerung; 

Es bedeute §t einen konvexen Körper und es sei c^ der kleinste, Cj 
der größte Wert von z in ^, femer % ein beliebiger Wert > c^ und < c^. 
Die Ebene s = ^ schneidet aus S ein ebenes Oval heraus, das %(X) und 
dessen Flächeninhalt i^(£) heiße; endlich bedeute ^^ denjenigen Teil des 
Körpers, in welchem s ^ £, und ^^ denjenigen Teil von S, in dem z'^t, 
gilt; dabei sind SS^ und ffi^ wieder zwei konvexe Körper. Ist nun Ä' ein 
beliebiger konvexer Bezirk und Cd'(= — B"'{0, 0, —1)) der kleinste, 
Cj' (= H' (0, 0, 1)) der größte Wert von z in 9l', so haben wir stets die 
Gleichung: 

(137) 7(t(„ t„, r) + r(Äi, ^1, S') = V{§t, S, r) + y (c/ - Co')ii'(£). 

In der Tat, ist zunächst S ein Polyeder, so sind aueb Äq und §t^ 
Poljeder und ist 5(0 ^^ Polygon. Dabei besitzt Sq dieses Polygon als 
Seitenfläche mit der Normale (0, 0, 1) und Ä^ dieses Polygon als Seiten- 
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fiäche mit der Nonuale (0, 0, — 1), während alle übrigen Seitenflächen 
von Sg und Sj zusammengenommen genau die vollständigen Seitenfläclien 
von ^ hersteUen. Danach kommen wir nun sogleich zur Formel (137), 
wenn wir die drei darin genannten gemischten Volumiüa der Eegel (135) 
gemäß ausdrücken. — ■ Ist sodann S ein konvexer Körper, so brauchen 
wir nur einen inneren Punkt e des Ovals 5 CO ^^ seiner Ebene = t 
einzuführen, der dann zugleich ein innerer Punkt von S wird, und, wenn 
£ eine beliebige positive Größe ist, ein Polyeder ^ so zu bestimmen, daß 
S in ^ enthalten ist und selbst -r- r - ^ + TZrT' ^ enthält Bilden wir 
dann die zu (137) entsprechende Gleichung ebenfalls in bezug auf die 
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dargestellt, wo F^,^ den gemiscbten Fläebeninbalt von g^ und gj bi 



deutet. 

g S3. Der Schwerpunkt in einer Schar konvexer Körper. 

Wir betrachten jetzt den Schwerpunkt eines Körpers in einer Schar 
konvexer Körper ^ = ^5^^^ (i = 1, 2, . . ., m; S;^0). 

Es handle sich zunächst um eine Polyederschaj, Wir bezeichnen den 
Wert des Kaumintegrals jjjxdxdydz über den Bezirk Ä mit X. Wie 
am Schlüsse von § 20 ausgeführt ist, läßt sich S als eine homogene 
Punktion vierten Grades der m Parameter s,- darstellen. Wir schreiben 
(139) ^ = ^^kSkSghSjSi (^, Ä, j, Ä; = 1, 2, . . ., m), 

wobei wir die Koeffizienten mit nicht lauter gleichen Indizes derart defi- 
nieren, daß sie bei beliebigen Permutationen der vier Indizes sieh nicht 
ändern sollen. Um zu zeigen, wie diese Entwicklung des Integrals ^£ 
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sich auf Scharen mit völlig beliebigen Grundbezirken überträgt, haben 
wir mehrere Eigenschaften der Koeffizienten S^j^i abzuleiten. 

Es wird genügen, die Bildungsweise eines Koeffizienten mit lauter 
verschiedenen Indizes ins Auge zu fassen, (wozu wir uns m ^ 4 ein- 
gerichtet denken). Die Größe iE^gj wird sieh, nach den Gleichungen 
(101), (104) und. (109), folgendermaßen entwickeln: 

(140) 1,„. = -i- y "y(«(™f> + a(") + «(') -I- «)^<™?)iJ(™)(7W, 

worin für g, h, j, h nacheinander alle 24 verschiedenen Permutationen 
von 1, 2, 3, 4, einzusetzen sind und die Summation nach i, 0, p in der 
in § 20 erörterten Weise zu geschehen hat. Der Wert dieses Auedrucks 
3cj3g^ ist nach seiner Bedeutung als Enfcwicklungskoeffizient in i£ völlig 
unabhängig von den benutzten Hilfspunkten f^, f;''', 1/'°* und hängt auch 
nur von den vier Bezirken Sj, S^, Ä^, ^^ allein ab, falls die Zahl )»>4 
ist; wir bezeichnen diese Große auch in ausführlicherer Schreibweise mit 
S(Si, S„ %, ti). 

Die Stützebenenfunktion von U^ heiße H^{u, v, w). Um eine gewisse 
Ungleichung abzuleiten, verfügen wir zunächst über die Hilfspunkte 
fj, f/"*, t/*"l [i = 1, 2, 3, 4) in folgender besonderen Weise. Wir wählen 
jedesmal t; in S, selbst und zwar noch speziell in der Stützebene 
a; = .ff; (1, 0, 0) an S^, wo x den größten Wert in S; besitzt, femer 
nehmen wir stets f/'^' in ^^^ selbst und I/'"! in S/'^"! selbst an. Dann 
faRen alle Größen ^1*"^'', B/'"), C;W ^ aus, ferner wird das arithmetische 
Mittel von je drei Punkten (j/™^*, 1;'™', f/^' stets ebenfaUa noch ein Punkt 
in Sj sein und für die «-Koordinate dieses Punktes dadurch sich jedesmal 

- .ff; (- 1, 0, 0) ^ -^ («/'"?' -}- a/"l + a,M) ^ H, (1, 0, 0) 
herausstellen, und endlich haben wir noch aj = fl^(l, 0, 0). Mit Rück- 
sicht auf diese Umstände gewinnen wir aus (140) die Ungleichungen; 

{"1) T^-^.^^'O''''»^*—^ 

wobei für g nacheinander 1, 2, 3, 4 zu nehmen ist, für h, j, Tc jedesmal 
die drei von g verschiedenen der Indizes 1, 2, 3, 4 nach der Größe ge- 
ordnet zu setzen sind und F^^-j, das gemischte Volumen von Ä^, S^, Slj 
gemäß der Formel (108) bedeutet. 

Nehmen wir die Bezirke Sj, S^, S^ als identisch mit S^ an, so geht 
daraus spezieller 
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(142) B,(1,0, 0)Fji,^3e,ii, >-J-(-3^i(-l, 0, 0) + if^a, 0, 0)) F^^^ 

hervor; darin bedeutet dann F^ das Volumen von ^i- Ist mm F^i>0, 
also Ä'j ein konvexer Körper imd denken wir uns den Nullpunkt der 
Koordinaten mit dem Schwerpunkte dieses Körpers zusammenfallend, so 
haben wir ^„u - ""d finden 31fi(- 1, 0, 0)^_5i(l, 0, 0), Da wir 
für die Eichtung der a;- Achse eine ganz beliebige Richtung einführen 
können, so gilt, wenn der Schwerpunkt von Äj im Nullpunkte liegt, 
überhaupt allgemein für jedes Paar entgegengesetzter Richtungen 

(-«, ~ß,~r) ^i («, ß, ?)■■ 

(143) 2i3;(«,ft7)^-i-(J3,(«,ft7) + fl,(-«, -ft - y)). 

Die hier rechts stehende Größe bedeutet den halben gegenseitigen Abstand 
der zwei Stützebenen an St^ mit den Normalen {f.,ß,'y) und (— «, — j5, — y) 
und ist niemals kleiner als der Radius der größten überhaupt in S^ ent- 
haltenen Kugel, während das Minimum von M^ («, (3, y) gleich dem Radius 
der größten in itj enthaltenen Kugel mit dem Schwerpunkte von S^ als 
Mittelpunkt ist. Danach ist der letztere Radius mindestens halb so groß 
wie der an erster Stelle genannte Radius, eine bereits in § 9 ohne Be- 
weis angeführte Tatsache. 

Wii wollen jetzt die Abhängigkeit des Ausdrucks X(Si, ß^, Sg, S^) 
von emem einzelnen der botreffenden vier Bezirke, etwa von S^, ins Auge 
fassen Wir werden zeigen, daß wir aus dem Ausdrucke (140) die auf 
Ä^ bezuglichen Größen A^l"<!^ und J^^""^ eliminieren können, so daß wir 
darin nur noch die Größen C^ behalten, für welche wir 

(144) Ci'> «iftW - öi|3W - C^}^*! + H^{d% /3W, yW) 

haben, wenn %, h^, c^ die Koordinaten des Punktes 1^ sind. 

Zum Zwecke dieser Umformung von (140) unterwerfen wir die Hilfs- 
punkte fj, fjW, I/'"' (i -= 1, 2, 3, 4) zunächst wieder den beschränkenden 
Annahmen I. und IL aus § 21. Es sei also jedesmal f/') der Fußpunkfc 
des von f, auf die Ebene O/'''), t/""' der Fußpunkt des von f; auf die 
Gerade { S/*'^' } gefällten Lotes, und ferner sei f, = fj = E3 = i^ an- 
genommen, während die Koordinaten des einen Punktes f^ noch völlig 
beliebig bleiben. Nach (110) haben wir 

a(wf) _f_ (^(w) _!_ qW + a^ = K("e)J.(,™S') -i- 2ßl'")B<^'') + 3ßWGM + 4:a^. 
Indem wir diesen Ausdruck in (140) einfuhren and den Index 4 besonders 
hervorheben, können wir die Differenz 3£,j3^ — r- Vi^^a^ zunächst in fol- 
gender Weise darstellen: 
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(145) ^y^yil2K('''e>A'.p) + 2a<-''''>B(^") + 5a<'>C'-;i + 4:a;)Äf'/W^^'iCp 

wobei dann 5, /(, j alle 6 Permutaiionen von 1, 2, 3 zu durciilaufen 
haben und die Summatioa über t, 6, p in der bisherigen Weise zu 
nehmen ist. Der in der ersten Reibe eingeklammerte Ausdruck ist 
= Söf?"«"' + ß^'* + a^. Nach den Ausführungen in § 21 gehört mit jedem 
Indexisysteme t, e, p ein bestimmtes zweites System i, e', p' (0' 4= 0') zu- 
sammen, derart, daß dabei stets (s. (115)) 

und Kugleich a^'"?' — a^'''i'"> gilt. Indem wir die Glieder bei der ersten 
Summation ^ in (145) dementsprecLend paarweise zusammenfassen, er- 
kennen wir hieraus, daß wir in jenem ersten Aggregat, ohne seinen Wert 
zu ändern, die Indizes 4 und Ji miteinander Tertansehen dürfen. Der 
Ausdruck (14Ö) verwandelt sich dadurch in 

(146) ^ y 'y(3ftl™f)4™^i -1- 6ft(™)J?f™) + ÖttWCW + 8a„)^{;"fiSf'">Cf 



Hier ist der Faktor in der ersten Klammer = 3«^'"?' -|- 3a^™' + 2a^. 
Weiter gehört nach § 21 mit jedem Systeme r, ö, p ein bestimmtes 
zweites System t", ff", q", (t" + 1) zusammen, derart, daß dabei stets 
(s. (120)) 

und zugleich 4'"^' = af ""?">, af^") = a^'"""!, ^^'"f) — Af'^'O gilt. Danach 
können wir weiter in dem ersten Aggregate in (146), ohne seinen Wert 
zu ändern, die Indizes 4 und j miteinander vertauschen; der ganze Aus- 
druck (146) geht dadurch in 

(147) -^^,- V2(4K(™fU^™el + 8ß('«)B<*'')-fl2ßMC>'H12a^)Xi™e)B(™tCM 
über, und erlangen wir damit endUcb die Formel 

(148) I„„ - i F„, », + ^ 22"'*"" + "•"' + *' 4r«Bf 'CS", 
wo wieder g, h, j alle 6 Permutationen von 1, 2, 3 zu durchlaufen haben 
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Wir können nun den hier rechta stehenden Ausdruck auch bilden, 
ohne über die Hilfspunkte die beschräukenden Voraussetzungen I. und IL 
zu machen, und wir finden alsdann diesen Ausdruck stets von demselben 
Wert. In der Tat, denken wir uns jetzt die Hilfspunkte %, f/^', {/*"' 
wieder in der vollen Allgemeinheit wie früher angenommen. Führen wir 
aJistatt X, y, s neue orthogonale Koordinaten |, ij, %, auf irgendeine 
Weise derart ein, daß die positive g-Achse die Richtung (»W, ^'"^j yW) hat, 
so können wir das Fläehenintegral ^^^'i=ffxd'idii über das Gfehiet gW 
in der Stützebene {5<''} des Bezirks S, (ähnlich wie wir für X den 
Ausdruck (101) herstellten), in der Formel 

(149) -ew = 4-2'(«<™^' + «*'"' + »W)A<^<^e)B('"> f'^ =h'2,..., !ir]\ 

o,e \9 — > 

entwickeln. Vermöge der Gleichungen in (104) und (109) erweist sich 
dann dieser Wert 3£W als eine kubische Form in s,, Sg, ...,s^. Wir 
schreiben dieselbe 

(150) XM = 2 S';i j s/,s_, (g, h, j = 1, 2, , , , m), 

so daß S'']^ . bei einer Permutation der Indizes g, h, j sieh nicht ver- 
ändert. Alsdann haben wir inabesondere 

(151) ^<^l = j^^^ia'r^^ + <"> + <l)4^''S)_Bj«) /^ Z^'^''"' '^'') ' 

und kommt danach die Formel (148) auf die Entwicklung 

(152) s„,-^r,„a, + -\-^V;\C(p (r-l,a,...,v) 

hinaus. 

Jede Größe K'^'j hier ist nach ihiei Bedeutung ils Entwicklunge- 
koefflzient im Ausdrucke (150) von \'^ durchaus unabhingig von den 
benutzten Hilfspunkten. Nehmen wii letzt insbesondeie lur i = 1, 2, 3 
immer f/'l in g/'' selbst, I/'"* in S/""' selbst, «o sind in (1^1) die Größen 
J./"'?\ JS/'"' sämtlich ^ 0. Wir denken uns femei eme positive Größe R 
derart bestimmt, daß t^, Sj, Sg, S^ ganz im Würlel 

\x\<E, \y\^E, \0\£S 
enthalten sind; alsdann ist weiter jede Größe ö/'"?*, a/'"', fl/'' in (151) 
dem Betrage nach ^ It und finden wir daher 

(153) I S5'^3 i ^ Y -^ (-^1^' + -^1^' + -^^3^' ^i2s < 8 R'- 

Die Relation (152) benutzen wir, um die Veränderung abzusehätzen, 
welche der Wert X(^^, ß^, Äj, SJ bei einer Veränderung der Grundbezirke S( 
erfährt. Wir nehmen in jedem Bezirke B^ (i = 1, 2, 3, 4) einen in- 
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wendigen Piuikt e^ beliebig an, ferner sei s eine beliebige positive Größe 
und sodaun St^ jedesmal ein solcher konvexer Bezirk ebenfalls mit einer 
endlichen Anzahl von extremen Punkten, der ganz in ^^ enthalten ist und 
seinerseits ganz den Bereich 5-37- S^ + ■ . . e^ enthält. Wir denken uns 
nun eine Polyeder schar gebildet, welche sämtliche Bezirke S;,Äj*(/= 1,2,3,4) 
unter ihren Grundbezirken enthält, und können dann zur Berechnung von 
^{ti, Sa, ^3, S4) und andererseits von S(S,, S^, Sg, t/) die Regel (152) 
mit Bezug auf diese Schar verwenden, so daß also darin die Summation 
Über alle solchen Eiehtungen (k'"', /3M, y''') auszudehnen ist, welche als 
Normalen der Seitenflächen bei dieser weiteren Polyederschar auftreten. 
Legen wir nun den Punkt \ sowie den entsprechenden Hilfspunkt i^* 
für ^4* in den Punkt e^, so ist jede Größe Oj^M ^ und die zu C^W ent- 
sprechende Größe C/M für Ü^* jedesmal < C/> und ^^-L_C^W^ und 
finden wir sodann mit Hücksicht auf (lö2) und (153): 

(154) |;e(S'i, ^„ ^3, S^)-=e(^i, Sa, Sg, ^4*)!^ 

Von dieser Ungleichung aus kommen wir sogleich weiter zu der Be- 
ziehung: 

(155) lX(®i, ^„ ts, Si)-3e(Si*, V, ta* t/)| < j^-R*. 

Auf diese Abschätzung fußend können wir, ähnlich wie wir in § 22 
den Begriff des gemischten Volumens erweiterten, jetzt auch den Begiiff 
der Eildung i£(S^, ^^j ^31 ^J ^^^ beliebige konvexe Bezirke ausdehnen, 
die nicht bloß eine endliche Anzahl von extremen Punkten besitzen, und 
dabei übertragen sich dann die Ungleichungen (141) und (155) sofort 
auch auf beliebige konvexe Bezirke. Wir erhalten das Resultat, daß für 
jede beliebige Schar konvexer Bezirke ^ = ^s^Sj (j = 1, 2, ..., m; s^^O) 
das Raumintegral ^ ^fffxdxäyds Über Ä sich immer in der Form 

(156) 1=^1{^^, ^^, Sp SJViiV* (g,h,j,k = l,2,...,m) 
entwickeln läßt. 

IV. KapiteL 
Zweigliedrige Scharen. 

§ 24. DeOnition der Oberfläche eines konvexen Körpers. 

Bei einem konvexen Polyeder erklären wir als die Oberfläche des 
Polyedern die Summe der Flächeninhalte seiner einzelnen Seitenflächen. 

Wir bezeichnen wie schon früher mit @ die Kugel vom Radius 1 
mit dem Nullpunkte D als Mittelpunkt. Die Stützebenenfunktion dieser 
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Kugel ® ist für solche Argumente «, ß, y, welche der Bedingung 
a^ -{- ß^ -\- y" = 1 geniigen, konstant = 1. Vermöge der Formel (135) er- 
kennen wir daher: 

Die Oierfläche eines "konvexen Polyeders ^ ist stets gleicJi dem Drei- 
fachem, des gemischten Volumens wn % Sß, ®. 

Jetzt definieren wir allgemein die Oberfläche eines beliebigen kon- 
vexen Körpers S als das Dreifache des gemischten Volumens toh S, % ®, 
also ihre Größe D durch die Gleichung 

(157) 0^3F(S, t, ®). 

Aus dem Satze in (133) entnehmen wir dann insbesondere die 
Folgerung: 

Ist ein konvexer Krp ®^az enm nde en konvexen h.o pe ü 
enthalten, o t 1 e Ol erfl he o H gew ß a en als kle ue al de 

Oberfläche C von Ä* V. we de ogle h 1 n § ^b nnl § 97) sehen 
daß dabei sog r mmer D < C* g It als-o n emal D gle ch E se n ka u 

Änaloj^ V e w r h er f u j den konvexen Korj e e ne best mmte 
„Oberfläche e nfuhren dehn eren w r f jedes ebene Oval % e uen be 
stimmten TJ fa g von g als 7 s DopieUe deb /e- sc/i-^ Flacle laJls 
von % und t e K e t de B d i^ \ ier Ehe e vot % 

Bedeutet S e nen best mmte konvexen Ko per t e nen b 1 eb gen 
positiven Pa ameter so st das Volumen des konvexen Ivorje ft + i© 
gemäß (1341 lu h nen Ausdru k 

(158) I -^ 3T /+ T ( + T ^ 

darzusteUön; dann bezeichnet nun Tg das \olumen, 3Ij die Obeiflaehe 
von S, weiter V^ das gemischte Volumen F(^, ©, @) und endlich Fj 
das Volumen von ®, also die Eonstante -—- Fassen wir die Begrenzung 
von SJ + (<S näher ins Auge. Nach dem allgemeinen Satze in § 18 läßt 
jeder Punkt a, der Begrenzung des Körpers S -(- ;@ eine Darstellung 
q = p -[- ig zu, so daß p ein Punkt von S und g ein Punkt von © ist, 
und zwar muß dann notwendig p der Begrenzung von S und g der Be- 
grenzung von @ angehören und müssen zudem zwei Stützebenen mit der 
nämlichen äußeren Normalen durch i) an ® und durch g an © gehen. 
Da nun durch jeden Punkt g der Begrenzung der Kugel ® stets nur 
eine einzige Stützebene an (ä, nämlich die Tangentialebene durch g an 
® existiert, so steüt danach die Begrenzung von ^ + ^© offenbar nichts 
anderes vor als die zur Begrenzung von S im konstanten Normalabstande t 
nach dem Äußeren von S hin konstruierte ParalUlfläche. 

Auf diese Bemerkung gestützt können wir das Zustandekommen der 
Formel (158) auf einem direkten Wege einsehen im Falle, daß $t speziell 
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eine endliche Anaaiil von extremen Punkten aufweist. Alsdann können 
wir nämlich den ganzen Körper ^ + (@ aus dem Polyeder S ab Kern 
unter Hinzufügung einer endlichen Anzahl einfach konstruierter und unter- 
einander völlig getrennt liegender Zusatzstiicke aufhauen. 

Wir wollen die Seitenflächen, Kanten, Ecken des Polyeders $t wie in 
§ 19 hezeichnen. Um das Polyeder Ä zum Körper S + i@ auszugestalten, 
haben wir erstens auf jede Seitenfläche 5*"' von Ä als Grundfläche nach 
dem Äußeren von U hin ein senkrechtes Prisma mit einer Höhe von der 
Länge t aufzuhauen, also vom Volumen tF^% imter i*''"' den Flächeninhalt 
von gW verstanden. Das Prisma über gW besitzt über jeder Kante S*^"' 
von 5'*' öi'i^ Seitenfläche in Form eines Rechtecks mit der Baals S*'"'* 
und einer Höhe = t. 

Ai mei 1 el ebi_,en Kante 2*'°* von fi stoßen nunmehr immei zw i 
deraitge en^nlei kDn^ruente rechteckige Seitenflächen von zwei jei ei 
Prismen zusamrae , des ubci '5 und des über 5^' wenn ßl =Ö 
wie 11 § 19 gedacht ist alsdann haben wir z Detiaib jed smal an der 
Kaite S,' " ala Achse denjen gen Z/l nlerx tsschmtt zi konstruieien dei 
lurcb u 1 1 A ßereu v i SJ eifolgende Eotat on des einen Rechtecks 
im die ^en e nsame Gi ndh le 2 1 is z im Zusan menf Een mit dem 
anderen Re hteck pnt^tebt Ist i* die Linge von 2 und x^ "J dei 
Winkel den 1 e außeien Xonnalen der be den Seitenflachen % inl g 
mite mal der billen &o ist ^t^z '-^* das\olimpn des auf solche We se 
beschriebenen Koipers Diesei Zylin lerauswl nitt an 2'*° besitzt an jeler 
Ecke p e' voi 2< " eit e Giunlflache m Foim nes Sektois ais e nei 
Kieisfla he vom Ead is t 

An e nei bei ebigen Ecke p " ' \on fl st Ben nunmehr immer genau 
10 viele deiiitige Kiessektoren zi..ammen als Kanten v n ihr ii laifei 
Alsdinn haben wii drftr s jede mal an dei Ecke p' "' vdii Ä denjenigen 
Seltoi dei Kigel mit p'^"?) als Mittelpunkt vom Ridius t zu koustruiereu, 
welcher mit dem Normalensektoi die er Ecke von Ä homotheti&ch ist 
liesei Kugelsektor erhalt jene Kreis&ektoren als begienzen !e Se tenfla heu 
Das \clumen dieses Kiaelsekto s st -r^'';t '"' tvenn wii n it — x''"*' 
das Volumen des Normalensekfcors der Ecke pl'^"?' von S bezeichnen. 

Das Polyeder S nun, die hier errichteten Prismen auf den Seiten- 
flächen j5'^'j die Zylmdei ausschnitte an den Kanten 2''"', die Kugelsektoren 
an den Ecken p'" von *lt stellen lauter solche Bereiche vor, die unter- 
einander in ihren inneien Punkten durchweg verschieden sind, und durch 
ihre Vereinigung ergeben sie genau den ganzen Körper Ä -\- 1&. Das 
Volumen von SS -f- i @ erhält danach den Ausdruck 
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(169) n + t^P-t + ^i'^ji'-'L"" + lf^r"<\ 

wo die drei Summen beziehungsweise über alle verschiedenen Flächen, 
Kanten, Ecken des Polyeders S zu erstrecken sind. Durch Vergleichung 
mit (158) entsteht danach wieder 5V^~ ^F'-^''; weiter gewinnen wir, 
indem wir noch dem TJmatande Reohnung tragen, daß jede Kante 2'"" 
zwei Seitenflächen j^'"' angehört, für 3F^ die Darstellung 

(160) 37a = -^2 "^Z'^"'-^""' (^-^l-S,...,!-; 6= 1,2,..., (fr). 

Den hier entwickelten Ausdruck für das Volumen des Raumes 
zwischen einer polyedrischen F^che und einer ParaUelfläehe zu ihr hat 
Steiner*) aufgestellt. Nach der Benennung von Steiner würde QV^ als 
die „Sumroe der Kanten krümmung" toh @ anzusprechen sein. Wir 
können passender, wie an einer späteren Stelle ausgeführt werden boU, 
den Wert — ^ als den mitUeren Krümmungsradius von Ä oder, wie 
wir sogleich näher erklären werden, als den mittleren Stütseibenenahstand 
von S bezeichnen. 



§ 26. Der mittlere Stlilzebeiienahstand eines konvexen Körpers. 

Wir woUen uns jetzt zunächst mit der Bildung Fj -= F(Ä, ®, ®) in 
bezug auf einen beliebigen konvexen Bezirk S beschäftigen und den Wert 
dieser Größe durch die Stützebenenfunktion von S darzustellen suchen. 

Zu dem Zwecke haben wir einige Bemerkungen über die Annäherung 
der Kugel ® (x^ + »/^ + «^ ^ 1) durch Polyeder vorauszuschicken. Es 
bedeute ® die Begrenzung von @, also die Kugelfiäche x^ + y^ + s^ == 1. 
Unter der Winkeldistans! zweier Punkte t und t* auf ® wollen wir den 
Winkel (^ und ^ ir) der zwei Richtungen von nach t und von 
nach t* verstehen, Ist t ein fester Punkt auf ® und 0- irgendein 
Wert >0 und < st, so bildet der Bereich aRer Punkte auf S, die eine 
Winkeldistanz ^-9' von t haben, eine Kalotte von ®, die wir mit @(t, *) 
bezeichnen, und die sämtlichen Radien von nach den Punkten dieser 
Kalotte bilden einen Sektor, den wir ®(t, ■&) nennen. Das Volumen 
dieses Sektors ist — (1 — cosO'). Für einen Wert -9' < -g" ist dieser 
Sektor stets ein konveser Körper mit als Eckpunkt, für •9' = — eine 
Halbkugel von ®, 

■*) Steiner, Über parallele Fläcteii, Monatsberichte doi* Berliner Akaderale, 
1840, S. 1X4—118. (Werke, Bd, II, S. 173—176.) 

Minkowski, Gsaiminelte ÄthBnälungen. II. 14 
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Bedeutet 2& einen beliebigen positiven Wert, deo wir < — annehmen, 
Bo können wir auf ® eine endliche Anzahl von Punkten t,, tj, ...,t,, 
derart bestimmen, daß alsdann jeder beliebige Punkt t der Fläche IS stets 
von wenigstens einem dieser v Punkte eine Winkeldistanz ^ 2& besitzt 
oder, wie wir dafür kurz sagen wollen, daß ganz @ von ti,t2,..., t, 
Winkeldistanzen < 2d' hat. Diese Forderung ist offenbar gleichbedeutend 
damit, daß die Kalotten ©(t^, 2*), ©(t^, 2*}, . . ., ®(t„, 2*) zusammen 
die ganze Fläche ® überdecken sollen. 

Eine spezielle Methode zur Ermittlung einer solchen Punktreihe 
*ii ^i ■ ■ ■? ^r ^^^ ® ^^^ ^^ folgende. Wir wählen den ersten Punkt tj 
beliebig auf @, dann den zweiten Punkt t^ auf 15 außerhalb der Kalotte 
®(ti, 2*), dann t^ auf ® außerhalb der Kalotten ®(i^, 2») und (g(tä, 20) usf. 
Haben wir in solcher Art bereits gewisse Punkte t^, fg, . . ., i^_^ auf 15 
angenommen, so wählen wir, wenn die k — 1 Kalotten ©(t,, 2&), 
S(tä, 2*), . . ., (5(t^_i, 2&) noch nicht die ganze Fläche @ überdecken, 
weiter t^ als einen beliebigen Punkt auf ® außerhalb jeder dieser x— 1 
Kalotten, also derart, daß alle Winkel 

tiOt,,, t^Dt,, .,.,t^_^üi^>2» 
sind. Die Reihe der Punkte t^, tg, . . . laßt sich diesen Forderungen gemäß 
jedenfalls nicht unbegrenzt fortsetzen. Denn sind wu- auf dem angegebenen 
Wege noch za t^ gelangt und betrachten wir nun die Kalotten @(ti, *), 
@(t2, ■&),..., ®(t^, &) zu der halb so großen Wiukeldisfainz &, so haben 
offenbar irgend zwei dieser letzteren Kalotten niemals einen Pnnkt mit- 
einander gemein und stoßen daher die dazugehörigen Sektoren ®(tj, &), 
©{tj, S-), . . -, @(t,,, Q) untereinander nur in dem Punkte zusammen. 
Diese Sektoren stellen also lauter getrennte Teile der Kugel @ vor und 
muß daher die Summe ihrer Volumina kleiner als das Volumen der 
ganzen Kugel © gein, d. h. wir haben 

(161) ^»(l-oo>»)<^ 

und besteht mithin eine obere Grenze für die Zahl x. 

Nach dem angegebenen Prinzipe fortschreitend, müssen wir daher 
sehließUch eine Reihe von Pimkten t^, f^, . • -, t^ auf (5 erlangen derart, 
daß aUe Winkel 

t,Dt^>2ö' {t<z; i,-^^\,2,...,v) 

sind, daß aber nunmehr für jeden beliebigen Punkt t auf ® stets wenig- 
stens einer von den v Winkeln totj, totj, , . ., tot, sich ^2& erweist, 
oder also, daß in der Tat die Kalotten ©(t^, 2-^), @(ta, 2*), . . ., (g{t„ 2*) 
die ganze Kugelfläche @ überdecken. Dabei wird noch (161) mit x = v 
gelten, andererseits aber erfüllen nun die Sektoren @(tj, 2^), ©(fa? 29-), . . ., 
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®(tj, 29') die ganze Kugel @ uad wird daber gleichzeitig 
(162) ^^(i_cob29)^^ 

statthaben. Da wir 2# < -g- angenommen haben, können dabei t^, tj,. --j^v 
nicht sämtlieh in einer Ebene durch o gelegen sein. 

Denken wir uns jetzt eine endliehe Reihe von Punkten tj, t^, . . ., t^ 
auf ® irgendwie derart gewählt, daß ganz IS von ihr WinteldiBtanzeu 
^ 2-& hat. Es seien a^, ß^, y^ die Koordinaten von t^ (x ■= 1, 2, . . ,, v). 
Wir bezeichnen mit \%.,\ die Tangentialebene an ® durch t^, d. i. die 
Stützebene an % mit der Bedingung 

««^ + ^.y + r.«^i; 

es sei sodann © der Bereich, der alle diese v Ungleichungen für x—l,2,...,v 
erfüllt. Dieser Bereich © enthält die Kugel ® ganz in sieh. Anderer- 
seits ist für jeden beliebigen von o verschiedenen Punkt p{x, y, z) stets 
wenigstens einer der v Winkel l)Dt^^2'9', somit die zugehörige Große 

«.^3: + ßnV + r^^ ^ cos 2a-ySM^"/~+^, 

und befindet sich danach ® ganz in der Kugel ■ — ^ ® mit o als Mittel- 
punkt vom Radius ^— ^i i^^ ßlso ganz im Endlichen gelegen und stellt 
demnach ein konvexes Polyeder mit den v extremen Stutzebenen |S„) 
vor. Wir bezeichnen mit %^ die Seitenfläche von @ in der Ebene {I„), 
mit T^ den Flächeninhalt dieser Seitenfläche. Die Pyramide o%^ mit B 
als Spitze und %^ als Basis hat mit der Kugelfläche lä eine gewisse 
Partie U^ gemein, die aus allen den Punkten «, j3, y auf (£ besteht, für 
welche a^a + ß^ß + y^y dem Betrage nach nicht kleiner ist als irgendeiner 
der V — 1 anderen Ausdrucke «,« + ßß -\- y,y (t 4= »<); für welche also 
die Winkeldistanz von i^ nicht größer ist als die Winkeldiatanz von 
irgendeinem der v — 1 anderen Punkte t, (t + x). Mit © hat sodann 
0^^ ein Gebiet ®^ gemein, das aus aRen Radien von o nach den Punkten 
von ©j. besteht. Das Volumen dieser Kugelpyramide ®^, die einen kon- 
vexen Körper vorstellt, setzen wir = -^-0^ ^^^^ nennen alsdann 0^ die 
Oberfläche von ®^. Da @y jedenfalls ganz in dem Sektor ®(t^, 2-9') ent- 
halten ist, wird 

YC),^-^(l-eos2S-) 
sein. 

Die V Pyramiden 0%^ {y. = 1, 2, . . ,, v) setzen das ganze Polyeder © 
und dementsprechend die v Kugelpyramiden @^ die ganze Kugel ® zu- 
sammen; danach gilt 
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(163) |(Di + Oä + ■ ■ ■ + C,) = -~ 

Da 0%^ den Bereioh ©^ enthält und selbst ganz iu — fä-®" ^^^^^^^^ ist, 
haben wir 

Jetzt bedeute H(a, ß, y) irgendeine E^unktion, welche für alle Punkte 
ß, ß, y auf ® definiert und auf © stetig ist. Zu einer beliebig an- 
genommenen positiven Größe e können wir dann stets einen Winkel 
2&(<-^J derart bestimmen, daß für je zwei Punkte a, ß, y und a*, ß*, y* 
auf @, deren Winkeldistanz ^ 2& ist, immer 

(165) jB(«« /J*,r*)--H"(«, Arfiä» 

wird. Wir ermitteln hierauf irgendeine Punktreibe t^, t^, . . ., t, auf @, 
von der ganz ® Winkeldistanzeii ^ 2& hat, und stellen für sie den 
Ausdruck 

(166) 5e-n2-^(«.. C.'fJD. (--1,2,...,.) 
her, indem wir dabei die Zeichen k^, ß^, y^^, 0^, wie oben erklärt, ver- 
wenden. Ist nun tj*, tg*, - . ., ti? irgendeine zweite Punktreihe auf IS, von 
der ebenfalls ganz lä Winkeldistanzen ^2%' hat, so entsteht durch Ver- 
einigung sämtlicher verschiedener Punkte aus den beiden Reihen stets 
wieder eine Punktreihe auf ® von deniselben Charakter. Daraus ent- 
nehmen wir leicht mit Rücksieht auf (165) und (163), daß der zu (166) 
entsprechende Ausdruck für die zweite Punktreihe von dem Aus- 
drucke (166) selbst subtrahiert eine Differenz ergibt, deren Betrag jeden- 
falls ^2£ ist. Danach konvergiert der Ausdruck His,, wenn wir den 
Winkel # nach Null abnehmen lassen, nach einer bestimmten Grenze, die 
wir Sgj schreiben. Diese Grenze nennen wir das Oberfläelienintegral 
j- j S{a, ß, y)de} über die Kugelfläche ® oder auch den Mittelwert der 
Fmhkäon Rite, ß, y) für alle möglichen Bichtungen a, ß, y, wobei wir in 
Betracht ziehen, daß für S(^cc, ß, y) •^1 auch He konstant = 1 ist. Von 
dem Faktor dm sprechen wir als dem Flächenelement von )S an der Stelle 
u, ß, y. 

Es bedeute jetzt ü einen beliebigen konvexen Bezirk und S{u, v, w) 
dessen Stützebenenfunktion; femer sei H das Maximum von H(a, ß, y) 
für die Punkte n, ß, y auf ®. Für je zwei Punkte «*, ß*, y* und a, ß, y 
auf S mit einer Winkeldistanz ^ 23- ist die geradhnige Distanz ^ Ssinö- 
und folgt daher (vgl. die Formel (2) in § 3) stets 

(167) ]H(a-->',ß*,y*)-B:{ci,ß,y)\£2Iism&. 
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Die Punktion H{a, ß, y) ist also auf (S stetig. Den Mittelwert H^ Ton 
H(a, ß, y) für alle mogliehen Richtungen «, ß, y bezeiclmeii wir als den 
mitäerett Stutgelinenabstand des konvexen Bezirks ^. 

Denken wir uns jetzt zu emem Winkel 2 S- < -g- irgendwie eine Punkt- 
reihe t,, tj, , t^ auf ® konstiuieit, von der ganz @ Winteldistanzen ^ 2^ 
hat und dazu wie oben di£. Polyeder © gebildet; dabei enthält © die 

Kugel @ und i«t selbst g\nz m ö^® enthalten. Nach dem Satze 

in (133) haben wir demzufolge 

(168) F(S, @, ®) ^ V{% ©, @) ^ ---^ V(ß, @, ©). 

Stellen wir nun T(©, ©, S) gemäß der Forme! (135) dar und ziehen die 
Ungleichungen (164) heran, so erhalten wir unter Verwendung der Ab- 
kürzung (166) : 

(169) ¥ -^s £ F(@, ©, t) < g^^^ -ÖS . 

Die beiden Formeln (168) und (169) zusammen führen dazu, daß für den 
Betrag der Differenz F(S, @, ®) ^ — w- H® eine obere Grenze besteht, 
deren Größe nach Null konvergiert, wenn wir & nach Null abnehmen 
lassen. Da mm diese Differenz von d- gar nicht abhängt, kommen wir 
damit zu dem Satze: 

Für einen konvexen Bezirk S? ist F^ = F(S, ©, ®) gleich dem 
— - fachen des mittleren Stützebeuenabstands von S, also 

(170) j|F,-iJiJ-(«, ftr)«;»- 

Vermöge dieser Darstellung erkennen wir insbesondere, daß, wenn ein 
konvexer Bezirk ^ ganz in einem anderen konvexen Bezirk S* enthalten 
ist, stets 

(171) F(S, @, @) < F(S* @, @) 
gilt. 

Nehmen wir für S in (170) beispielsweise eine Strecke 3)(, von der 
Länge 1, die einen Durehmesser von -^ @ bildet, also zwei Punkte 

-yß„, -yl^o, -4^0 "'^^ 4"'''" T^O! 4^0 *^^ T® verbindet, so 
besteht der Körper 2^o + *® a«s dem geraden Kreiszyhnder, dessen Achse 
©0 ist und dessen Grundflächen Kreisflächen vom Radius t sind und zwei 
auf diesen Grundflächen aufgesetzten Halbkugeln, Das Volumen dieses 
Körpers ist iri* + -^ ^^ also für ihn 3 F^ — jr, andererseits haben wir 

hier -ff(K, ß, y) = "5" i ßt^o + ßßo + 3'3'i) I ^^^ entsteht demnach 

("2) |-ii/l««. + /'A + )'r.l'i»- 
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Da @ den Nullpunkt als Mittelpunkt hat, besitzt derjenige konvexe 
Bezirk ^<->, der zu einem gegebenen konTexen Bezirk S in bezug auf den 
Nullpunkt symmetrisch ist, die gleiche Inyariante F^wieS. Vei-waudeln 
wir in (170) a, ß, y und — tx, — ß, — y und addieren die entstehende 
Formel zu (170), so erhalten wir 

(173) ^ V, = ^f{H(u, ß, r) + H{-a,- ß,-y))da,. 

Die Summe Jf(ß, ß, y) + H(— cc, ~ ß, — y) hierin bedeutet den 
gegenseitigen Abstand der zwei parallelen Stützebenen an £ mit den 
äußeren Normalen k, ß, y und — (i, — ß, — y, die Breite von ü in der 
Richtung (k, ß, y) . Denken wir uns jetzt den Bezirk ^ als Körper, also 
alle seine Breiten > . Sind (j und q zwei Punkte von ^ in den Stütz- 
ebenen an S mit den Normalen a, ß, y und -— a, — ß , — y, so ist die 
Länge der sie verbindenden Strecke pq mindestens so groß wie die Breite 
von Ä in der Richtung und gilt daher mit Rücksicht auf das Resultat 
hei (172) und auf (126): 



- ^(pq, (B,&)> |(-Ef («, ß, y) + H{- cc,~ß,- y)) . 
diese Strecke pc\ ganz in Ä enthalt 

^r(S, ®, ®)>^F(^q, @, ®), 



Andererseits ist diese Strecke pq ganz in Ä enthalten und haben wir 
daher gemäß (171) 



so daß stets 

(174) ^ V,>^(H(a, ß, y) -f- R{- «, - ^, - 7)) 

sein wird. Denken wir uns den Nullpunkt der Koordinaten mit dem 
Schwerpunkte von ß zusammenfallend, so gilt nach (143) immer 

sc-., -(i, -rtä|jr(«,C,r) 

und daher 

(llö) ^7,>iB(«, ft7)- 

Insbesondere wird danach das Maximum von H(a., ß, y), d. i. der Radius 
B der kleinsten, den Körper ^ ganz enthaltenden Kugel mit dem Schwer- 
punkte von ^ als Mittelpunkt stets < 7— Fj sein. Ist ^ speziell ein Kör- 
per mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt, so besteht allgemein 

B{-ci,-ß,-r)-H{„,ß,r) 

und ist daher 

Andererseits ist aus (173) unmittelbar ersichtUch, daß die größte vor- 
handene Breite von S sicher ^ g- F^ ist und hier nur das Gleiehheits- 
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zeichen statthat, wenn alle Breiten von S untereinander gleich sind, und 
aus (170) folgt, daß gewiß B^j-V^ ist und hier das Gleichheitszeichen 
nur gilt, wenn S eine Kugel vorstellt, 

% 26. Die Oberfläche eines konTexen Körpers als das Vierfache 
des arithmetischen Mittels seiner Projektionen. 

Es sei §! ein konvexer Körper mit der Stützehenenfunktion Ii(u, v, w). 
Für jeden Punkt ic, y, s aus ^ genügen die Werte x, y den Bedingungen 
(176) ux + vy£ Hill, V, 0) 

für alle möglichen Wertsysteme u, v. Umgekehrt, ist a, h ein spezielles 
System, wofür stets H(m, d, 0) — «m — öjj ^ ausfällt, so läßt sieh, nach 
den Ausführungen in § 10 immer eine Konstante c derart bestimmen, daß 
auch H{u, V, w) — au — iv — cw^O für beliebige Werte ii, v, w gilt, 
und alsdann ist der Punkt mit den Koordinaten a, 6, c ein Punkt aus Ä. 
Den durch die sämtlichen Ungleichungen (176) definierten Bereich fj in 
der xy-Eheae, ein gewisses Oval in dieser Ebene, bezeichnen wir danach 
als die (orthogonale) Projelction des Körpers S auf die a;)/-Ebene. Wir 
wollen jetzt den Flächeninhalt F dieses Ovals % als ein gemischtes Vo- 
lumen darstellen. 

Es bedeute S die Strecke von der Länge 1, die vom Punkte 0, 0, — — 
nach dem Punkte 0, 0, — führt und betrachten wir den Körper §t + iß, 
wobei wir uns den Parameter t > -H(0, 0, 1) + -ff(0| 0? ~ 1) = ^o denken. 
Für jeden Punkt a,b, dabist- if (0, 0,-1) ^c£H(p, 0, 1). Während 
a, b, c den Körper S beschreibt, wird der Körper ^ + iß von der Gfe- 
samtheit aller daraus abzuleitenden Punkte a, 6, z erzeugt, für welche 
— ö"^'^~"''^"ö" gi^t- Dabei verbleibt nun bei jedem beliebigen Systeme 
ö, b aus % die Koordinate s stets in den Grenzen 

■^l^ H{0, 0, - 1) ^ s < i + ff(0, 0, 1), 

und andererseits wird, zufolge unserer Voraussetzung über t, dabei s jedes- 
mal zum mindesten alle Werte des Intervalls 

-| + JJ(0, 0, 1) < « ^ 1 - H(0, 0, - 1) 

annehmen. Damit haben wir hier zwei gerade Zylinder mit ^J als Quer- 
schnitt und Höhen =t ±t(, erlangt, von denen der erste den Körper 
S -{- iß enthält, der zweite ganz in diesem Körper enthalten ist und finden 
wir danach das Volumen von K -|- ifß einerseits < (^ + ^o)-^j andererseits 
^ (i — ^u) F. Stellen wir dieses E-esultat mit dem Ausdrucke zusammen, 
der für dieses Volumen gemäß (134) besteht, und lassen wir t über jede 
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Grenze hinauswaehseii, so erkennen wir, daß F(E, ©, S) = 0, 37(S,ß,K)=0, 
3 F(t, S, e) = ^ ist. 

In ganz analoger Weise können wir die (orthogonale) Projektion des 
Körpers fi! auf eine Ebene ccx + ßy + ys = mit einer beliebigen Rich- 
tung (ß, ß, y) als Nonnale definieren. Wir brauchen nur eine ortho- 
gonale Koordinatentransformation heranzuziehen, wobei die neue dritte 
Achse in jene Richtung (a, ß, y) fäUt. Die betreffende Projektion, die 
ein Oval in jener Ebene wird, nennen wir ^(a, ß, y) und ihren Flächen- 
inhalt F{a, ß, y); wir finden alsdann, wenn r den Punkt mit den Ko- 
ordinaten «, ß, y und (or) die Strecke von o nach t bedeutet, jedesmal 

(177) 3 V(St, S, (or)) = #(«, ß, f) ■ 

Wir definieren nun eine Funktion F(u, v, w) für alle mögliehen 
reellen Werte von M, v, w, indem wir, wenn i>0 ist, allgemein 

(178) F{tK, tß, ty) = tF{a, ß, y) 

festsetzen und zudem noch 7^(0, 0, 0) = nehmen. Bedeutet j den Punkt 
mit den Koordinaten m, o, w nnd (oj) die Strecke von nach |, bzw. 
wenn f mit o identisch ist, diesen Punkt allein, so haben wir alsdann stets 

(179) 3 V{^, 9i, (Df)) = F{u, V, w) . 

Auf Grund dieser Formel können wir jetzt allgemein die Ungleichung 

(180) F(ii„ v„ u,\) + F(u^, Ws, Ws) > F{u^ + %, v^ + v„ w, + u!,) 
erweisen. In der Tat, es seien f^, f^, ( die Punkte mit den Koordinaten 
Mj, v^, tc^; «a, Vg, Wj und Mj -|- Mj, ii^ +iig, w^-^ tVjj. Der im Sinne von 
I 17 aus (ofi) und (ofj) durch Addition hervorgehende Bereicb bedeutet 
dann das Parallelogramm mit den Ecken o, j^, |g, f und enthält daher 
jedenfalls den Bereich (of) ganz in sich; nach (133) ist deshalb 

3r(t, B, (oy + (oy) ^ 3F(ff, S, (0!)), 
während die linke Seite hier eich nach (127) 

= Sr(ß, S, (Dfi)) -F 3F(S, S, (ofs)) 
ergibt. Diese Umstände in Verbindung mit (179) führen sofort zur Un- 
gleichung (180). 

Ferner gilt, da aligemein je zwei Projektionen ^{—cc, — ß, — y) und 
% (a, ß, y) identisch sind, immer F(— ?(, —v,—w)^ F{u, v, w) . 

Nach ihren hier entwickelten Eigenschaften stellt nun F(u, v, w) die 
Stützebene nfunktion eines gewissen konvexen Körpers ö mit dem Null- 
punkte als Mittelpunkt dar, den wir den Körper der FrojeMionen von S 
nennen wollen. Ersetzen wir K durch t^, wobei i > ist, so geht £ 
in (*S über; unterwerfen wir S einer Translation, so bleibt S unver- 
ändert. Wir werden jetzt zeigen, daß die Oberfläche des Körpers S£' 
gleich dem Vierfacben des mittleren Stützebenenabstandes von £ ist. 
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Betrachten wir zunächst dea Fall, daß ffi ein Polyeder ist; es besitze 
S. dabei v Seitenflächen ^^(r ^ 1, 2, . . ., v) und es sei (a^, ß^, y^) die 
äußere Normale und F^ der Fläcbeninhalt von %^. Die Oberfläche von 
§: wird definiert durch 

(181) = 3 v{^, t, @) = J'i + J^a + ■ ■ ■ + j; . 

Passen wir die orthogünale Projektion von St auf irgendeine Ebene 
ax '{' ßy -\- y^ — ms Auge, so trlÖ't eine auf dieser Ebene senkrechte 
Gerade durch einen beliebigen inwendigen Punkt dieser Projektion ^{ec,ß,y) 
die Begrenzung von St in zwei Punkten, einmal in einem Punkte einer 
solchen Seitenfläche ^u für die aa^ + ßß^-{- yy^>0 ansfäRt, und dann 
in einem Punkte einer solchen Seitenfläche 5ii ^^^ "ü^ "^^^ entsprechende 
Ausdruck < ausfällt, und infolgedessen ergibt sich der doppelte Flächen- 
inhalt jener Projektion 

(182) i'P('',ß,r)-2l<"', + ßß. + rr.\F, (,-1,2,...,.,). 

Mit Benutzung von (172) finden wir daraus den mittleren Stützebeneu- 
abstand des Körpers S: 

l,fF(«, ß, y)d«-^2F,-{-D, 

also die Relation 

(183) ^ F(S, @, @) = -5- 7(ß, ß, @). 

Diese Beziehung können wir jetzt leicht auf einen beliebigen kon- 
vexen Körper Ä ausdehnen, indem wir folgende Bemerkung verwenden: 
Es seien ^, ^* zwei konvexe Körper, S, ß* die Körper der Projektionen 
von S, bzw. von St* und S, H*, F, F* die Stützebenenfunktionen von 
^, ®*, S, ß*. Ist der Körper St ganz im Körper Ä* enthalten, so leuchtet 
ein, daß auch die Projektion von S auf irgendeine Ebene «x + ^)/ + J'^ = 
stets ganz in der Projektion von S* auf diese Ebene enthalten sein und 
infolgedessen stets F{a, ß, y)^F*(fx, ß, y) und mithin auch 2 in £* 
enthalten sein wird. Wir können noch hinzufügen, daß, wenn dabei SS 
und K* verschieden sind, auch ö und ö* nicht identisch sein können. 
Denn es laßt sieh dann gewiß eine solche Bichtung (k,,, ß^, y^) angeben, 
für die H(c!^, ft, y^) < S*(<Xo, ß„, n) ist. Wählen wir nun für (k, ß, y) 
irgendeine zu (k^, ß^,, y^) orthogonale Richtung, so erweisen sich die ortho- 
gonalen Projektionen ¥on 9i und von ^* auf die Ebene c',x-\-ßy-\rys = Q 
in dieser als zwei Ovale mit verschiedenen Stützgeraden funktionen und 
muß deshalb F{a, ß, y) < F*(ffi, ß, y) sein. 

Ist jetzt £ ein beliebiger konvexer Körper und kein Polyeder, so 
greifen wir einen inneren Punkt t von ^ beliebig heraus und können dann 
zu jeder positiven Größe £ ein Polyeder S* dei^art bestimmen, daß S 
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ganz in H* entlialten iat und andererseits das Polyeder t-j7~^* + rx~^ 
ganz enthält. Bezeichnen wir mit S* den Körper der Projektionen Ton 
Ä*, so ist dann jedesmal 2 in £* enthalten und enthält andererseits den 
Körper 7j-v-,aS*- Wir hahen mithin 

j| r(H«, ®, (8) J: i F(S, ®, ®) Jä j(j^ F(S*, ®, i)), 

während zugleich 

^F(Ä*,S* (5i)^| V(ß, ^, @)k4^i^ V(ß-*, S*, @) 

sein wird. Nun wissen wir hereits, da ^* ein Polyeder ist, daß in diesen 
beiden Reihen bzw. die an erster und die an dritter Stelle aufgeführten 
Glieder miteinander übereinstimmen. Indem wir die Große £ nach NuU 
abnehmen lassen, erhalten wir alsdann die Fonnel (183) auch für den 
Körper S. Die damit allgemein festgestellte Formel 

(184) ^0-^fF(„,ß,r)dc, 

sprechen wir kurz in folgender Weise aus: 

Die Oberfläche eines konyexen Körpers ist gleich dem Vierfachen des 
arithmetischen Mittels der Querschnitte aller dem Körper umbeschriebenen 
Zylinder. 

Aus dieser Darstellung der Oberfläche eines konvexen Körpers er- 
sehen wir mit Kücksicht auf die bei (171) gemachte Bemerkung ins- 
besondere sofort, daß, wenn ein konvexer Körper ^ in einem anderen 
konvexen Korper ^* enthalten ist, stets die Oberfläche von Ä wirklich 
kleiner als die Oberfläche von $t* ist. 

Bringen wir die am Schlüsse von § 25 für Körper mit Mittelpunkt 
gefundenen Ungleichungen „ - Fj > .ß ^ j— V^ auf den oben betrachteten 
Körper £ in Anwendung, so ergibt sich, daß das Maximum von F(o:, ß, y) 
noch <.-^0 und andererseits > -7- D iat. Für einen konvexen Körper 
S mit der Oberfläche besitzt danach jede Projektion einen Flächen- 
inhalt < -5- £) und gibt es stets solche Projektionen, bei welchen der 



Durch die Relation (172) finden wir überhaupt für eine beliebige 
ebene F^che g von einem Flächeninhalt F das (wie in (184) hergestellte) 
arithmetische Mittel ihrer Projektionen auf die sämtlichen Ehenen durch 
den Nullpunkt jedesmal =-^F. Infolgedessen können wir auch bei be- 
liebigen Flächen im Räume, die weder konvex noch geschlossen zu sein 
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brauchen, unter sehr allgemeiaen Bedingungen die Obei-fiäclie gleich dem 
Doppelten des arithmetisciien Mittels aller orthogonaler Projektionen der 
Fläche setzen, wobei wir aber bei jeder Projektion die mehrfach über- 
deckten Partien nach der Zahl der Überdeckungen in Rechnung zu 
bringen haben, 

§ 27. Terallgemeiueruiig des Oberflächenbegi-iffs. 

Während die letzten Betrachtungen ausschließlich auf den speziellen 
Eigenschaften der Kugel beruhten, entwickeln wir jetzt noch eine be- 
merkenswerte Verallgemeinerung des Begriffs der Oberfläche, wobei die 
ItoUe, welche die Kugel Hl in der Formel = 3 V(ß, S, ®) des § 24 
spielt, durch einen beliebigen konvexen Bezirk übernommen wird, 

Wir denken ons zu jeder Richtung (a, ß, y), also für jeden Punkt 
der Kugelfiäche «^ -f ^^ + y^ = 1, einen Wert M{a, ß, y) vorläufig in 
völlig beliebiger Weise angenommen; dieser Wert kann positiv. Null oder 
negativ sein. Bedeutet dann '^ ein Polygon in einer Ebene ax-\- ßy-i-yz — d 
mit der Normale (a, ß, y) und ist F der FUcheninhalt dieses Polygons 
im gewöhnlichen Sinne, so wollen wir als den verallgemeinerten (kurz ge- 
schrieben: «.) Flächeninhalt von % auf der (a, ß, y)-Seite jener Ebene das 
Produkt M{tt, ß, y) F definieren. Dabei werden, wenn die Faktoren 
M{(x, ß, y) und M{— a, — ß, — y) verschieden gewählt sind, dem Poly- 
gone [5 verschiedene v. Flächeninhalte auf den zwei Seiten seiner Ebene 
zugeschrieben. Bei einem Polyeder 5ß bezeichnen wir als die äußeren 
V. Flächeninhalte der Seitenflächen deren v. Flächeninhalte auf denjenigen 
Seiten ihrer Ebenen, welche die äußeren Normalen dieser Ebenen in bezug 
auf Sß vorstellen. 

Wir definieren nun als verallgemeinerte (v.) Oberfläche eines Polyeders 
die Summe der äußeren v. Flächeninhalte seiner sämtlichen Seitenflächen. 

Nunmehr stellen wir die Frage, welche Bedingungen der Funktion 
M((i,ß,y) für die Gesamtheit aller Richtungen (tc, ß, y) aufzuerlegen 
sind, damit auch jedem beliebigen konvexen Körper eine bestimmte Größe 
der V. Oberfläche zugewiesen werden kann und dabei dann allgemein der 
folgenden Forderung Genüge geschieht: 

(I.) Wenn ein konvexer Körper Ä in einem anderen konvexen Körper 
ß* enthdllen ist, soll die v. Oher fläche von ^ niemals größer als die v. Ober- 
fläche von S* sein. 

Um die angeregte Frage zu erledigen, fassen wir zunächst einige ein- 
fache konvexe Körper ins Auge. Es bedeute (cc, ß, y) irgendeine Rich- 
tung, (or) die Strecke vom Nullpunkte o nach dem Punkte r mit den 
Koordinaten «, ß, y, und g ein Dreieck in der Ebene ax -{- ßy + yz '-^O 
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vom Fläch eainhalie F = 1 und noch mit dem Nullpunkte im Inneren. 
Der Bereich sj + ("0 tei positiTem s bedeutet dann das dreiseitige Prisma 
mit sg als Basis und (or) als Höhe, und dieser konvexe Körper wird um 
so umfassender, je größer wir s wählen. Die v. Oberfläche dieses Prismas 
besitzt offenbar einen Ausdruck 

(M(«, ß, y) + M(- «, " /3, ~ y))s^ + Ns, 
worin N einen von s unabhängigen Wert vorstellt, und dieser Ausdruck 
darf nun nach unserer Forderung mit wachsendem s niemals abnehmen. 
Daraus geht hervor, daß bei jeder beliebigen Richtung (a, ß, y) not- 
wendig immer 

(185) M{tt, ß, y) + M{— c!,—ß,-y)'^0 
sein muß. 

Wir definieren jetzt eine Funktion M(u, v, w) für beliebige Werte 
u, V, w, indem wir festsetzen, daß, wenn ( > ist, stets 

(186) M(ta, tß, ty) = tM{a, ß, y) 
sei, und noch M{0, 0, 0) = annehmen. 

Es seien jetzt a^, ß^, y^-^ a.^, ß^, y^ irgend zwei Riehtungen, die ver- 
schieden und auch nicht einander entgegengesetzt sind, ^j, t^ Werte > 
und wir setzen 

Sodann bedeute «j, ß^, y^ eine der zwei auf jenen beiden senkrechten 
Riehtungen, r^ den Punkt mit den Koordinaten «g, ß^, y^, und schreiben wir 
^^ = ßiX -f- ß^y + y^z [i — 1, 2, 3), In der Ebene ip^ — bestimmen wir einen 
Punkt pj auf der Geraden j/f^^O, so daß für ihn ^a<0 und die Länge opi=ii 
ist, und einen Punkt pj auf der Geraden ^^ ^ 0, so daß für ihn ^j. < und 
die Länge op^ = t^ ist. Im Dreieck pjOp^ haben dann die Seiten Dp^ und o^^ 
die Längen ^j und t^ und die äußeren Normalen (a^, ß^, y^) und {cc^, ß^, y^); 
es sei sodann t die Länge der Seite p^pg und (— u, — ß, ~ y) deren 
äußere Normale in bezug auf das Dreieck, und setzen wir tcc ^u, tß^v, 
ty = w. Bringen wir die drei Relationen (136) auf das dreiseitige Prisma 
mit p^Dpa als der einen Grundfläche und oVj als Höhe in Anwendung, so 
kommen wir, da die zwei Grundfläehen des Prismas gleichen Fläeheu- 
inhalt und entgegengesetzt gerichtete Normalen haben, zu den Gleichungen: 
t(, + Mg — M = 0, Vj + «3 — = 0, Wi + % — w = . 
Jetzt sei q irgendein Punkt in ij>^=Q im Winkelraume ^()^<0, 
i/>g < mid noch außerhalb des Dreiecks p^Opj gelegen. Vergleichen wir 
die V. Oberflächen für zwei gerade Prismen miteinander, von denen das 
eine das Viereck Opi^p^, das andere das Dreieck p^qpg als Basis hat, 
während die Höhe für beide dieselbe und an Länge = s sein soU, so ent- 
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hält das erste diesev Prismen das zweite in sich und muß deshalb auf 
ttruud unserer Forderung die Differenz dieser zwei v. Oberflächen ^ 
sein. Diese Differenz erhält den Ausdruck 

s(t,M(,(i„ ß^, j-O + t^Mia^, ß„ y^) - tM{cc, ß, 7)) 

+ F{Micc^, ß^, y,) + M(- a„ - ß„ - ft)), 
wo F den Flächeninhalt des Dreiects piO^g bedeutet. Indem nun diese 
Differenz bei beliebigem positivem Werte s stets ^ sein soU, mutS der 
Koeffizient von s darin ^0, also 

(187) M(u^, v^, w^) + M(iig,v^,w^)^M{u^+ii^, v^ + v^, w^ + w^) 
sein. — Für solche Argumente Mj, «1, w^; %, v^, w^, wobei -^ ^'^ ^^ 
und dieser Wert > bzw. < ist, erhalten wir die nämliche Relation 
aus (186) allein, bzw. aus (186) unter Berücksichtigung von (185). 

Für das Bestehen der Forderung (1) muß demnach die Funktion 
M{u, V, w) den Bedingungen (185) fl86), (187) Genüge leisten; sie er- 
weist sich damit nach § 11 als 1 e "st tzehenenfunktion irgendainea kon- 
vexen Bezirks SR, der einen konvexen Körper, aber auch ein Oval oder 
eine Strecke oder emen Punkt voisteU^n kann. Gemäß der Formel (135) 
bedeutet dann für ein Polyedei \ die v. Oberfläche einfach den Wert 
des Ausdrucks 3 7l^^ $ Wj und duich den Satz hei (133) erkennen 
wir, daß alsdann für emen 1 eliebigen konvexen Körper S die v. OberSäche 
nur mit 3 V{^, §:, ^} zusammei tallei kann, wenn (I) gelten soll. De- 
finieren wir aber aUgeme n fui einen konvexen Körper S die v. Ober- 
fläche durch 3F(^ H 9K] so leu htet m der Tat ein, daß alle an diesen 
Begriff hier gestellten Foiderungen e tiUt sind. Den gerade verwandten 
Bezirk 9J1 bezeichnen wi al'^ ien E cJ beJrJ; der v. Oberflächen. 

Nehmen wir z. B f 1 9)! die Stie ke von D nach dem Punkte c mit 
den Koordinaten U U 1 so beleutet nach § 26 die v. Oberfläche 
3 F(t, Sl, (00) den Flächeninhalt der Projektion von St auf die xy-'Ehe.n&. 

Nehmen wir ferner für W den Würfel SB, der durch 

(188) O^a^^l, 0£y£l, 0^.^^1 

bestimmt wird. Bedeuten a, 6, C die Punkte mit den Koordinaten 1,0,0; 
0,1,0; 0,0,1, so ist 28 identisch mit der Summe der drei Strecken 
(00) 4- (oh) + (dc) und auf Grund der Regel (127) flnden wir daher die 
V. Oberfläche 3 F(S, t, 33) gleich der Summe der Flächeninhalte der 
drei Projektionen des Körpers S auf die drei Koordinatenebenen. 
Nehmen wir endheh für M das Oktaeder, welches durch 

(189) \xl+ls\ + \^l£\ 

definiert ist, so bedeutet M{a, ß, y), das Maximum von ax + ßy -\- ys in 
diesem Oktaeder, den größten Wert unter den drei Beträgen |«|,|^|,|)'|- 
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Im Hinblick auf die Formel (135) können wir dann 3 V{^, S, SÖJ) als die 
maximale Projektion von S auf die Gesamtheit der drei Koordinatenebenen 
bezeichnen. 

Wir TinterBiiehen jetzt noch, welche besondere Eigentümlichkeit dem 
Eichbezirk JOE der verallgemeinerten Oberflächen zukommen muß, damit 
an Stelle Ton (I) die schärfere Aussage treten kann: Wenn ein konvexer 
Körper Ä in einem anderen konvexen Körper ffi* enthalten ist, so erweist 
sich 3 7(t, t, 501) < (nicht bloß £) 3 F(t*, S*, W) . Wir werden für 
diesen weiteren Umstand als notwendig und hinreichend erkennen, daß der 
Bezirk 3K keinen Eckpunkt (a. § 13) besitze. 

In der Tat, nehmen wir zunächst an, daß 9K irgendeinen Eckpunkt 
p aufweise. Es sei (k, ß, y) die Normale einer Eckstützehene durch p an 
SR, so können wir jedenfalls drei Stützebenen durch )) an 3)i mit drei un- 
ablmigigen Normalenrichtungen (ßj, ß^, y^ (i = 1, 2, 3), wobei also die 
Determinante dieser drei Reihen a^, ß^, y^ von Null verschieden ausfällt, 
derart finden, daß 

(190) a = tia^+t^«^ + i^a3, ß = tiß^ + tj^ + tj^, y = t^yi + fi^ + fsn 
mit drei positwm Faktoren (^, t^, t^ gilt. Indem ^^, t^, t^ positiv sind, be- 
steht nach (187) und (186) jedenfalls die Ungleichung 

(191) JM(»,ftrtgi,Jlf{«„ft,n) + i,Jlf{.„U„,,) + i,JK(«„ft,,,) 

und da alle jene vier Stützebenen durch den Punkt (J gehen, so wird 
hierin notwendig das Zeichen = gelten. 
Setzen wir nun 

t, = a,x + ß^y + 7,5, !^ = t^^, + t^i>, + t,^, (i^l, 2, 3) 
und es seien J^, fj, ^3 die drei Punkte in der Ebene ^ = — 1, für welche 
^3 = 0, ^3 — bzw. 1/1^ = 0, ^3 = bzw. ^1 = 0, i/»3 =— gilt. Die vier 
Punkte D, f^, fj, I3 sind dann die Eckpunkte eines Tetraeders %, dessen 
vier Seitenflächen in die Ebenen i/; = ~ 1, ^j = 0, i/tj = 0, ^3 = fallen 
und die äußeren Normalen (— a, — ß, — y), (kj, ß^, j-J, («g, ß^, y^), 
{c'i, ßs' ys) haben. Bezeichnen wir die Flächeninhalte dieser Seitenflächen 
mit F, F^, F^, Fg, so bestehen nach (136) die Gleichungen 

FK^^F^a^+F^a^ + F^a^, Fß^F,ß^ + F^ß^-\-F^ßg, 
Fy^F,y, + F,y, + F,y,; 
da die Determinante der rechts stehenden Ausdrücke in F^, F^, F^ von 
Null verschieden ist, führt der Vergleich mit (190) zu: 

(192) j; = t,F, F^ ^ t^F, F^ = t^F- 

Ist jetzt (* irgendein Punkt, für den ^^ < 0, 1/'^ < 0, il>^<_0, ^< — 1 
ist, so setzen die zwei Tetraeder ofifafg und i*|if2l3 sieh wieder zu einem 
konvexen Körper 3^* zusammen und haben wir für 
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3 ¥(%*, %% Sß) - 3 V(%, %, W) 
den Ausdruck 

(193) -F.ii/(o„ ft, n) + F,Jit(«„ ft, r.) 

+ F,M(u„ß„,,)-F3H«,ß,r), 

welcher ^^ermöge (192) und, da in (191) da« Zeichen = gilt, sich = 
erweist. Danach würden hier also in % und %* zwei verschiedene kon- 
vexe Körper vorliegen, von denen der erste ganz im zweiten enthalten ist 
und welche doch die gleiche v. Oherfiäche hesitzen. 

Jetzt nehmen wir andererseits an, daß der Bezirk 9J? keinen Eck- 
punkt besitze. Betrachten wir dann irgendein Tetraeder %, bei welchem 
die vier Seitenflächen die Flächeninhalte F, F^, F^, F^ und die äußeren 
Normalen (- a, - ß, - y), («„ ß„ j.,), («a- ß^: ?2), («3, ßs, n) ^laben 
mögen, so muß der mit diesen Größen gebildete Auadi-nck (193) jedesmal 
notwendig > sein. Denn es gelten dann die Gleichungen (190) mit 
(192) und besteht daher (191), ist also der Ausdruck (193) sicher > 0. 
Würde nun dieser Ausdruck = ausfallen, so würde die Gleichung 

M{a, ß,Y)-ax^ßy~fB = 
in 3Ä, da hier durchweg 

if C% Ä. !■.) - ',x - ß,y - 7," is (i - 1, 2, 3) 

ist, nur so eintreten können, daß zugleich in diesen drei letzten Un- 
gleichungen immer das Zeichen = statthat; d. h. der Schnittpunkt der 
drei Stützebenen an 3K mit den Kormalen («,, ß„ y^) müßte notwendig 
ein Punkt von SÄ sein und dieser Punkt wäre dann ein Eckpunkt von 9Ji. 
Jetzt seien ^ und ^* irgend zwei verschiedene konvexe Körper und 
es sei ® ganz in S* enthalten. Wir können alsdann jedenfalls eine solche 
Ebene (g) konstruieren, welche innere Punkte von S* enthält, aber ffi 
gar nicht trifft, und es sei (a, ß, y) die Normale dieser Ebene nach der 
Seite, auf der S nicht liegt. Wir nehmen in {J) drei nicht in gerader 
Linie gelegene Punkte q^jCij, q^ aus St* an und können hernach einen 
vierten Punkt q aus S* so nahe an der Ebene {^j auf ihrer (k, ß, y)- 
Seite wählen, daß in dem Tetraeder X = (q, Cj^, q^, qg) die äußeren Nor- 
malen der drei, q enthaltenden Seitenflächen ^j, ^g, g'a beliebig wenig 
von («, ß, y) abweichen und die Ebenen {%^], {%^\, Osl dieser Seiten- 
flächen S ebenfalls nicht treffen und auf derselben Seite wie jedesmal die 
vierte Ecke von % liegen lassen. Es sei nun S* derjenige Teil von S*, 
welcher zugleich die Bedingungen der drei Stützebenen {%^], { jJa } , 1 83 ) 
an % erfüllt, und S der Teil von S*j der nicht auf der (a, ß, )')-SeitG 
von {%] liegt. Alsdann ist S* in S* und ^ in S enthalten und S* 
setzt sich aus 3 und % zusammen, wobei diese Körper in der Fläche % 
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aneinanderstoßen. Wir haben daher 

und die Differenz 3 F(S*, S*, W) — 3 F(S, % Wt) erweist sich nach (137) 
gleich dem Ansdrucke (193) in bezng auf das Tetraeder 'S., also > 0, 
mithin gilt auch stets 
(194) 3 F(S* K* m)>3 F(S, t, M) . 

Insbesondere erhalten wir auf diese Weise für die Oberflächen im 
gewöhnlichen Sinne, deren Eichkörper die Kugel vom Radius 1 mit dem 
NuEpunkt als Mittelpunkt ist, von neuem die Tatsache: 

Wenn ein konvexer Körper ^ ganz in einem anderen konvexen Körper 
St* enthalten ist, so besitzt ^ stets eine kleinere Oberfläche als St*. 



% 28. Taiigenlialkörpei- uud Kappenköi-per. 

Wir besprechen hier für eine spätere Anwendung noch einen weiteren 
Grenzfall der Ungleichung (133). Es seien S? und S' zwei konvexe Körper 
mit den Stützebenenfunktionea S und H' und es sei S' ganz in S ent- 
halten. Für die vier Größen 

r(t, s, S), F(g, t, s')> K^, t; s'), F(^', St; St'), 

die wir mit V^, V^, Fg, Fj bezeichnen, besteben dann nach (133) jeden- 
falls die Ungleichungen 
(195) n^ ^1^ f'a^T^a' 

Ist S n ht lent seh n i S so gbt es ne e Punkte von ^, die 
nicht z S geho en und st nt l^ede sen gew ß To> Vg. Wir fragen 
letzt unte w lehen ü tan! F > T nl 1^ > 1 gilt. 

W r wollen e nen konvexen Ko per H Is neu Ta gentiallcörper eines 
konvexen Korpe s Si bez ebnen we n jede Tangentialebene (extreme 
St t el e e) a fi tets ach e ne btutzel ene an S st Dabei versteht es 
sich na h § 1-4 nd § 13 ohne we te es daß de Ko per S den Körper 
S ganz n s ch enth It 'V\ we len jetzt den Satz leweisen: 

Ist k ^ PI tJ aliei so beste] t da t nd r d nn die Gleichung 
(IflC) F(S S a)= F(K S Sf) 

wenn St ein TangenUalkörper von W ist. 

In der Tat, nehmen wir zunächst an, während S' in S' enthalten ist, 
gäbe es irgendeine solche Tangentialebene an S, die nidii zugleich Stütz- 
ebene an Ä' ist. Der Einfachheit wegen denken wir uns den Nullpunkt 
ins Innere von ^' und die positive 4(-Achse in die Richtung der äußeren 
Normale jener Tangentialebene gelegt. Es sei e^ der kleinste, c,' der 
größte Wert von s in S' und c^ der kleinste, c^ der größte Wert von s 
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in S. NacH Voraussetzung ist dann c^' < < c^' < c^ . Bedeutet S eine 
positive Größe < Cj — c,' und bezeichnen wir den Teil Yon S, wo J^q — 5 
ist, mit Sq, den Teil von S, wo ^ > c^ — ^ ist, mit Ä^, so ist S' ganz 
in Su enthalten. Die Ehene z = c^ — 3 hat mit S ein gewisses Oval 5(^) 
gemein; wir bezeichnen mit F(d) den Flächeninhalt, mit U{ö) den Um- 
fang von (5(^)i ™'* ^W ^^^ Maximum unter den Radien aller ganz im 
Oval ^(ß) enthaltenen Kreisflächen. Daß die Stützebene s ^ c^ an S eine 
Tangentialebene an ^ ist, bedeutet nach § 14 soviel, wie daß der Quotient 
-4^ für ein nach Null abnehmendes d über jede Grenze hinauswächst. 
Indem das Oval %(S) eine Kreisfläche vom Radius r(d) enthält, ist der 
gemischte Flächeninhalt von g(iJ) und dieser Kreisfläche gewiß nicht 
größer als der Flächenuihalt von %{ä)j d. h. hat man 

■l-r{Ö)ü(d)^F(d) 
und wird mithin s-rrzii ^^ nach Null abnehmendem d gleichfalls über 
jede Grenze hinauswachsen. 

Der Beziehung (137) gemäß gilt 

(197) r{%, So, r) + T(ti, gl, r) = r(g, ^, ä') + |(c/- o-f (*)■ 

Ist Sl und damit auch S,, ein Polyeder und stellen wir V[^q,^q, Ä) 
und V{^, So, S') gemäß (135) dar, so erkeuneu wir die Differenz der 
ersten und der zweiten Größe als Aggregat von lauter Termen ^ 0, unter 
denen ein Term =-^F(d)(c^ — c/) ist, und wir erhalten demnach 

(198) F(So, %, S)^ F(So, So, SO+y f'^l~^^')■^'^'^)■ 
DieseFormel überträgt sich dann genau wie die Beziehung (137) von dem 
Falle eines Polyeders auf den Fall eines beliebigen konvexen Körpers S. 

Nach (133) haben wir femer, da So in ^ enthalten ist 

(199) F(S, S, S) ^ F(So, So, S) . 

Endlich brauchen wir eine gewisse obere Grenze für F'(Sj, Sj, S'), 
Es sei p ein Punkt aus S in der Stützebene 3 = ej, q der Schnittpunkt 
von Dp mit z — c^ — S, und s der Sinus des Neigungswinkels von op 
gegen diese Ebene, also — die Länge von pq. Wir bilden durch Pro- 
jektion des Ovals t5(d") vom Punkte o aus auf die Ebene s = c^ in dieser 
das Oval — ^-^ g (ß) ; konstruieren wir sodann den Zylinder S^ mit 
letzterem Oval als einer Grundfläche und mit Erzeugenden des Mantels, 
die parallel und gleich pq sind, so daß die andere Grundfläche durch 
Dilatation des Ovals %(ß) von q aus im Verhältnisse c^: c^ — 6 entsteht, 
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SO enthält dieser Zylinder K^ offenbar den Körper ^^ ganz in sich und 
gilt daher 

(200) r(Si, Si, ®') ^ 7(f,, ^„ r). 

Denken wir uns nun zunächst ® als Polyeder, so werden auch St^ 
und Ej Polyeder und hat der Mantel Ton 6^ einen Flächeninhiilt 

WO U(S) den Umfang von 5 (Ä) bedeutet. Bringen wir nun zur Berech- 
nung von F(ßj, Sj, S') die Formel (135) in Anwendung und bezeichnen 
das Maximum der Stützebenen ab stände H' {a, ß, y) für Ä' mit M', so ge- 
langen wir zur Ungleichung 

(201) K^y-fWfe'-'.O+lli^ D(«)B'iF(«„6„S'). 
Diese Formel läßt sich dann ebenso wie (137) sofort auf den Fall eines 
beliebigen konvexen Korpers S ausdehnen. 

Durch Summation der Beziehungen (197) — (201) entsteht nun 

(202) F(S, Ä, t) - V(ß, Sl, S ä Y H^) [«^1 - < - -i^ITS^ i<^i- <)] 

Hierin ist c^ — (\' > und, wie oben bemerkt, konvergiert !l mit d 
zugleich nach NuU. Danach fällt der in (202) rechts vom Zeichen ^ 
befindliche Ausdraek sicher > aus, wenn ä unter eine gewisse positive 
Größe gesunken ist, und ergibt sich somit bei der gegenwärtigen Voraus- 
setzung: 

(203) F(S, IE, S)>F(S, t, S'). 

Hiernach ist für die Gleichheit der Werte F(S, t, S) und 7(t, ^, S'), 
wenn S' in JR enthalten ist, jedenfalls eine notwendige Bedingung, daß 
eine jede Tangentialebene von S stets zugleich eine Stützebene an S' sei. 

Nehmen wir jetzt andererseits diese Bedingung als erfüllt, somit ß 
als Tangentialkoipei von *i an Stellt S zunächst ein Polyeder vor, so 
gilt für die Richtungen (a ß y), welche die äußeren Normalen der Seiten- 
flächen von S abgeben immer H(ix, ß, y) = S'(k, ß, y), und im Hinblick 
auf (135) erhalten wir daher n der Tat Y{B, ®, ®) - ^(t, S, ^0- '^^nn 
aber S einen bei ebigen konvexen Körper bedeutet und wie wir annahmen, 
D ein inneiei Punkt \on 1t ist können wir nach dem am Schlüsse von 
§ 13 bew esenen Satze m bezug auf jede vorgegebene Große s stets ein 
solches Polyeder 5|i konst leien, dessen Seitenflächen lauter Tangential- 
ebenen an JA sind und welches dabei ganz in (I + e)S liegt. Da alsdann 
$ gleichfalls einen Tangentialk rper von S' vorstellt, gilt nach dem soeben 
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Bemerkten gewiß V(% '^, ^) = V(% % §!'). Nun sinken die Differenzen 
F(^, ^, ^) - r(S, t, S) und V{% % S') - Viß, ffi, S'), die jedenfells 
^ sind, mit nacli Null abnehmendem e unter jede positive Gfröße, and 
danacii finden wir auch 7(t, S, S) - F(S, t, K^ beliebig klein, d. h. 
gleich Null. — 

Wir bezeielanen einen konvexen Körper Ä' als einen KappmMrper eines 
konvexen Körpers ®', wenn, von den Eekstiitzebenen an S abgesehen, alle 
übrigen Stützebenen an ^ zugleich auch Stiitzebenen an S', sind (s. §16). 
Dabei ist £ jedenfalls auch ein Tangentialkörper von W und enthält ^' 
ganz in sich. Wir werden jetzt den ferneren Satz beweisen: 

Ist W m U enthalten, so lestelit dann wnd nur dann die Gleichimg 

(204) F(t, S, ^) = V{$:, ^', §t'), 
wetm S ein Kwppenkörper von S' ist. 

In der Tat, nehmen wir an, es sei S' nicht identisch mit ^, und 
betrachten wir beliebige zwei Stützebenen an ^ und §.' mit derselben äußeren 
Normale, welche nicht zusammenfallen. Der Einfachheit wegen denken 
wir uns o ins Innere von ^' und die positive s-Ächse in die Richtung 
jener Normale gelegt, und wir wollen in bezug auf Ä und ^' und diese 
Richtung die Zeichen Cg', c/, c^, c^, S, ©(,, fi^, %{S), F{ß) genau wie vor- 
hin verwenden. Indem wir die positive Große Ö" < c^ — q' einrichten, wird 
S' ganz in Sj, enthalten sein und daher jedenfalls 

(205) V(B, S, t) ^ F(S, So, So) ä V (g, t', S') 
statthaben. Ferner besteht gemäß (197) die Gleichung 

(206) F(t, to> ®o) + H^> ^1, ^i) - ^(^! ß, ®) + 4 (Ci - Co) F(tf) . 

Denken wir uns zunächst S und damit auch Sj als Polyeder, so 
stimmt die Stützebenenfunktion von Sj für jede Richtung («, ß, y), welche 
(äußere) Normale einer Seitenfläche von S^ vorstellt, mit Ausnahme der 
Normale (0, 0, — 1) von %{ä), genau mit dem Werte R{<x, ß, y) für S 
überein, während für die eine Richtung (0, 0, — 1) die erstere Funktion 
= _(Cj-iS), dagegen 5(0, 0, - 1) = - Cj, ist. Bilden wir nun ^(S'i,^,,^) 
und F(Si, ^1, ^i) gemäß der Formel (135), so entsteht daher die Be- 
ziehung 

(207) L{c^^d- c„)-F(5) = Viß, t„ tO - 7(t,, Si, SO . 

Diese Grleichung läßt sich dann ebenso wie (137) auf den Fall eines be- 
liebigen konvexen Körpers fi! ausdehnen. 

SoU nun V{St, S, S) = 7(S, ^', SO, mithin gemäß (205} auch 
= F(S, So> ^o) sein, so folgt aus (206) und (207), daß 
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(208) T^Ä,®i,®i) = T^-^W 

statthaben muß, Ist aun p iigendem Punkt aus Ä in seiner Stützebene 
s = Cj , so bedeutet — äF(ß) das Volumen des Kegels mit % (ä) als Grund- 
fläche und p als Spitze. Dieser Kegel ist jedenfalls ganz in S^ enthalten. 
Die Relation (208) kann danach nur bestehen, wenn S^ mit diesem Kegel 
identisch wird; alsdann stellt p einen Eckpunkt von S und z = c^ eine 
Eckstützebene durch p an ß vor. 

Auf diese Weise erkennen wir in der Tat als eine notwendige Be- 
dingung für das Eintreten der Gleichung V(ß, ^, ^) = V(ß, ^', ^'), 
während S' in S enthalten ist, daß jede solche Stützebene an S, welche 
nicht Eekstützebene an ^ ist, immer zugleich eine Stützehene an S' sein 
muß, d. h, daß ® ein Kappenkörper von S' ist. 

Setzen wir andererseits jetzt §t als Kappenkörper von £' voraus. 
Stellt ffi' ein Polyeder vor, so ist alsdann, wie in § lÖ gezeigt wurde, Ä 
notwendig ebenfalls ein Polyeder und kommt der vorausgesetzte Charakter 
von S darauf hinaus, daß nicht nur eine jede Seitenfläche von St, sondern 
auch bereits eine jede Kante von ^ stets wenigstens einen Punkt von K ' 
enthält. Berechnen wir nun V(ß, ^', ^') gemäß (124), indem wir an die 
Stelle der Polyeder t^, ®a, Sg dort jetzt S, Ä', t' treten lassen, so wird 
darin ein von Null verschiedener Faktor .fW jedenfaUa nur solchen Rich- 
tungen (k*'*, /3W, j^"*) entsprechen, wobei die Stützebenen an S mit diesen 
Normalen sei es eine Seitenfläche, sei es eine Kante von S enthalten. Für 
diese Richtungen stimmen nun gewiß die Funktionen S von S und S' 
von ®' stets überein, und daher folgt F(®, 9l', t') = V{^, Ä', S) und 
da S zugleich ein Taugentialkörper von S' ist, nach (196) dann weiter 
= V(ß!, St, S). Ist St' ein beliebiger konvexer Körper und denken wir 
uns im Inneren von S' gelegen, so können wir in bezug auf jede po- 
sitive Größe £ zu S' stets ein Polyeder 5p' konstruieren, welches Ä' enthält 
und selbst in (1 -|- e)^' enthalten ist. Es sei S nicht identisch mit S', 
so liegt bei hinreichend kleinem s gewiß irgendein Eckpunkt von Ä außer- 
halb ^'. Bezeichnet p einen Eckpunkt von fi) außerhalb ^', so ist der 
Normalensektor des Eckpunktes p von (p, ^') ganz enthalten im Normaleu- 
sektor des Eckpunktes p von (p, S'). Es seien nun p^, pg, . , . die sämt- 
lichen Eckpunkte von Sl außerhalb ^', so werden hiernach, da ^ ein 
Kappenkörper von S' ist, auch die Normalensektoren dieser Punkte in bezng 
auf ?ß' untereinander in den inneren Punkten durchweg verschieden aus- 
fallen und wird daher der gemäß § 16 zu bildende konvexe Körper 
^ =- (p,, pj, . , ,, ^') einen Kappenkörper von ^' vorstellen; dabei erweist 
sich die Zahl der Eckpunkte pj, p^, - . - jedenfalls als eine endliche und 
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■wird ^ wieder ein Polyeder sein. Dieses Polyeder ^ enthält den Körper 
^ und ist seinerseitg ganz in (1 + e) S enthalten. Nach dem vorhin Be- 
wiesenen finden wir bereits 

und Yoo der Differenz hier links weicht 7(S, S, f) - F(S, S', Ä') um 
eine Gfröße ab, für welche eine, zugleich mit s nach Null konvergierende 
obere Grenze besteht. Danach muß nun in jedem Falle 

F(f , Sl, t) = F(S, r, SO 
gelten, wenn ® ein Kappenkörper von 9t' ist. 
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XXVI. 

Volumen und Oberfläche. 

Herrn Rudolf Lipsohitz zum tunfzigjähii^cn DoktorjuHläum, 9. Auguat 1903, 
in herzlicher Verehrung gewidmet vom Verfasser. 
(Matiematiaclie Annalen, Band 67, S. 441—495). 

Für die konvexen Körper gibt es einen elementaren Weg, um den 
Begriff der Oberfläche aus dem einfacberen Begriffe des Volumens heraus 
zu entwickeln, und in Verfolg dieses Weges gelangt man zu sehr be- 
merkenswerten Erweiterungen der Tatsache, wonach unter aUen Körpern 
gleichen Volumens die Kugel die kleinste Obei-fläcbe besitzt. 

Liegt ein konvexer Körper ^ vor und versteht man unter x, y, z 
rechtwinklige Koordinaten eines Punktes aus ^, so nimmt ein linearer 
Ausdruck ux-\-vy-{-w3, wo ii, v, iv feste Größen sind, in S immer einen 
bestimmten größten Wert S(u, b, w) an; und diese Funktion II(u, v, iv) 
von drei beUebigen reellen Argumenten, die Stütz ebenenfunktion von Sf, 
charakterisiert den konvexen Körper S vollkommen. Das Volumen des 
Körpers ^ erscheint als ein gewisser homogener Ausdruck di-itten Grades 
Vs in den sämtlichen Werten S{u-, v, iv). Aus diesem Ausdrucke ent- 
springt für drei beliebige konvexe Körper ®^, Sj, ^j eine polare Bildung, 
ein symbolisches Produkt Vh^Vh^Vh,, das gemischte Volumen der drei 
Körper S^, Sg, Sj, Diese GEröße ist invariant bei beliebigen Translationen 
der einzelnen Körper. Werden zwei der Köi-per mit einem bestimmten 
Körper S, der dritte aber mit eiuer Kugel vom Radius 1 identifiziert, so 
ist das dreifache ihres gemischten Volumens die Oberfläche von Ä. 

Für die gemischten Volumina gilt der wichtige Satz: Für irgend drei 
Körper vom Volumen 1 wird das gemischte Volumen stets ^ 1 und nur 
dann = 1, wenn die drei Körper miteinander homothetisch sind. Daß 
jeder konvexe Körper, der keine Kugel ist, eine größere Oberfläche hat 
als eine Kugel von demselben Volumen, ist nur ein spezieller Fall dieses 
Satzes. 

Diese fundamentale Ungleichung läßt weiter die folgende Auslegung 
zu: Man bezeichne in der Mannigfaltigkeit aller möglichen Funktionen 
Siu, V, w) von drei reellen Argumenten ^^, v, w eine einzelne Funktion 
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S{u, V, w) als einen „Punkt", den Inbegriff der aus zwei Functionen H^ 
uuA H^ abzuleitenden Funktionen (1 — t)II^-{- tH^ iäv O^t^l als die 
K^ und H^ verbindende „Strecke"; alsdann besitat die Gesamtbeit der 
Stützebenenfanktionen S zu allen denjenigen konvexen Körpern, welche 
ein Volumen ^ 1 haben, die Eigenschaft, mit irgend zwei Punkten stets 
die ganze sie verbindende Strecke zu enthalten, stellt also ein „konvexes 
Gebilde" in jener Mannigfaltigkeit vor. 

Geht man auf die Tangentialebenen des Gebildes ein, so ist sein 
konvexer Charakter gleichbedeutend mit folgendem Theorem: 

Auf der Kugelfläehe vom Radius 1 mit dem Nullpunkt als Mittel- 
punkt denke man sieh Masse in einer beliebigen stetigen und durchweg 
positiven Fläche ndichtigkeit ausgebreitet, doch so, daß der Schwerpunkt 
der ganzen Belegung in den Nullpunkt fällt; alsdann existiert eine ge- 
schlossene konvexe Fläche, bei welcher an jeder Stelle das Produkt der 
Krümmungsradien gleich der Flächen dichtigkeit an dem Punkte der Kugel 
mit gleicher Normale ist; und diese Fläche ist völlig bestimmt bis auf 
eine beliebige Translation, durch die man sie noch variieren kann. 

In diesem Theorem erkennt man eine Aussage über eine gewisse 
quadratische partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren Lös- 
barkeit unter bestimmten Bedingungen hier durch eine eigenartige, wohl 
noch mancher weiteren Anwendungen fähige Methode sichergestellt wird. 



§ 1. Stützebenenfiinktiou eines konvexen Körpers. 

1. Es seien x, y, z rechtwinklige Koordinaten eines Punktes im Räume, 
und SDi bedeute eine abgeschlossene Menge von Punkten x, y, z, die ganz 
in einer Kugel von endliehem Radius enthalten ist, aber nicht vöUig in 
eine einzige Ebene fällt. Sind tt, v, w irgendwelche festen Werte, so 
hat der Ausdruck ux + vy -\- ws für die Gesamtheit der Punkte x, y, z 
in Wt ein bestimmtes ^aximum, das H{w, v, w) heiße. 

Diese Funktha S(u, v, w) von drei beliebigen reellen Argumenten erßiUt 
offenbar folgende Bedingungen (1) — (4): 

(1) ^(0, 0, 0) = 0, 

(2) IKtu, tv, tw) = tHiu, V, w), 

wenn i > ist. Sind u^, v^, w^ und Mj, v^, w^ irgend zwei Systeme der 
Argumente, so gibt es in 9Jt immer wenigstens einen Punkt x, y, s, wofür 

(m^ + %)a; -I- (j>i + v^y + (w^ + w^s = E{u^ -\- w^, v^ -j- v^, w^ + w^ 
wird, und da für diesen Punkt sicherlich 
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ist, SO gilt daher immer: 

Da,a Maximum yon~(ux -{- vy + W3)m Mist S'{—u,—v,—tv), also gilt 
in 9JE stets: 

— H(~u, — v,—w)^ux + vyi- IV s<, H(u, v, w). 
Wenn die Werte u,v,w^ 0, 0, sind, muß daher, da 9JJ nicht gaaz in 
einer Ebene liegen soll, stets 

(4) S(u, V, w) + ff(- u,-v,-w)>0 

sein. 

2. Eine Ebene, welche wenigstens einen Punkt der Begrenzung von 
3Jt enthält, aber außer den Punkten, die sie mit 9Ji gemein hat, 9K ganz 
auf einer Seite von sich liegen läßt, nennen wir eine Stütsehene <m 3J£. 

Ist H(u, V, w) eine teliehige reelle FwikUon von drei reellen Argumenten 
w, V, w, welche allen den Sedmgungeti (1) — (4) genügt, so bezeichnen wir 
den Bereich S von Fimklen x, y, s, welcher durch die sämtlichen Un- 



(5) M^ + 1^/^-«J^£"(«,1,J^) 

für alle möglichen Wertsi/sfeme u, v, w deftmert ist, ah einen Ißnitn.) 

Körper. 

Die Funktion JJ nennen wir die Stutzehenmfuni twn \on S da aus dt'n 
Ungleichungen (5) offenbar genau die Stützebenen an S zu erkennen sind 

Ist S{u, V, w) wie in 1 aus dei Punktmenf,e 9K heigeleitet, so wiid 
der durch die Ungleichungen (o) defimeite Beieich St dtr Kleinste, W ent 
haltende Ttonvexe Eo)pe> , d h S ist em noti\ endiger Bestandteil jedt-- 
konvexen Körpers, der äff ganz in sich aufnimmt. 

Ist S* ein zweiter konveser Körper mit der Stützebenenfunktion 
jH*(«, V, w), so ist dann und nur dann SE ganz in K* enthalten, wenn stets 

H{u,v,'w)^S*(u,v,w) 
ausfällt. 

3. Ein konveser Körper ist andererseits völlig durch die Eigen- 
schaften zu charakterisieren, erstens, daß jede Gerade mit ihm sei es eine 
Strecke, sei es einen Punkt, sei es keinen Punkt gemein hat, zweitens, daß 
zu ihm wenigstens vier nicht in einer Ebene gelegene Punkte gehören. 

4. Ist p ein beliebiger Punkt, so verstehen wir unter S -|- p den 
Körper, der aus S durch diejenige Translation entsteht, durch welche der 
NuUpunkt nach p gelangt. Sind a, h, c die Koordinaten von p, so wird 
die Stützebenenfanktion von Ä + p; 

H{u, V, w) + au -\-T>v -\- cw. 
Unterwerfen wir ß einer Dilatation vom Nullpunkte aus nach allen 
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Bichtungen in einem festen positiven Verhältnisse ^.-1, so bezeielmen wir 
den entstehenden Körper mit iS; eine Stötzebenenfunktion wird tHiu, v, w). 

5. Wir bezeichnen mit @ die Kugel x^-{- if^-{- s^ ^ 1 , vom Radius 1 
mit dem Nullpunkt d als Mittelpunkt, mit (ä die Kugelfläche 3:^ + 3/^ + *^" Ij 
mit a, ß, y die Koordinaten eines beliebigen Punktes auf ®, bzw. die 
Richtung vom Nullpunkte nach diesem Punkte. Infolge der Eigenisehaft 
(2) sind alle Werte der Funktion H bereits durch deren Werte S(«, ß, y) 
für die Punkte auf © bestimmt. Die Uagieichuug 
ax + ßy + y0<H{tc,ß,y) 
bezeichnen wir als die Bedingung der Siützebene an ^ mit der mißerm 
Normale (a, ß, y). 

Die Funktion H(u, v, w) ist nach den Eigenschaften (1)— (4) eine 
stetige Funktion ihrer Argumente, und besitzen infolgedessen die Wei-te 
S{o:, ß, y) auf (S ein bestimmtes Maximwn G. Ist ein Wert Sia, ß, y) ^ 0, 
so ist nach (4) der zugehörige Wert H{^~a,— ß,—y) positiv und Yon 
größerem Betrage; G ist daher jedenfalls > 0. Mit Hilfe von (3) und (2) 
gewinnen wir die Ungleichung 
(6) \H{u-u^,v-v^, w-w,) - Hiu,, v„ w^j]^ GVi'? + v' + wl 

% 2. AnnäLerung an einen belieliigen konvexen Körper dnrch 
vollkomniene Ovaloide. 

6 Ist ip = die Gleichung einer Ebene und der konvexe Körper ^ 
ganz im Berfiche 9) < enthalten bo heißt ^^0 ein Halh/anm um S 
Ist ein Halbraum y ^ um ft so besthaften, daß man niOit tp ■=■ t^^^ -\- i,(f^ 
setzen kinn, so daß ii>0 /„>0 und <pi^*^, <p ^0 zwei lerscluedene 
Ildlbidume um Ä sind so heißt <p^0 em ext}emet Salbt amti um Ä Die 
Ebene 9; = ist dann jedenfalls! eine Stutzebene an Ä und heißt eine 
ej-tieme Stut'ebeiu an Ä Em konvesei Korper mit emei endlidien Anzahl 
von extremen Stutzebenen heißt ein (loniexes) Polyedet 

7 Unter emem volU 1 nmitnen OicUcnd wollen wu emen konvexen 
Korpei vei&tehen, bei dem die Begtetieung durch eine analytische Gtlei 
ühung in den leuht winkligen Koordinaten x, y, g dehmert wird und über 
diea in jedem Punkte eme 'bestimmte und immer nur eine BeruJmmg eister 
Ordnmig eingehende Ta^igenttalebene besitzt 

8 Ist ^ ejn helieh^ger iotwexer Xöiper mit dem Nut'^unkte alb imterem 
Punlt und s eme leltebige potitiie Gioße, so laßt suh stets ein volllom 
mmes Ovnloid 0. bestimmen, so daß D den Koiper Si enthalt iüul selbst 
m (1 + e) fi enthalten ist 

Es fei II(u, V, u) die fttutzebenenfunktion von S Da der Nullpunkt 
im Inneren von fi 1 e^t, ist jede (uoße H{i> jJ, })>0 Es sei nun g 
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das Ilmimttm der Werte S(tt, ß y) auf der Kugelfläche ®, so ist aucli 
^ > 0. Wir denken uns den ganzen Raum durch ein Nets von lauter 
gleichen Würfeln mit einer Kante S erfüllt. Es sei SB der Gesamtliereieh 
aller derjenigen Würfel dieses Netzes, welche überhaupt wenigstens einen 
Punkt von S aufnehmen, und ^ der kleinste, diesen Bereich SßJ ganz 
enthaltende konvexe Koi^per, so ist ^ ein Polyeder, und für jede Richtung 
(tt, ß; y) ist der Abstand derjenigen Stützebene an S^, welche {«, ß, y) als 
äußere Normale hat, TOm Nullpunkte einerseits > -H(ß, ß, y), andererseits 

^ H{«, (!, r) + äyä ^ fi(«, H, )-) (i + ^) ■ 

Danach enthält ^ den Körper K im Inneren und ist selbst ganz in 
l enthalten. 
Polyeder ^ besitze n Seiteuflächen; da ^ den Nnüpuakt im 
Inneren enthält, können wir die Bedingungen dieser n extremen Stütz- 
ebenen an ^ in der Form 

m t,<i,i,£i,...,x.<i 

schreiben, so daß dabei Xi; Za? ■ ■ -> Zn fiomogene lineare Ausdrücke in x, y, s 
sind. Ea sei nun a eine beliebige positive Größe, die wir >lgw an- 
nehmen, und £l der durch die Ungleichung 

(8) Q = e"'X^ + e"^/' -[ + e»/« ^ ne- 

bestimmte Bereich. 

Dieser Bereich D enthält jedenfalls das durch die Ungleichungen (7) 
definierte Polyeder 5ß in sich. Andererseits ist D ganz in (1 -f-^"] ^ 
enthalten; denn in jedem Punkte außerhalb des letzteren Polyeders erweist 
sich stets wenigstens eine der Größen i^, x^, . . ., %^ &\s > 1+ ^— und 
die rechte Seite in (8) daher als>we™. Nach der Lagenbeziehung von % 
zu ^ wird weiter D den Körper Ä enthalten und selbst in 



(i + f)(i + '« 



enthalten sein. Wir können nun S so klein und ra so groß annehmen, 

daß der hier stehende Faktor von §: sich ^\ -\- e erweist. 

Die Begrenzung von £1 ist die analytische Fläche Q. ~ ne"'. Wir 
finden den Ausdruck 

(9) e^ * + ä^ 2/ + e7^ = '^^1^ •^' + ^Xsß ^= + . . . ^- ax^e'y-'', 

mithin auf der Begrenzung von D stets ^md" ; denn dort ist in 

jedem Punkte wenigstens eine der Großen x^l und andererseits gilt 
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immer ge^ ^ Mit Bevüeksiclitigung von e°' > n ersehen wir hieraus, 

daß auf der Begrenzimg von D niemals -ö-, -s-, f gleichzeitig Null sein 
können, mithin in jedem Punkte dieser Begrenzung stets eine bestimmte 
Tangentialebene existiert. 

"Weiter finden wir, wenn x, y, s als lineare Funktionen eines Para- 
meters ( dargestellt werden, immer 

(10) " = "' ((§)■-'■ + ©"''■ + ■ • • + (t)'«"-) > »■ 

Ans dieser Beziehung folgt, daß auf einer heliebigen geradlinigen Strecke 
der Ausdruck Q(^, j/, ^) seinen größten Wert immer an wenigstens einem 
der Bndpunkte annimmt, daß mithin D mit irgend zwei Punkten stets 
die ganze sie verbindende Strecke enthält. Andererseits ist ans (10) er- 
sichtiieh, daß jede Tangentialebene an Q mit D nur eine Berührung 
erster Ordnung eingeht. Nach allen diesen Umständen besitzt D in der 
Tat die in unserem Satze verlangten Eigenschaften. 

9. Auf Grund dieses Satzes können wir weiter zu einem gegebenen 
konvexen Körper JS', der den Kulipunkt o im Inneren enthält, mit einer 
Stützebenenfunktion S, immer eine unendliche Reihe von vollkommenen 
Ovaloiden G', Q", . . . mit solchen Stützebenenfunktionen C^, Q", . . . her- 
stellen, daß die Reihe der Quotienten 

nach der Grenze 1 konvergiert und zwar gleichmäßig für aUe Systeme 
«, (J, y auf der ganzen Kugelfläche ®. Trifft der hier bezeichnete Umstand 
zu, so wollen wir sagen, die Reihe der konvexen Korper Q', £l", . . . hat 
den konvexen Körper S als Greme, oder konvergiert nach S. 

Ist p ein beliebiger Punkt, so bezeichnen wir weiter den Körper 
S' -f p, <ler p als inneren Punkt enthält, als Grenze der Körper 
D'H-p, C' + p, ■■■- 

§ 3. Tolumen eines konvexen Körpers. 

10. Jedem konnexen Körper kommt ein bestimmtes Volumen zu, 
ferner ein bestimmter Schwerpunkt, welcher stets ein innerer Punkt des 
Körpers ist. 

11. Wir führen für die Punkte «, ß, y der Kugelfläche (g Polar- 
koordinaten ein und setzen 

K = sin-* eos^!', ^ — sin 5' sinii', ;' = cosd', 
wobei wir & und 1|^ in den Grenzen 0^ö-^;t, 0^i;i^2s annehmen. 
Wir schreiben ferner 
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%-- v^ = cos* cos ^, (5, = ^ == cosS-sitn^, y^ = ^= — 8ia&, 

dabei ergeben die drei Gleichungen 

(11) ^ = a^x + ßj_y + Y^S, V^ (^2^ + ßs^J + 72^, t - ccx -\- ßy + y0 
stets eine orthogonale Transformation der Koordinaten x, y, z mit einer 
Determinante = + 1 . 

12. Es sei ® ein vollkommenes Ovaloid, g seine begrenzende Fläche, 
^^(m, V, w) die Stütz ebenenfunktion Ton K. Wir schreiben 

-ff(«: ß, y) = S(d-, ip) = H. 
Die Stützebene an S mit der äußeren Normale («, j3, ;■) hat die Gleichung 

(12) i-B(»,i,y, 

sie ist hier zugleicli Tangentialebene an g und berührt ^ in einem be- 
stimmten Punkte p. Die ganze Fläche % erscheint damit punktwe^e, 
durch parallele Normalen, auf die Kugelfiäche © bezogen. Wir woUen 
nun unter x, y, b, a, ß, •/, &, ij> speziell die betreffenden Bestimmungsstücke 
für den Punkt p verstehen und die Veränderungen dieser Größen beim 
Übergang zu einem anderen Punkte auf ^^ durch Vorsetzen von A andeuten; 
ferner sollen A^, A:j, A£ die Werte der Ausdrücke (11) bedeuten, wenn 
darin- Aa;, A^, A« an die SteRe von x, y, z treten. Dann gilt auf ^ in 
einer gewissen Umgebung von p für A^ eine Entwicklung nach Potenzen 
von A|, Ai;: 

AS = - y (PAg^ + 2IA|A)^ + TA^^) + (Ag, i^-n)z + ■ - ■; 
darin bilden die quadratischen Glieder eine detinite negative Form, es ist 
also P>0, PT-S:^>0. Wir können alsdann, da PT-I'^+O ist, 
in einer gewissen Umgebung von p die Werte A|, Ai; durch ^^. und 
^-^ ausdrücken, welche letzteren Größen sich sofort mittels Aß, A^, Aj" 
darstellen lassen. Daraus erkennen wir, daß die Koordinaten x, y, s des 
Punktes )j von J^i w "^ie äußere Normale die Richtung «, ß, y hat, und 
weiter der zugehörige Wert Ii{^, ß, y) analytische Funktionen der Größen 
ß, (5, y auf ® sind. 

Da die Ebene (12) Tangentialebene an % ist, haben wir 

und mit Rücksicht hieraus folgen aus den allgemeinen Formeln (11) zur 
Bestimmung der Koordinaten x, y, s des Punktes p die Gleichungen: 

(14) 1 = ^-^, ,=^™Jä, t-in,,^y 
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13. Uni nun das Volumen V des Körpers S auszudrücken, zerlegen 
wir die Kugelfläclie ® in Plächeaelemente da = sm&d^äi^; jedem Ele- 
ment (?to entspriciit als Abbild diu-cli parallele Normalen ein Element 
df auf der Fläche %, und wir konstruieren jedesmal die Pyramide mit 
dem Nullpunkt o als Spitze und dem Element df als Grundfläelie; die 
Höhe dieser Pyramide, mit gewissem Vorzeichen genommen, ist = -ff(a, ß, •/) 
und ihr Volumen mit demselben Vorzeichen daher 

(16) J-ffÄ/--i[»,||, f2|«i*. 

(Wir bezeichnen hier und weiterhin eine dreireihige Determinante, in 
welcher die Glieder der ersten Reihe von der Koordinate x alihängen und 
die der zweiten und dritten in der entsprechenden Weise mit Hilfe des 
Zeichens y bzw. darzustellen sind, einfach durch Angabe bloß der ersten 
Reihe). Der Körper S ist nun derart das Aggregat aller jener Elementar- 
pyramiden, daß sein Volumen genau 

(16) F _ i/W - i/Jj I, f|, |2 j <J* Ä* 

wird, wo die Integrale über die ganze Fläche g, bzw. die ganze Kuge!- 
fläehe (£ zu erstrecken sind, 
li. Wir setzen jetzt 



s^(«i:?+?a+''?-i--^ 



Durch Differentiation der zwei Gleichungen (13) einmal nach ^, einmal 
nach 1^ erhalten wir noch die Beziehungen 

Nun gilt 

aus den Gleichungen (11) gewinnen wir dann mit Rücksicht auf die 
letzten Ausdrücke und auf (13): 

Ag = iäA*-[-S8inS-Ai;'-i , ^rj = 8A» + Tam&ArS> -\ , 

A£ =- -i-(EA*5' -{- 2S sin* A* Ai;- -I- rein** A^ä) -1- ■■ -, 
und hieraus geht durch Elimination von A* und Alf* eine Entwicklung 

Ag = -i ( rAi.-yA|A ^+jMV) ^(^j_ ^,)_ ^ . . . 
hervor. 
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Wir entnehmen daraus für die in 12. benutzten Größen P, Z, T; 

p __ T_ _. ~^_ -r -S 

BT-S" BT~"S^' MT-S" 

so daß 



PT — I« 



P + T 
PT — Z' 



^-w + -s". 




„ 1 d'H 


cos ö gif 


/ -iE^sTSP + l 





(?!e Summe der Baupthrümmungsradien der Fläche g im Punkte p dar- 
BteRen, während von -rf^^f die Neigung der KrümmungskurTen auf % 
durch p gegen die Richtungen Kj, (5^, y^; Cjj ^21 J'a ^'btiäiigt. 

Von den Relationen (14) ausgehend, erhalten wir folgende Ausdrücke 
für It, S, T allein durch die Funktion B = H{&, j/j): 



(17) 



Dabei wird immer -R > 0, BT—S^>0, und in diesen Ungleichungen 
sind bereits die allgemeinen Bedingungen (1) — (4) für die Stützebenen- 
funktion H völlig eingeschlossen. 

Setzeil wir die Determinante hc,:;-^, v-- zu ihrer linken Seite mit 
I '2*' dij' I 

der Determinante 1 der Substitution (11) zusammen, so finden wir sie 

^B:(ET-S^)sm&, so daß aus (15): 

(18) df^(RT-S')d(o 
und aus (16): 

(19) 7 = 1 fHili T - S^) da 
hervorgeht 

Das Yölv,mm V erscheint hiernach als ein geivisser homogener Ausdriick 
dritten Grades m den Werten H(%,f). 

15, Ist ein konvexer Körper S die foeuze einer unendlichen Reihe 
vollkommener Ovaloide Q', D", . . ., so konvergieren die Volumina dieser 
Ovaloide nach dem Volumen von S. Man erschließt diese Tatsache ganz 
allein mit Hilfe des TJmstandes, daß, wenn ein Ovaloid ein anderes in 
sich enthält, das eretere stets ein größeres Volumen besitzt. Femer kon- 
vergieren die Koordinaten der Schwerpunkte von C, £l", , . . nach den 
Koordinaten des Schiverpunktcs von ^. 
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% i. Scharen konvexer Körper. Gemischtes Tolumen dreier Körper. 

16. Sind Ifj, S^, . . ., H^ die Siützebenenfuabtioneii Ton m konvexen 
Körpern S:^, ^g, . . ., S„„ so genügt die Funktion 

S(u, V, w) = fi-ffi(M, V, w) + t^H^{u, «,») + ■■■ + f^-ff^C«, ß, «')' 
wenn die Parameter t^, t^, . . ., t,^ sämtlieli ^ 0, aber nicht dnrcliweg = 
sind, stets ebenfalls allen Bedingungen (1) — (4) in § 1 und bildet daher 
wiederum die Stützebenenfunktion eines konvexen Körpers, Diesen Körper 
bezeichnen wir durch 

(20) t - ^1^1 + ^a^a + ■ ■ ■ + t^^^ 

und die Gesamtheit aller in solcher Weise aus gegebenen Gmndkörpern 
£; herzuleitenden Körper ® nennen wir eine Schar konvexer Körper. 

17. Sind ^^, S'a, . . ., ^„ vollkommene Ovaloide, so gilt das gleiche von 
jedem Körper Sl der Schar (20). Bezeichnen wir die Punkte auf den 
Begrenzungen von ^, ®;, in welchen eine bestimmte (und die nämliche) 
äußere Normale cCjßjy vorbanden ist, mit x,y,s\ x^,yi,^i, so finden wir 
auf Grund der Gleichungen (14) die Beziehungen gültig: 

(21) x = t^x^ + t^x^-\ h^A, -- ■■ 

SteUcn wir nun das Volumen V von §L gemäß der Formel (16) dar, so 
resultiert mit Rücksicht auf diese Gleichungen (21) für V ein homogener 
Ausdruck dritten Grades in den Parametern t^■. 

(22) 7=2'^w^;M. Cj',^:,^= 1,2,. -..'«); 
die Koeffizienten F^^, mit nicht lauter gleichen Indizes denken wir uns 
dabei so eingeführt, daß sie bei Permutationen der Indizes sich nicht 
ändern. Ein jeder Koeffizient F^j, ist allein von den drei zugehörigen 
Körpern Sj-, Sj, S^, abhängig; wir bezeichnen ihn auch mit F(ffij, S,,, Slj) 
und nennen ihn das gemischte Volumen der Körper S^, Sj, S,, 

18. Betrachten wir nun das gemischte Volumen V^^2.= ^(®ii ®a, ^s) 
dreier vollkommener Ovaloide ^,S'j, S'j. Schreiben wir 

und definieren die analogen Ausdi-ücke für die Permutationen der Indizes 
1, 2, 3, £0 ist 

6 Vn, - {^12, + Jis.) + (/ni + J'n,} + (J'si. + -^asi). 
Nun gilt 

t//wI '" "'■ Hl "*■'* - ^«' - ■^» + t//j 'u -.. imV"*' 
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Die linken Seiten in diesen zwei Gleichungen sind gleich Null, weil die 
Integranden Differentialquotienten nach &, bzw. iIj sind und die Integra- 
tionen sich über die ganze Eugelfiäehe E erstrecken. Durch Subtraktion 
der damit hervorgehenden Relationen folgt nun 

(23) J,„ + J,,, - ,r„ + ./„„ 

und durch zyklische Vertauschung von 1, 2, 3 hier finden wir weiter 
diese Ausdrücke = Jg,^ + J^^^, so daß sich 

herausstellt. 

I diu d^ i 

Multiplizieren wir in Jigj die Determinante \x^, „^ , -~f\ zur linken 
Seite mit der Determinante 1 der Substitution (11), und bezeichnen wir 
die den Formeln (17) gemäß herzustellenden Ausdrücke E, S, T für 
Si, ^2, % mit den entsprechenden Indizes, so entsteht 

^, - ifs, {li, T, - S, S,) dm ; 
analog drücken wir Jj^g aus, und wir erhalten endlich 

(24) 7ia3 = ~J H^(R^Ts-2S,Ss + T,Ii^)dco. 

Nach der Gleichung (23) besteht für diesen Amdruck die widttige Eigen- 
schaft, daß er hei beliebigen Permutationen von 1, 2, 3 semen Wert nicht 
ändert. 

19. Wir knüpfen an diese Formel einige einfache Bemerkungen an. 
Die Größen B^, Sg, T^ bleiben bei einer Translation von ffi^ ungeändert, 
mithin bleibt dabei auch F^gg ungeändei-t, und da F^jg = Y^ -= V^^^ ist, 
so folgt allgemein: 

Der Wert V{^^, ^^t ®a) ^^^i^t hei beliebigen Translationen der ein- 
zelnen Körper S^, Sj,, Äg ungeändert. 

Der Ausdruck B^T^ ~ 28^S^ + T^H^ ist als die Simultaninvariante 
zweier positiver binärer quadratischer Formen stets > 0. Hat S, den 
Kulipunkt im Inneren liegen (was sich stets durch eine Translation von 
Ä\ hervorrufen läßt), so ist durchweg H^{d',if)':>0 und also dann auch 
F^2j > 0. Mit Rücksicht auf den eben bewiesenen Satz gilt daher all- 
gemein: 

Die Größe ¥{^^,9:^,%) ist stets > 0. 

Ist der Körper S^ in einem anderen vollkommenen Ovaloide S.,* mit 
der Stützebenenfunktion Hj* enthalten, so gilt stets S^ii&,'4')^S:*(d;il>) 
und entnehmen wir aus (24): 

(25) F(ti, tj, Sa) ^ F(t,*, Slg, ^,). 
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Endlich bemerken wir die Regel: Ist t eiu positiver Faktor, so gilt 

(26) r{m„ ^„ tg) = tr(ß^, ^„ Sg). 

20. Sind die EÖrper S^, Sj, Sj mit einem und demselben Körper ^ 
identiscli, so wird V{S(-i,^^,^^) das Volumen von S. 

Die Stütz ebenenfanktiou der Kugel & (^x" -\- y^ -\- z" ^ 1) ist für die 
Systeme «, ß, y auf ® konstant = 1. Bezieben sieb H, R, S, T auf ein 
vollkommenes Ovaloid S und bezeichnen wir das Oberfläcbenelement dieses 
Körpers mit df, seine ganze Oberfläche mit 0, so folgt daher aus (24): 

(27) 3 r(ß, g; ^) = fiHT- S')de? = fdf=^ 0, 
und durch (23) gelangen wir noch zu dem Ausdrucke 

0=3 V{% (ä, S) = \jff{^ + T)doi. 



Andererseits wird 
(29) 



V{®, ®, t) = -i- / (Ä + T)d^ = / ^jTzrsr ^A 



die Größe p7i_ ga l^is'^ bedeutet die mittlere Krümmung am Flächen- 
element df und können wir danach 3 V(®, &, ^) als das Integral der 
mittleren Krümmung von St bezeichnen. Wir haben dann noch die Be- 
ziehung 
(30) 3 F(@, @, t) = 3 V(ß, @, @) ^Jsdw. 

21. Sind ^1,^2, , . ., S^ behebige konrese Körper, so können wir 
nach § 2 jeden dieser Körper S^j als Grenze einer Reihe vollkommener 
Oyaloide iD; darstellen. Auf Gmnd der in 19. abgeleiteten Regeln läßt 
sich dann zeigen, daß dabei ein jeder Ausdruck T(D^, D^, Qj) immer nach 
eiuei bestimmten, von der Wahl der annähernden Ovaloide unabhängigen 
Grenze konvergiert, die wir mit Vißj, ^t,, SS',) bezeichnen und das gemischte 
Vdwmerk von S^, Ä^, Ä, nennen. Es übertragen sich dann alle Regeln aus 
19. und die Entwicklung (22) sofort auf beliebige konvexe Körper. 

Für die gemischten Volumina besteben einige fundamentale Unglei- 
chungen, die in dem Satze gipfeln, daß irgend drei Körper vom Volumen 1 
stets ein gemischtes Volumen ^ 1 ergeben. Als Vorbereitung zum Nach- 
weis dieser Ungleichungen behandeln wir zunächst die entsprechenden 
Fragen für die Ebene. 
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§ 5. Ovale. Gemisehter FläcLeninhalt zweier Ovale. 

22. Wir befcraehteii jetzt Figuren in einer Ebene e ■= const. Es sei 
H^(m, v) eine reelle Funktion zweier reeller Argumente mit den Eigen- 
schaften : 

^"(0, 0) = 0, mtu, tv) = m{i(,, v), wenn t > ist, 

S(_u,v)-i- H{—u,-v)>0, wenn «,« + 0,0 ist. 
Den durch die sämtlichen Ungleichungen 

ux + vy^H(u,v) 
für alle mögliehen Systeme h, v definierten Bereich (J von Punkten x, y 
in der Ebene ^ = const, liezeicbnen wir als ein Oval in dieser Ebene, 
und wir nennen H{u, v) die Stiitzgeradmfunktion dieses Ovals. Jedem 
solchen Oval % kommt ein bestimmter Flächeninhalt, femer ein bestimmter 
Schwerpunkt zn; der Schwerpunkt wird stets ein innerer Punkt des Ovals. 
Ist s ein positiver Wert > 0, so stellt sH{u, v) wieder die Stütz- 
geradenfunktion eines Ovals vor, das wir dann s% nennen. 

23. Wir bezeichnen ein Oval 5 ^^ ein mllkommenes Oval, wenn die 
Begrenzung von g durch eine analytische Gleichung in x, y gegeben ist 
und in jedem Punkte eine hestimmte und immer nur eine Berühnmg erster 
Ordnung eingehende Tangente hat. 

Ist ^ ein beliebiges Oval mit dem Nullpunkt als Sehwei-punkt, und 
s eine beliebige positive Große, so kann man stets ein vollkommenes 
Oval g*, ebenfalls mit dem Nullpunkte als Schwerpunkt, finden, welches 
5 enthält und selbst ganz in (1 + f) ^ enthalten ist. Jedes Oval kann 
als Grense vollkommener Ovale mit dem nämlichen Schwerpunkt dar- 
gestellt werden. 

24. Ea sei 5 ein vollkommenes Oval, Il(u, v) seine Stützgeraden- 
funktion. Wir bezeichnen mit te, ß die Koordinaten eines Punktes der 
Kreishnie x^ -\- y^ = 1 bzw. die Richtung von x — 0, y = nach diesem 
Punkte, fßhren k = cosd', ß = sin^, ^ #■ < 2ro ein und schreiben 
}I{cc, ß) = Ji(d-) = H. Der EJrümmungsradiua der Begrenzung von ^ in 
einem Punkte p, wo die äußere Normale die Richtung («, ß) hat, wird 
li^H+j^^' und der Mächen Inhalt von ^ bekommt den Ausdruck: 

(31) JF-i/"if(//+gf)«. 

Wir liaben nun in bezug auf den Flächeninhalt ^ noch einige Be- 
merkungen zu entwickeln, die bald Anwendung finden werden. 
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Es sei a der Heinste, A der größte Wert von 3: in 5 und bezeichnen 
wir für ein x^a und ^ Ä mit ^(a;) die Länge der zur y-Acliae parallelen 
Sehne von g, auf welcher der betreffende Absziasenwert x konstant ist. 
Die Funktion y(x) ist im Inneren des Intervalls a^x^A regulär und 
an den Grenzen nähert sie sieh stetig dem Werte NuU. Ferner ist darin 
■^ eine mit wachsendem x stets alneltmende FunUion. Infolgedessen ist 
weiter insbesondere 



/ä- 



J ^^^ 

eine stets abnehmende und analog . ^_ eine stets wachsende Funktion 
von X. 

Der Flächeninhalt F von % hesitzt nun auch den Ausdruck 

(32) F~Jy(x)dx. 

Setzen wir, wenn a ^x ^A ist, 



/' 



y{x)äx = zF, 

so ist T -= t(x) eine solche Funktion der oberen Grenze x dieses Integrals, 

welche IcontinuierUch von bis 1 sunimmt, während x von a bis A läuft, 

und honnen wir daher wmgehehrt die obere Grenze dieses Integrals cds eine 

bestimmte Funktion x (r) des Wertes t im Intervalle ^ t ^ 1 einführen. 

Dabei gut 

,jf-F, '^-2F'jt- 
■'dz ' «T ax 

Nach der zweiten Gleichung hier wird -^— eine mit wachsendem % stets 
abnehmende Funktion von %\ infolgedessen ist weiter — eine stets ab- 
nehmende, ^^^ eine stets zunehmende Funktion von x. 

Die Länge der Sehne 6c von ^ auf der Geraden x= - ■ ■ , also 
f ( — i — \ sei = h. Die Tangenten an g in den Endpunkten dieser Sehne 
bilden mit den Geraden a; = « und x^ A ein Trapez, welches ^ ganz 
in sich enthält; also folgt 
(33) {Ä - a)h ^ F. 
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Andererseits enthält % <las Dreieck abc mit jener Sehne fic als Basis ond 
der Spitze in dem Punkte a von %, für den x = a ist; daher gilt 

woraus mit Rücksiclit auf (33) nun t f — ^ — j > -7- hervorgeht; analog 
finden wir tI— ^ — ) "^"T' 

Für einen Wert t>— fajlt danach stets ^^(t) > - -^— ans; da 
-j-^ — und j-^ — mit wachsendem x hzw. r zunehmen, hahen wii' alsdann 

woraus mit Bücksieht auf (33) sich 

(34) A-x{,)<(A-a)yu^ 

ergiM, und erhalten wir andererseits 

•_ ^ ?! > A i. r -> i. S^il _^1_ ^ 



(35) 



Nehmen wir an, der Schwerpunkt von ^ liege im Nullpunkte, so 
führt die Betrachtung der :r-Koordinate des Schwerpunktes zur Gleichung 

= -p I xpdiB = / xdr, 

woraus durch partielle Integration 

(36) A= fxdx, A^fJ^-^ 

folgt. Zerlegen wir J^ iii die Dreiecke mit a als Spitze und den einzelnen 
Bogenelemeuten des Umfang von % als Grundlinien, so ist für den 
Schwerpunkt eines jeden dieser Dreiecke offenbar A^ x^ —(A — a) und 
muß die gleiche Relation daher auch für den Schwerpunkt von % selbst 
gelten, d. h. wir haben 

(37) J->^- 

25. Es seien %^ und (5a ^^^i beliebige Ovale und II^{u,v), S^(u,v) 
ihre Sttttzgeradenfunktionen ; alsdann bildet (1 — i)Si^(u, v) + tS^iu, v), 
wenn i > und < 1 ist, immer ebenfalls die Stützgeradenfunktion eines 
Ovals, das mit 5 — (^ "~')5i + ''^s bezeichnet werde. Dieser Hersteilung 
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TOn (5 steht folgende Erzeugungsweiae deseelben Ovals dual gegenüber. 
Man vei-binde jeder. Punkt fj von gj mit jedem Pnnkte f^ von ^^s ^^^ 
teile immer die Verbindniigs strecke f^f^ in einem Punkte f so, da^B 

ist (d. h. daß die Längen der Strecken f^f und ffg sich wie t: 1 ~- t ver- 
halten). Die Menge aller verschiedenen Punkte f, die auf diese Weise 
gefunden werden, bildet dann genaii den Bereich des Ovals (J. Bei dieser 
Konstruktion von ^ denken wir uns zweckmäßig ^i und 3'2 ii ^^wei ver- 
schiedenen Ebenen is = const, etwa ^i in £^ = und 5a ™ s = 1 gelegen; 
alsdann stellt i5 = (1 ■— 03^1 + ^5a ^^^ Schnitt des kleinsten, die beiden 
Ovale (5j und ^a ganz enthaltenden konvesen Körpers mit der Ebene 

Der Flächeninhalt des Ovals J5 besitzt einen Ausdruck 
(38) F=(l- ifF,^ + 2(1 - i)tF,, + i'F^„ 

wobei F^^ den Flächeninhalt von S^, F^^ den von gj und Fj^^ ß™^ weitere 
Konstante bedeutet, die wir den gemischten FlächeninJiaU von (5i ^uid %^ 
nennen. F^^ ändert sich nicht bei beliebigen Translationen von ^^ oder 
von %^. 

Sind J5i und ^^ vollkommene Ovale, so finden wir, von der Formel 
(31) ausgehend, 

F„ -i/if, {H, + ?#)*- i/^.(^, +^#)*, 

worin H^ für H^ (cos ©■, sin ö') und S^ für ffj (cos -9', sin S-) steht. 

Steht 55a die Kreisfläche a;^ + j/* ^ 1 vor, so ist S^ hier konstant = 1, 
i^gg = 31 und wird 2F^^ die Länge des ümfa/ngs von ^i- 

26. Wir wollen nun den Satz heweiaen, daß stets > 



(39) -Fiä^y^^i^- 

Diese Ungleichung ist gleichbedeutend mit folgender Beziehung für den 

in (38) entwickelten Ausdruck F: 

(40) v^ ^ (1 - *)y^ + i y^^- 

Von besonderem Werte ist es, auch die örenzfäUe der Ungleichung 
(39) mit aufzuklären. Wir werden den Zusatz gewinnen, daß in dieser 
JJngleichimg dann tmd nwr dann das GUichkdtszeichen emtritt, wenn %■^^ 
und (^2 homoihetisck sind (d. h, auseinander durch Translation und Dila- 
tation hervorgehen, miteinander ähnlich und ähnlich gelegen sind). 

Wir denken uns der Einfachheit wegen den Schwerpunkt von ^^ 
wie den von %^ im Nullpunkte gelegen (was stets durch Translation 
dieser Ovale zu erreichen ist). Alsdann sind Sj^(a, ß) und H^iiXjß') 
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immer > 0. Auf der Kreislinie a^ •}■ ß^ — \ hat die daselbst stetige 
Funktion 

VF,, ff, («,!?) 
ein bestimmtes Maximum, das wir D nennen. Dieser Wert bat die Be- 
deutung, daß das Oval —^^„ Tom FMcbeninhalt 1 im Oval —=?i. vom 

Flächeninhalt s^ enthalten ist, vrenn s^D ist, aber nicht ganz darin 
enthalten, wenn s < D ist. Sind %^ und g^ homothetiseb, so decken sich 
die Ovale — ^^^?c» und — ^^^f?, und ist daher auch ihr gemischter Fläehen- 

Inhalt = 1, also F^^ = Y^u~^^ "^*^ wird andererseits U = 1. 

Jetzt verfolgen wir die Annahme, daß g^ und g^ «icA* komothetisch 
sind. Alsdann muß D > 1 ausfaUen. Wir werden nun eine Ungleichung 
aufstellen 

■_-^-_ - 1 > nrm 
yF„F,, ^ ^ " 

worin TT(D) eine stetige Funktion von B sein wird, die für ein D > 1 
stets > iat. Diese Beziehung setzt dann in Evidenz, daß stets F^^ > ^Fw^^ 
wird, wenn ^j und Js nicht homotheiisch sind. 

Eine Besiehung von diesem Charakter mit einer stetigen Funktion T[(I)) 
iraucM offenbar mir für vollkommene Ovale erwiesen su werden. Durch 
unseren Hilfssatz in 23, über die Annäherung eines beliebigen Ovab durch 
vollkommene Ovale gilt sie dann sofort für alle Ovale. 

27, Es seien nunmehr ^^ und (^^ zwei vollkommene Ovale und sie seien 
nicht homothetisch. Wir drehen die Koordinatenachsen um den Nullpunkt 
derart, daß die positive 3>Achs6 in eine solche Richtung fällt, wofür die 
Funktion (41) ihren größten Wert D erhält, d. h. also, wir nehmen 

(42) Vß,S.V.O) _j, 

an. 

Es sei jetzt ( irgendein bestimmter Wert >0 und < 1; wir ge- 
brauchen für das Oval ?^ = (1 — 0(5i + ''Ss ^^^ Zeichen a, A, y{x) in 
derselben Weise, wie sie für ein Oval ^ in 24. erklärt sind; die ent- 
sprechenden Größen für j5i ^^^ %s bezeichnen wir mit a^, A^, J/i(a;), 
»g, A^, y^tx); insbesondere ist A^ = IIi(l, 0), ^^ = ^^(l, 0). Alsdann 
bestehen für a und A, den kleinsten bzw. größten Wert von x in %, die 
Ausdrücke 

(43) a = {l~f)a, + ta^, A = (l-t)A^+tA,. 
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Die Flächeninhalte von ^^i ^'^^ Ss stellen wii- gemäß der Formel (32) dar: 

(44) I\,-^^y,{x)ix, F„-ß,(if,dx. 
Wir setzen nun, wenn a^ ^x^-^ Aj, a^ ■^x^^A^ ist, 

(45) jy^(x)dx = ri\^, jy^{x)dx - %F.^^ 

ond fahren die oberen Grenzen dieser Integrale als Funktionen «((t), x^ix) 
des Wertes t ein, der sieh im Interyalle ^ r ^ 1 bewegt. Indem wir 
unter t in diesen beiden Funktionen ein und dasselbe Argument ver- 
stehen, wird ein gewisser Zusanmienhang zwischen den zur j/-Achse 
parallelen Sehnen von 5^ und von %^ hergestellt.*) 

Wir ziehen jetzt die in 25. angegebene Methode zur Erzeugung des 
Ovals (5 aus den Punkten von %^ und g^ heran und bringen sie zuimohst 
auf die Punkte der Sehne |)i()i^ von 5i ^"f <^ör Gferaden x = x^{x') und 
der Sehne p^q^ von %^ auf der Geraden x =- x^[r) in Anwendung; dadurch 
erkennen wir, daß zu 5 ^^^ "^^^ Geraden 

(46) x = {l-t)x^{r) + tx^{x) 

jedenfalls alle diejenigen Punkte gehören müssen, welche diese Gerade 
aus dem Trapeze PittiflaVs berausschneidet. Die Längen der Sehnen p-^Cd 
und p^qa sind ^i(a:j(«)) bzw. y^(x^(:t)'); danach muß für die Länge y(x) der 
Sehne pq von ^ ^nf der durch (46) angewiesenen Geraden jedenfaUa die 
Ui^leichung 

(47) y{x) ^ (1 - 03/i(^iW) + ty^ixM) 
gelten. 

Für den Flächeninhalt F des Ovals % haben wir 



-Jy{x)d 



F ^ j y(x)dx- 

Nun wächst die durch (46) gegebene Funktion x kontinuieriicb und läuft 
nach (43) in den Grenzen a bis A, wenn r von bis 1 zunimmt, und 
können wir sie daher als Vai-iable in dieses Integral für F einführen. 
Schreiben wir zur Abkürzung x^, y^ und x^, y^ für x^{t), yiixj^{r)') und 
^sC*)» J/gl^af^)) '^'^^ machen von (47) Gebrauch, so ergibt sieb 

') Die Idee dieser Zuordnung der parallelen Sahnen in uwei Ovalen nach dem 
VeiliältniB der je zwei Flächen stocke, in welche sie die Ovale Betsclmeiden, rührt 
von Herrn H. Brunn her (vgl. Ovale u'«.d Eißächen, Inauguraldissertation, München, 
I8S7, S. 23), 
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Jetzt ziehen wir den Äuadmck (38) für F lieran und benutzen die ( 
I (44); dadurch erhalten wir 



Hiei' führen wir geniäß (45): 



äx^ i'^j rffl-j 



ein, und wir erzielen endlich 



(48) 2^, - T/f^A) -nß '' ^•-;: i"^"'' ä,. 

Andererseits haben wir der Formel (30) zufolge: 






mithin 

(49) Jb 

]\Iit Hilfe der letzteren Beziehung suchen wir eine positive untere 
Grenze für das Integral auf der rechten Seite in (48) herauleit«n; dabei 
entsteht eine Sehwierigkeit durch den Umstand, daß 7;=^ bei Annäheruns 
an T = 1 über Jede Grenze hinauswächst. Es sei nun d eine positive 
Größe < — , so gilt 

mit Büelrsieht auf (34) und (37) finden wir die' rechte Seite hier < SA^ \/~d , 
und wir erhalten aus (49) die Ungleichung 

(60) /■-^f,^^^ r,r >{D(l--6Vi)-i)^^. 

Die Ungleichung (48) bleibt bestehen, wenn wh die Integration 
reehta nur bis zur oberen Grenze 1 ■— ij erstrecken. Im Intervalle bis 
1 — iJ sind zufolge einer iu 24. gemachten Bemerkung ■— und r^ 
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beständig abnehmeude Funktionen und haben wir mit Rückeicht auf (35) 
und (37) und auf t < 1 durchweg 

damit erhalten wir aus (48) die Beziehung 

Bezeicimen wir den Integranden in (50) zur Abkürzung mit V, so ist 



> 



I (V + sfdT 

für jeden reellen Wert von s stets ^ und gilt infolgedessen 

1 - (i i-ä 

(51) /i"<!»>t^(/h' <;«)"■ 

Diese Beziehung führt uns nun mit Rücksicht auf (50) und, wenn wir 
noch hier rechts 1 — Ä im Nenner durch 1 ersetzen, zu 

Das Masimum Ton 3]/* (D - 1 - SDl/ö) tritt für Sy^^^^^ein, 
■wobei S<Ti! ^^0 gewiß < — ist, und wird ^ ^ in ^^^ diesem 

Werte von S entsteht, wenn wir noch Ton (42) Gebrauch machen: 

■^'is -, -. 1 (D — 1)' 

(52) yJ^^-l>^-'J^- 

In der hier geschriebenen Form (mit dem Zeichen ^) überträgt sieh 
diese Relation unmittelbar auf beliebige Ovale; sie liefert in der Tat den 
Satz, daß stets F^^ > V-fii -^aa ^j wenn %^ und %^ nicht homo&etisch sind-. 

28. Nehmen wir für ^^ eine Kreisfläche vom Radius 1, so bedeutet 
2i^jg die Länge des Umfangs von |gj, während Fo^ = ir zu setzen ist. 
Die für diesen Fall aus (39) entstehende Ungleichung 

besagt, daß jedes Ovnl, ivplche? mn emein Kreise verschieden ist, immer 
Memeren Inhalt besitzt ah ein Kreis von demselben Umfange. Diese Aus- 
sage läßt sich sogleich auch auf nicht konvexe Flächen ausdehnen, indem 
zu jeder abgeschloHsenen und zusammenhängenden Figur, welche nicht 
ein Oval vorstellt und welcbei ein bestimmter Flächeninhalt und eine 
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bestimmte Länge des Umfanges zukommt, immer ein bestimmtes kleinstes, 
die Figur ganz enthaltendes Oval gehört, und für dieses der Fläcbeninhalt 
größer, der Umfang kleiner ausfällt als für die Ausgangsflgur. 



§ 6. Eino ku))ische rngleiclmng für die gemischten Tolumina. 

29. Wir suchen jetzt die entsgre eben den Tatsachen für den K.aum 
abzuleiten. Zunächst schicken wir einige Hilfsbemerkungen voraus. 

Es sei S ein vollkommenes Ovaloid, c der kleinste, C der größte 
Wert von s in S; für jeden Wert .? ^ c und ^ C bezeichnen wir mit 
%(0) den Schnitt vonSl mit der Ebene, in welcher der betreffende Wert 2 
konstant ist, mit (ffn))^ den Flacheninhalt von (^(2). Für die Worte im 
Inneren des Intervalls c^z^C stellt %(s) Ovale vor und ist die Funk- 
tion f{z) immer regulär, an den Grenzen nähert sich f{z) stetig dem Werte 
Null. Ist c < / < 2 < g" < C, « - (1 — ty + t/', so enthält das Schnitt- 
oval %(0), da ^ ein konvexer Körper ist, jedenfalls das ganze durch 
(1 — - i)%(s') + iJ5(^") dargestellte Oval in sich und gilt daher zufolge der 
Ungleichung (40) sicherlich 

/■(r)ä;(l-i)/-M + V(0. 
Auf Grund dieser Eigenschaften erkennen wir, wenn wir ^ und f als 
rechtwinklige Koordinaten in einer Ebene deuten, daß der Bereich 

(53) c^^^C^, ^^f^fi/) 

ein Oval in dieser Ebene vorstellt, und nimmt infolgedessen -~f - mit 
wachsendem s beständig ab. 

Das Volumen V von S drückt sich durch 
c 

(54) r-f(f(f))'d, 

aus. Setzen wir nun, wenn c<is<iC ist, 

JV(2))'Äa-.F, 

SO wächst T = t(^) kontinuierlich von bis 1, während die obere Grenze z 
von c bis C zunimmt; wir können dann umgekehrt die obere Grenze ? 
dieses Integrals als eine bestimmte Funktion s(t) des Wertes t einführen, 
die ihrerseits kontinuierlich von c bis G zunehmen wird, während t von 
bis 1 wächst. Dabei gilt, wenn wir zur Abkürzung f{e{x)) = f setzen, 
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Wir entnehmen daraus ■weiter 

dr du ' 

so daß aueh -^ mit wachsendem t beständig abnimmt; infolgedessen wird 
weiter — eine beständig abnehmende und andererseits eine beständig 

zunehmende Funktion von t sein. 

Betrachten wir wieder das durch (53) bestimmte Oval in seiner 
^^-Ebene. Es sei h die Länge deijenigen Sehne dieses Ovals, auf der 
2 =- -i— ist, also 7i = /'r~ j. Die Tangente des Ovals im Endpunkte 
f ■'•h dieser Sehne bildet mit den Geraden s = c, 3 = (7 und /" = ein 
Trapez, in welchem das Oval ganz enthalten ist; dadurch ergibt sieh 

(55) V<^(C~c)h\ 

Andererseits ist das Dreieck mit jener Sehne als Baais und der Spitze 

s=c, f=0 ganz im Bereiche s^~^— des Ovals enthalten, und geht 

hieraus 

i (C -<,)/.> <,{i±?)F 

hervor; mit Rücksicht auf die Belation (55) erhalten wir sodann 
Analog finden wir 1 — t (— |— ) < y > ^^^° "^ ("a ) 



Für einen Wei-t ^ > ir wird demnach immer z(t) > 



t±^ 



folgt dann 



m 
G — e 



(1 ~ r) F =J{mr d0 > 1 1^ h\ 



woraus mit Hilfe von (ÖÖ) die Ungleichung 

(56) c_^(^)<(C-c)VT^^ 

hervorgeht, und es ergibt sich ferner 

Nehmen wir den Schwei^punkt von S im Nullpunkt gelegen an, so 
führt die Betrachtung der 2-Koordinate dieses Schwerpunkts zur Gleichung 



(68) 



_ i Cnf'de -feät, G -Jxdi - vj'p ■ 
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Zerlegen wir ü in lauter Pyramiden mit der Spitze in demjenigen Punkte 
von Sj für den 2 = c ist, nnd mit den einzelnen Obei-flächenelementen 
von S als Grundflächen, so ist für den Schwerpunkt einer jeden dieser 
Pyramiden C — ^ > -j- (C — c) und gilt daher die gleiche Relation auch 
für den Schwerpunkt Ton ^ selbst, d. h. man hat 

(59) C-c<iC. 

30. Es seien jetzt S^ und S3 zwei beliebige konvexe Körper mit 
den Stützebenenfunktiouen H^ und R^ und ( ein heliebiger Wert > 
und < 1. Verbindet man jeden Punkt I^ Ton S^ mit jedem Punkte fg von 
^3 und teilt die Strecke l^t^ immer in dem Punkte f = (1 - t)t^ + t%, so 
erfüllt die Gesamtheit aller verschiedenen in dieser Weise entstehenden 
Punkte I genau den konvexen Körper S = (1 — ijSt^ + i^^i ^^^ ^^^ Stütz- 
ebenenfunktion /f = (1 — i)Ri + ^2 besitzt (vgl. hierzu die Formel (21) 
in § -i) Das Volumen dieses Körpers S wird durch einen Ausdruck 

(60) V^(i-tfVa + ^i~ t)HV^ + 3(1 - i)f V^ + f V, 
dargestellt, worin Vg, V^, Fj, Fg die gemischten Volumina 

(61) 7(t^, Sj, tj, F(Ki, S^, ts); HS^i, ^a, ^s), HK ^a> ^) 
bedeuten, insbeeondere also F^ das Volumen von S'j und Fg das von ^^ 
vorstellt. Diese vier Konstanten bleiben bei beliebigen Translationen von 
Ä\ und von Sj ungeändert. 

Wir wollen nun den Satz beweisen: 

Für diese Konstanten im Ausdruck von V gilt stets die Ungleickimg 

(62) Fjä ^ Fo' F3 

und swar tritt Mer das GleicMeitsgeichen dann und nur dann ein, wenn 
S^ imd Sj Jiomoihetisdi sind (auseinander durch Translation und Dilatation 
hervorgehen). 

Wir denken uns von vornherein mit S^ und S^ solche Translationen 
vorgenommen, daß sowohl der Schwerpunkt von Ä^ wie der von Sg in 
den Nullpunkt zu liegen kommt. Alsdann sind die Stützebenenfunktionen 
dieser Körper, S^(u, v, w) und H^ (m, v, w), für alle Argumente u, v, w + 0, 0, 
stets > 0. Es sei D das Maximum der Funktion 

auf der ganzen Kugelfläclie (S (a* -{- /5* 4- y^ = l)j alsdann ist der Körper 
■0-=^ S*, vom Volumen 1 im Körper -0-7= Ä, vom Volumen s* enthalten, 
wenn s ^ D ist, aber nicht ganz darin enthalten, wenn s <^ D ist. Wenn 



(63) 3,^ 
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^ und Sg homothetiach sind, gilt Z) = 1 und entnehmen wir aus der 
Regel (26) in 19., da£ alsdann A _ ^ = ^ „nd daher V^^ = V^^ V^ ist. 
Sind ^^ und S^ nicht homothetisch, was wir jetzt annehmen wollen, 
BO fällt D > 1 ans, und wir werden zeigen, daß alsdann eine Ungleichung 
b^teht: 

worin TT(D) eine stetige Funktion von D vorstellt, welche für ein J5>1 
stets > ausfällt. Eine derartige Relation mit einer stetigen Funktion 
TT(-D) braucht nur für vollkommene Ovaloidö S^, S^ bewiesen zu werden; 
vermöge unseres Hilfssatzes aus § 2 über die Annahemi^ beliebiger 
konvexer Körper durch vollkommene Ovaloide gut sie dann Bofoi^t für alle 
konvexen Körper. 

31, Es seien jetzt ffi^ und Sg zwei vollkommene Ovaloide und sie 
seien nicht einander homothetisch. Wir geben den Koordinatenachsen 
eine solche Lage, daß die positive «-Achse in eine Richtung fäUt, wofür 
die Funktion (63) ihren gröJJten Wert Z> annimmt. Wir rerwenden die 
Zeichen c, C, ^(s), f(s) für den Köi-per R = {l - t)^, +m^, wie sie 
für den Körper ® in 29. erklärt sind, und bezeiclinen die entsprechenden 
Größen und Bereiche in bezug auf S^ oder % analog unter Hinzufüguug 
des Indes 1 oder 2. Alsdann ist C^ = ^^(1, 0, 0), C^ = ^^^(l, 0, 0) und 
nach der eben gemachten Voraussetzung wird 

(64) p^-=l.>l. 

Der kleinste und größte Wert von in ffi bestimmen sich gemäß 

(65) c = (l -t)o^^tc^, C=(l-t)C^ + tC^. 
Wir setzen nun, wenn e^ ^ ß^ < 0^, Cg < ^^ ^ Q ist, 

(6e) J(f,{z)fäs-zr„ f{f,i.i,-))'di-rr„ 

und führen umgekehrt die oberen Grenzen dieser zwei Integrale als Funk- 
tionen ^i(t), s^(r) der Variablen r ein, die sieh im Intervalle O^r^ 1 
bevregt. Indem wir für r in beiden Funktionen dasselbe Argument ver- 
wenden, erhalten wir eine gewisse Zuordnung der Schnitte tJiC^iW) ^^n 
^1 und ^^(^aW) von Sg . 

Andererseits stellen wir das Volumen von St in der Formel 

(67) y-Jmfi, 
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dar. Setzen wir 

(68) r-(l-i)2,W + te.W, 

SO nimmt diese Funktion von r, wenn r von bis 1 läuft, kontiiiuierlicli 
wachsend die Werte Ton c bis C an. Wir wenden nun die in 30. erörterte 
Konstruktion, welche aus den Punkten TOn S'j und von Sg die Punkte 
von Ä herzuleiten gestattet, speziell auf die Punkte f^ von S^ in seinem 
Schnitte Si{^i(t)) und die Punkte fg von $t^ in seinem Schnitte "^^{ß^ix)) 
an, wobei r irgendein Wert > und < 1 sei. Die Menge der dabei 
hervorgehenden Punkte f = (1 — fi +^fa bildet alsdann genau den Bereich 

(69) (l-()g,(«.W) + fg,(2,W) 

in derjenigen Ebene s — const., die durch den Wert s in (68) bestimmt 
ist; danach muß der zu diesem Werte z gehörige Schnitt %{i) von S 
gewiß den ganzen Bereich (69) in sich enthalten. Ziehen wir die Rela- 
tion (40) aus 26. heran, so geht daraus 

(TO) /■(«) ä (1 - ') U (3.W) + V>(».M) 

hervor. Aus (67) erhalten wir nunmehr, wenn wir für 3i(t), /i(^iW), 

^s(^)) /sC'^aW) *''^'" Abkürzung z^, f^, s^, f^ schreiben: 

y^fia-fiu + '«"((1 -oS + <^)<j». 

Wir verwenden jetzt den Ausdruck (60) für V, machen noch von 

Gebrauch und lassen endlich in der entstehenden Ungleichung die Größe t 
sich der Grenze Null nähern; dadurch kommen wir zur Ungleichung 



3F,ä/(A'S+W.'!,*)'' 



Nach den Gleichungen (66) haben wir 
und so ergibt sich weiter 
Setzen wir 



(71) 



^^" " Vk' 
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SO läßt sicli diese letzte Ungleichung in 

(72) 3 Cv^= - 1 ■) ^ flf4 _ 3 + ^Wt ^ fa --y,)'(9, + g'F.) ^^ 

umwandeln. 

Andererseits haben wir gemäß (58): 

mithin 

(73) /k^l^=-)i£i±^^ rfr = ^L - ^ = (,D- 1) ä^i. > 0. 

Nehmen wir jetzt eine positive Größe d <-g- ^ii. so wird unter Ver- 
wendung von (56) und (59): 

i-i ^^ i-'I ^^ ^"^s 

und mit ßücksicht hierauf folgt aus (73): 
i-S 

(74) f(^i.-<Pi>^Ei±^Ä)^dr>iD(l^4:m-l) 5-^- 

Die Ungleichung (72) bleibt gültig, wenn wir auf der rechten Seite 
die Integration nur bis zur oberen Grenze 1 — iJ erstrecken. Bezeichnen 
wir den Integranden in (74) mit ¥, so wird der Integrand in (72): 

(75) (5L±iM^Y^ 

Nun ist im Intervalle < r ^ 1 - d zufolge (57) und (Ö9): 

wobei von den zwei unteren Grenzen hier wegen (64) die erste die größere 
ist; andererseits hat man %^^^x~^^"4"' '''^^^ Vi^fa ^^^> "^'^ 
?ii^i+J4?)^A wenn w,> w, ist. Danach fäUt der Faktor von "V^ 
in (75) im Intervalle < t < 1 — d stets 

^ 27 fr,r^ ,4 

7^-61 f^'^« 
aus. Auf Grund der auch schon früher verwandten Hilfsformel (51) er- 
halten wir nunmehr: 
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Das Produkt (4v'^)^(.D — 1 — 4 V^D) nimmt seinen größten Wert für 
4y d = — g-^ — ^ an, wobei i5<— -, also sicher <-ö" ist, und wird dsmn 
~ — 27 ;r — ' ■^^^ diesem Werte für iS folgt endiieh 

In solcher J'orm überträgt sich diese Ungleichung sofort auf zwei 
beliebige konvexe Körper ®j und Äg und setzt in der Tat in Evidenz, 
äaß, wenn S^ und S^ nieht homothetisch sind, stets 

ausfällt. 

32. Vertauschen wir die Rollen von S^ und Sj, SO treten, wie aua 
(61) zu ersehen ist, an Stelle von V^, V^, Y^, V^ diese Größen in nm- 
gekehrter Folge und gebt aus Tj > YVq^ Y^ ^^^ Ungleichung F^ "^/V^V^ 
hervor. Diese zwei Ungleichungen zusammen ergeben für den Ausdruck V 
in (60) die Abschätzung 

(77) Vy>0--t)Vv^+tyv^. 

Bezeichnen wir das Minimum der Funktion (63) auf der Kugelfläehe 
@ mit d, so ist der Körper -=-^ Ä, = ü, ganz im Körper ^7=^ ^s = Sa 
enthalten; infolgedessen gilt: 

F(83, ß„ß,)^ F(£i, Ö„S,), 

i^.'^!^, -1 _ 1 > - ^' 1 ■ 

Verbinden wir hiermit die Ungleichung (76), so folgt 



Vertauschen wir die Rollen von ^ und B^, so ist D durch -^ und 
(? durch -^ zu ersetzen und dürfen wir mithin in dieser Relation (78) noch 
D und -3- miteinander vertauschen. 

33. Kehmen wir für ^3 eine Kugel vom Radius 1, so ist Fg = -^ 
und 3 Fj definiert uns die Oierfläche von Sj . Die aus (62) entstehende 
Ungleichung , 
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Jede» JiOmeve Korpm, udehpr nicht une Kugd ist, iesiM immer eine 
größeie Obeiflacke als eine Kugel von demsähen Volumen.*) 

Es sei jetzt Ä^ zunächst ein voUkommenes Ovaloid. Wir bezeichnen 
mit Jf em Element dei Be^ienzuag von tti, mit a, ß, y die äußere 
Konnale dieses Element«, mit ila^ em Element der Kugelfläche (5, mit 
«*j ß^^ y^ die xuBere Noi-male von Ja^ Alsdann hat die orthogonale 
Projektion dtr Begrenzung von S^ auf eine zur Richtung a*, ß*, y* senk- 
rechte Ebene einen Flächeninhalt 

Das arithmetische Mittel aller Größen F(a*, ß*, y*) in hemg auf alle 
moglichm Siehiittigen (a*. ß*, y*) wird nun 

=^^^^~~^ - i//l ««■' + W + rr* I ÄZ-Äo» —!-/<*/■- i 7, , 

d. i. gleich dem vierten Teile der Oberfläche von S:^. Dieses Resultat über- 
trägt sich sofort von vollkommenen Ovaloiden auf beliebige konvexe 
Körper. Verbinden wir damit den vorhin gefiindenen Satz, so ergibt 
sich die Folgerung: 

Jeder honvexe Körper, der nicht eine Kugel ist, besitzt stets unter den 
ihm umbeschriebmen Zylindern solche, welche einen größeren Querschnitt haben 
als die einer Kugel von demselb&i Volwmen wie der Körper umbesckriebenen 
Zylinder. 

34, Wir nehmen ferner für ^ den Würfel von der Kante 1: 
l^^l l^^l i^^i 

für diesen Körper ist 3^{<i, ß, y) ^ ^{\a\ + \ß\ + \y\) \mA stellt infolge- 
dessen 3 Fl - 3 F(t„ ^,, SJ nach (24) und (18) die Summe der Flächen- 
inhalte der drei aentrechten Projektionen des Körpers ®j auf die drei 
Koordinatenebenen dai-, während V^ — 1 ist. Ans miserer allgemeinen Un- 
gleichung (62) folgt hier der Satz: 

Wird ein konvexer Körper vom Volumen V senkrecht auf drei sueimmder 
orthogonfäe Ebenen projiziert, so ist die Summe der Flächeninhalte dieser 
drei Pr<^eMonen stets ^ 3 F* wnä nur dcmn -= 3 F' , wenn der Körper 
ein Würfel mit Seitenflächen parallel den drei Ebenen ist. Unter solchen 
drei zueinander orthogonalen Proj'ektionen des Körpers befindet sich dann 
gewiß wenigstens eine von einem Flächeninhalt ^ F*. 

*) Von der Literatur nbei diesen Satz seien erwähnt: Steiner, über Masimnm 
und MiniuHiQiliei den Figuren usw., Crelleä Journal, Bd. 24, 1S42 (auch Werke, Bd, II). — 
H. A, Schwarz, Göttinger Nachrichten, 1884 (auch Ges. Abhandlungen, Bd. II), — 
J. 0. Müller, Inauguraldiasertation, Göttingen, 1903. 
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§ 7. Weitere Ungleichungen für die gemischten Tolumina. 

35. Es seien wieder ^^ und S^ zwei beliebige konvexe Körper und 
ea mögen für sie F,,, V-^, V^, Fg die bisherige Bedeutung (s. (61)) haben. 
Das Volumen eines Körpers s^S^+SgSs, wobei s^ > und f j > ist, 
hat den Ausdruck 

5/n + 3si%F, +38,VF, + an- 
wenden wir diese Formel auf einen Körper 

(1 + Si + is^^ = f 1 + K^i + s®a) 
an, wo t und s > seien, und ordnen die entstehende Formel nach t, so 
kommen wir zu folgender Bemerkung: 

Wenn S^, Äg durch %, S^ + sSg ersetzt werden, so treten an die 
SteUen Ton F^, F„ Fg, F^ die GfrÖßen 

^0' "^0 + Ä n. ■f^o + 2s Fl + s^ Fa, Fo + 3s Fl + 3s^ Fg + s' F^. 
Aus der Ungleichung F,^ — V^^ ^ ^ entsteht nun bei dieser Substitution 
die Ungleichung 

= s^(3 Fo(F,^ - Fo Fg) + s(Fjä - F^« F^)) > . 
Lassen wir hierin die positive Größe s nach XuU abnehmen, so gewinnen 
wir die folgende in den Größen F^ quadratische Ungleichung: 
(79) Vi'^VoV,. 

36. Vertauschen wir die RoUen der Körper ft\ und Sg, so treten an 
die Stelle von F^, F,, F^, Fg diese Größen in umgekehrter Folge und aus 

(79) geht die andere Ungleichung 

(80) F/ > r, V, 

hervor. 

Andererseits führen die zwei quadratischen Ungleichungen (79) und 
(80) hei Elimination von F@ zu 

mithin zurück zu der kubischen Ungleichung, von der wir ausgegangen 
sind, so daß jene kubische Ungleichung und die quadratische (T9) einander 



Doch besteht in der Abhängigkeit dieser Ungleichungen voneinander 
ein wesentlicher Unterschied, insofern als die Grenzfälle der quadratischen 
Ungleichung sofort auch die GrenzfäUe der kubischen ergeben, dagegen 
nicht umgekehrt aus den Bedingungen, unter welchen in der kubischen 
Ungleichung das Gleichheitszeichen statthat, vollkommen zu ersehen ist, 
wann das Gleichheitszeichen in der quadratischen eintritt. 
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37. Man kann nun die quidraiisehe Ungleichung Vj^ ^ Vf, V^ auch 
auf einem diiekten Wege duich analoge Überlegungen, wie sie zu der 
genaueren Ungleichung 1^76} fühlten, herleiten und gelangt alsdann auch 
zur Kenntnis dei Grenzfalle dieser quadratischen Ungleichung. Wir be- 
gnügen una hier tlas bezügliche Resultat ohne Beweis anzugeben. 

Wir bezeichnen ein« Stützebene y ^ 0' an einen konvexen Körper S 
als eine Ecl stuUehene an ft, wenn wir 9 = ii9'i+ ^g^a + ^^'s ss^^^en 
können, so daß i^ i^, t^ sämtlich > und <p^ ^0, 9)3 ^ 0, 93 ^ drei 
solche Stützebenen an Ä sind, deren äußere Normaleuriehtnngen unabhängig 
sind, d. h, nicht einer einzigen Eb^ne angehören. Ein konTeser Körper S 
heiße ein Kappetthutpf,) emi-s konyesen Körpers SE', wenn mit Aaanahme 
nur von gewissen Eekstutzebenen aüe anderen Stützebenen an S zugleich 
auch Stützebenen an S bilden Der allgemeinste Kapperikörper einer Kugd 
wird erhalten indem man die Kugel als Grundbestandteil nimmt, auf 
ihrer Oberflache eine endliche oder unendUche Anzahl von Kalotten be- 
zeichnet, von denen keine die Größe einer halben Kugelfläche erreicht 
oder üherschi eitet und die untereinander höchstens in den Randpuukten 
zusammenstoßen und sodann die Kugel auf jeder dieser Kalotten mit der 
Kegelkappe veisieht bei der die Kalotte als Basis dient und die Erzeugen- 
den des Mantels die Kugel m dem Rande der Kalotte berühren. 

Ea besteht nun dei Satz 

In Jet Lnqleidmnq T^'^ Tg V^ fwr swä, heliehige honvexe Körper Ä\ 
vnd fij Jtat dann und «wr dann das Qleicliheitszeidien stau, wenn Ä^ 
}ionwt}ieti''ch mit Sj oiier mit ^nem Kappenkörper von Sg ist. 

Bei einem vollkommenen Ovaloide kommen keine Eckstützebenen vor 
und kann em solches ddher niemals Kappenkörper eines anderen konvexen 
Korpeis sen Wenn also S^ ein vollkommenes Ovaloid ist, gut in 
Fi^ ^ F„ Fg das Gleichheitszeichen nur dann, wenn S^ und S:^ selbst homo- 
thetisch sind 

Nehmen wir für Jlt= eine Kugel Tom Radius 1, so ist F,, das Volumen, 
3 Fl die Obei-flache 3 F3 das Integral der mittleren Krümmung von ^^ 
und Fj = -^ Alsdann gilt T ^^ ^ F^ F^ und hat hier das Gleichheits- 
zeichen dann und nui dann statt, wenn Sy eine Kugel oder ein Kappen- 
körper einei Ku^el lut Zweitens gilt Fj^^ F^ Fg und in dieser Unglei- 
chung hat da& Gleichheitszeicbeu dann und nur dann statt, wenn ^^ selbst 
eine Kugel ist. 

Danach liefern unter allen hovmexen Körpern von gleicher Oberfläche 
die Kugeln und die KappenJcörper von Kugeln das Maximum des Produkts 
aus Volumen und Integral der mittl&'en Krümmimg und andererseits allein 
die Kugeln das Minimum des Integrals der mittleren Krümmung. Aus 
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diesen beiden Tatsachen zuBammen folgt, daß unter allen konvexen Körpern 
Yon gleicher Oberfläche die Kugeln das größte Volumen darbieten. 

38. Es seien jetzt ^j, Äg, Sfj drei beliebige konvexe Körper; das 
Volumen eines Körpers ^ = s^B!j + s^B^ + SgSj, wobei s^, s^, Sj ^ 0, aber 
nicht durchweg sind, stellt sich durch eine temäre kubische Form 

dar, wo jeder der Indizes die Werte 1, 2, 3 au durchlaufen hat. Der 
Koeffizient F^j, bedeutet das gemischte Volumen V(^j,^^, B^. 

Wir wenden nun die für zwei konvexe Körper nachgewiesene Un- 
gleichung Vj^ — VgY^'^0 derart an, daß wii' für den ersten Körper 
pA + Ih^i"^ P&^s> ^^^ 'i^^ zweiten g^^i + ^gS^ + gjS'j nehmen, wobei 
p^, . . ., Sa lauter positive Parameter seien. Setzen wir 

so wird hier 

r.-2''j>Pji'» r,-^p„p,q„ F.-2-f«9,fc- 

Wir nehmen noch 

Si = ipi +fi, 2a = % + »"s) ia = *Ps + »'s 
an; dabei Icönnen r^, r^, r^ beliebige reelle Werte bedmten und bei positiven 
Pi> Pi> Pa If^Jin stets t so groß gewählt werden, daß auch q^, q^, q^ sämf^ 
lieh > sind. Die in Rede stehende Ungleichung verwandelt sieh nun- 
mehr in 

Wir nehmen jetzt p^~ 1 an imd lassen die positiven Werte p^, p^ 
sich der Grenze NuU nahem; es entsteht dann hieraus: 

und dabei muß diese Ungleichung für beliebige Werte r^, r^ gelten. Setzen 
wir nun 

Ki6, ^m- '^m 1 

I F313, Fg^ä, Tgsa I 
und bezeichnen die adjungierte Unterdeterminante zum Element Fj^g hier 
mit WjT, so schreibt sich diese Ungleichung 
(81) - W^fr^^+ 2 W'^^r^r^ - Wlfr/ > . 

Die Determinante der binären quadratischen Form i'echts hier ist F^ggAl*' 
und folgt daher 

A<^' ^ . 
Femer haben wir insbesondere — IFIJ'^O, — TFif^O. Ist nun etwa 
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— Wa'3'> 0, so geht vermöge der I 

die Ungleichung 

~ "SS '^ '133 ~ 'iia ' saa & " 
hervor. Analog erschließt man diese Ungleichung, wenn — W^f > isb. 
Hat man jedoch sowohl — W^f — wie ~ W[f = 0, so muß, da die 
Ungleichung (81) für beliebige r^ und r^ statthaben soU, durchaus auch 
~[Y[f = sein, und dann sind in A'^* die erste und dritte und femer die 
zweite und dritte Reihe proportional und folgt dadurch 

In allen Fällen gilt hiernach 

(82) r,% ^ F,,3 V,,,. 

Verbinden wir diese Ungleichung mit den zwei Ungleichungen 

(83) F^ > F,^„ r,,, , V^,, > 74 F,3, , 

welche die Beziehung F/ ^ Vg^ Fg für t, und Sg bzw. für S^ und tg 
vorsteUeu, so gelangen wir durch Elimination von F^^g und V^^s zu 

(84) vi,>r,,,v„r,„. 

Dabei kann in dieser Ungleichung das Gleichheitszeichen nur statthaben, 
wenn in beiden Ungleichungen (83) das Gleichheitszeichen gilt. Damit 
kommen wir zu folgendem Satze: 

Drei heliebiae konvexe Körpervom Vdkim&i 1 (hier - ,— ■ — ' ^t ; s t ~-~ ^-ii 

\ ^A eraeben stäs ein gemischtes Volumen | i^mlicb „ - , - - t-'.'-__ ) 

das ^ 1 und mir dann =■ 1 ist, wenn alle drei Körper einander homo- 
tMHsch sind. 

Die frühere Ungleichung F/ > F,,^ Fj geht aus diesem Satze, ebenso 
die Ungleichung V^^ ^ Fq Fj aus (82) als spezieller Fall hervor, wenn der 
zweite und dritte Körper identisch gesetzt werden. 

39. Es seien Sj, Kg, - ■ -j ^^ »» beliebige konvexe Körper. Wir wenden 
die Ungleichung (82) für drei konvexe Körper an, indem wir für den 
ersten einen Körper ^pM;, für den zweiten einen Korper S(tpj + r^^^, 
für den dritten einen Körper ^s^®i('i = 1, 2, . . ., m) nehmen, wobei die 
»-; beliebige Größen und die Werte p^, tp^-\- r^, Sj sämtlich positiv sind. 
Setzen wir 

vm„ s„ s,) - r„„ r,„s, + F,.„», + • • . + r„,s^ - s„, 

SO wird die betreffende Ungleichung 
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sie bedeutet, daß die quadratisclie Form ^S^^r^r^ bei einer Transformation 
in ein Aggregat von Qua<äraten reeller imabhängiger linearer Fonnen mit 
positiven oder negativen Vorzeichen ein einsiges Quadrat mit positivem und 
im übrigen lauter Quadrate mit negativem Vorgdcken darbieten muß. Im 
besonderen moß danach die Determinante dieser Form mit (— 1)™-^ multi- 
pliziert, stets ^0 sein, d.h. für beliebige positive Werte s^, s^, . - -, s„ 
muß stets die Ungleicliuog 
(85) (- 1)— 1] F^.,,Sj + V^,,s, + . . . + V^.^s^^ \ ^ 



§ 8. Stetig gekrümmte konvexe Körper. 

40. Das allgemeine Theorem F-,* ^ F^^ Fg für zwei beliebige konvexe 
Körper ist aufs engste mit gewiesen Fragen über die Erümm-ung konvexer 
Körper verknüpft. 

Sind S und S' zwei beliebige konvese Körper, so wollen wir den 
Wert 3F(Ä', S, ^) die BelaUvoherfläcke von S in lemg auf S' nennen, 
Ea seien S"und S' die Stützebenenfunktionen von Sd und ®'. Wir nehmen 
^ zanäehst als ein vollkommenes Ovaloid an und verwenden dafür die in 
§ 3 eingeführten Bezeichnungen; alsdann gilt nach (24) und (18) der 
Ausdruck 
(86) 3F(S', ®, g) ^Ch' (BT - S') da ^jR'df; 

darin bedeutet df das Flächenelement der Begrenzung von ^, welches durch 
parallele Normalen dem Element da der Kugelflä«he @ entspricht, und 
BT — iS^ das Produkt der Hauptkrümmungsradien, die reziproke Ganßsche 
Krümmung, an der Stelle von df. 

Setzen wir II' =11+ SU, so hat der Körper (1 - (;)^ + i^', wenn 
i>0 und <1 ist, die Stützebenenfunktion H+tdH. Die Differenz aus 
dem Volumen dieses Körpers und dem Volumen von S ist dann bis auf 
Größen von der Ordnung t^ gleich 



t f dH(BT - S"')dü, = 1 1 dKdf. 



41. Diese Beziehungen, die jedeni'aUa bei einem voHkommeuen Ovaloide 
^ statthaben, veranlassen uns nun zu folgender Definition; 

Ein Jconvexer Körper S soll stetig gekrümmi heißen, wenn für ihn eine 
cmf der Kugeloberfläche © stetige unä durchweg posiUm Funktion F= F{(x,ß,y) 
eimstierl derart, daß die Bdativoberfläche von ^ in besag auf einen be- 
liebigen Jconvexen Körper S' mit der StütsebenenfunMion S' itiwier den 
Ausdrifck hat: ^ 

(87) 3 F(g', g, g) -J K'Fd^a . 
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Diese Funktion F(a, ß, y) (oder Flß', ^j)) wollen wir dann die Krüm- 
mungsfunktion des Körpers ^ nennen. Zunächst leuchtet ein, daß bei 
einem stetig gekrümmten Körper S diese Funktion jedenfalls eine durch- 
aus bestimmte ist. Denn nehmen wir an, es gäbe für S noch eine zweite 
auf ® stetige und positive Funktion F*(a, ß, y), welche in derselben 
Weise wie F in (87) eintreten könnte, ao wäre dann fQr jeden beliebigen 
konvexen Körper S' stets 

(88) fR-F*dci = fH'Fdo), jH'(F*-F)d(o = 0. 

Da F* — F auf ® nicht durchweg NuU ist, können wir auf ® einen Punkt 
finden, wo F* — F^O ist, und hernach können wir, da F*~F auf © 
stetig ist, eine ganze Ealotte um diesen Punkt bestimmen, (die wir kleiner 
als eine Halbkugel wählen), ao daß F* — F daselbst überall + und also 
von konstantem Vorzeichen, etwa stets > ist, Wir setzen auf die 
Kalotte die Kegelkappe, bei welcher die Kalotte die Basis bildet und die 
Erzeugenden des Mantels die Kugelfläche lä im Rande der Kalotte be- 
rühren, und nehmen nun in der Öleichung (88) für ^' einmal den Körper, 
der aus der Kugel & und dieser Kappe besteht, ein andres Mal & seihst, 
80 hat das Integral I Jf'(ii'* — F)(^ra im ersten FaRe einen größeren Wert 
als im zweiten Falle und kann daher nicht in beiden Fällen NuU sein. 

42. Nehmen wir mit dem Körper S', für den (87) gebüdet ist, die 
Translation vom Nullpunkte nach einem Punkte a, b, c vor, so ist 
R'{a, ß,^) durch 

H'((^,ß,y) + ac:+bß + cy 
zu ersetzen Da nun hierbei dei Wert d F(Ä , fi, Ä) '■ich nicht ändert und 
die Größen a, h, e ToUig behebig sind, so eisehen wir: 

Die Krumrmmgifunltwn F für emtn '^tefiq qehümmtm Körper muß 
steis die dtei Bedtngungsffleifhnngen erfüllen 

(89) faFda^O, JßFdm~0, JyFdai = 0. 

Andererseits erhellt, daß, wenn wir mit S eine Translation vornehmen, 
dabei die Krümmungsfunktion invariant ist. Unter den sämtlichen, aus 
ff durch Translationen abzuleitenden Körpern können wir einen bestimmten 
Körper durch die Lage des Schwerpunkts fixieren. 

Ist ( ein positiver Parameter, so hat t^ die Krümmungsfunktion t^F, 
wenn F die Krümmnngsfiinktion von Ä ist; dieses folgt unmittelbar aus 
der Formel 

?,V{W, t^, tSt) = ZPV{^', ff, t). 

43, Unsere weiteren Entwicklungen nun werden darauf gerichtet sein, 
den folgenden sehr bemerkenswerten Satz zu beweisen: 
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Ist F{a, ß, y) eine auf der Kugelfläche (£ ieliebig vorgeseTmebme, daselbst 
stetige und durchweg positive FunMion, weMte die drei Bedingungsgleichmgen 



faFda = 0, jßFdai = 0, / yFdco 



erfüllt, so gibt es immer einen stetig gekrümmten konvexen Körper S mit 
F{a, ß, y) als KriimmungsfunkMon , und dieser Körper ist bestimmt bis 
auf eine wiltkürlicke Translation, dwrch die man iJm noch abämdem hmn, 
also eindeutig festgelegt, wenn noch zueätzlich gefordert wird, daß sein 
Schwerpunkt im Nullpunkte liegen soU. 

Wir beweisen zunächst den Nachsatz, daß den hier gestellten 
Forderungen, wenn überhaupt, jedenfalls nur durch einen einzigen Körper 
genügt werden kann. In der Tat, nehmen wir an, es sei ein konvexer 
Xörper ^ gefunden mit F als Krümmungsfunktion und mit dem Schwer- 
punkte im NuUpimkte, und es sei H die Stützebenenfunktion von S. 
Zuiiä<;hsfc ist klar, da6 unter den mit ffi homothetisohen Körpern kein 
anderer diese beiden Eigenschaften mit Ä teilt. 

Das Volumen Ton ffi ist durch 



'^ß 



HFdc) 



dargestellt. */jIst sodann W mit der Stützebenenfunktion H' und dem 
Volumen V ein beliebiger konvexer Körper, der mit S nicht homothetiseh 
ist, so ergibt das allgemeine Theorem , ' > . A_ auf die Körper S und 



m \J^Fä.>\JJ 



1/7- 

Darin sind nun „ und -,-p= die Stütaebenenfunktionen der Körper 

Y V yv 

S=3-^^ und S' = j^S', 

und diese zwei mit S bzw. S' homothetisohen Körper sind dadurch charakte- 
risiert, daß sie ein Volumen = 1 haben. 

Damit kommen wir zu folgendem Ergebnisse, welches zeigt, daß der 
Körper §t eindeutig bestimmt ist. 

Man betrachte für alle möglichen konvexen Körper £ vom Volumen 1 
das Integral 

J(S.) = ^fLFdta, 

wobei L = L{a, ß, y) die Stützebenenfunktion, von ß und F= F(a, ß, y) 
die geg^ene Funktion fü/r die Argumente a, ß, y, die Normale in da, be- 
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dmie; gibt es erneu stetig gekrümmten konvexen Körper S mit F als 
Krmim>mg$fu'nMi(m, so hat dieses Integral J(ß) für einen ganz hesUmmten 
Körper ß mÜ dem Nullpunkte als Schwerpunkt (imd für die aus ihm durch 
Tr<mslationen hervorgehenden Körper) einen kleinsten Wert J, und alsdann 
ist S identisch mit l/JS oder geht aus letzterem Körper dwch eine Trans- 
lation hervor. 

44 Zugleich werden wir hierdurch auf ein gewisses Variationsproblem 
hingewiesen, das in nahem Zusammenhange mit der von uns zu behandeln- 
den Aufgabe steht; und in der Tat erkennen wir sofort, daß die Differen- 
tialgleichung zu diesem Variationsproblem 

wird, worin F die gegebene, den Gleichungen (89) genügende Funktion 
ist> und die in R, S, T auftretende Funktion H{&, ^) gefunden werden 
soU, Diese Gleichung ist nach den Ausdrücken von B, S, T in (17) für 
H{&, t) eine quadratische Differentialgleichung zweiter Ordnung von dem 
Monge-Ampereschen Typus; sie transformiert sich, wenn wir auf der 
Oberfläche des gesuchten Körpers die Koordinate s als Funktion von x, y 
einführen, in die Gleichung: 

rt-s^ — f(p, q) 
für diese Funktion s(x, y), wobei 

dx^^' 'dy~^' dx^~'^' dxdy ■*' dy" 
gesetzt ist und 

f{P><i} ^ p 

als eine beliebige eindeutige und stetige Funktion in 
— g 



vorgeschrieben sein kann, die nur den Gleichungen (89) zu genügen hat. 
Wir werden jetzt ein gewisses Problem mit einer nur endlichen An- 
zahl von Parametern, sozusagen eine Art von Differenzengleichung erledigen 
und hernach von diesem Probleme aus durch einen Grenzübergang zur 
Lösung der hier gestellten Aufgabe, die von einer kontinuierlichen Funk- 
tion F handelt, gelangen. 

§ 9. Bestimmimg eines Polyeders durch die Normalen und die 
Inhalte der Seltenflächen. 

45. Es sei ^ ein beliebiges Polyeder mit n Seitenflächen, die in 
irgendeiner Ordnung numeriert seien. Wir wollen annehmen, der NuE- 
pnnkfc liege in 5ß selbst, sei es im Innere]i, sei es auf der Begrenzung 
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Toa ^. Wir bezeichnen für « = 1, 2, . . ., m mit («j, ß^, y^ die äußere 
Nonnale, mit Ff den Flächeninhalt der 7'°° Seitenfläche von ^, mit j>j 
die Länge des vom Nullpunkt auf die Ebene dieser Fläche gefällten Lotes, 
endlich mit V das Volumen von ^, 

Die Riihtungen (cc^, ß^, yj sind gewiß so bescliafien, daß sie nicht 
sämtlich emf} Ebene angehören; die GfröJ3en F^ sind sämthch > 0, Bei 
einei Tlan^latlon des Polyeders 3ß bleiben alle Größen a^, ß^, y^, F^ un- 



Indem wii das Polyeder Sß nach der in § 2 entwickelten Methode als 
Grenze von vollkommenen Ovaloiden daratellen und die Formel (86) heran- 
ziehen, gewinnen wir die folgende Regel: 

Ist D em heliebiger Izonvexer Körper, Q seine StütsehenenfunkUon und 
seilen wir aUgemein Q{ec^, ßt, y^ = ?(, so wird das gemischte Volmnen 

(91) na, SP, SP) - i«a + F,,, + ^.- + Ki.)- 

Insbesondere entnehmen wir daraus für das Volumen von ^ den 
Ausdruck 

(92) r-i(F,P, + F,p, + ... + F,pJ. 

Genau so, wie wir aus (87) die drei Gleichungen (89) folgerten, 
schließen wir aus (91) durch beliebige Translation des Körpers Q auf das 
notwendige Bestehen der drei Gleichungen: 

(93) ^-f;«i=0, ^Ffß.^O, 2F,y,= (i= 1, 2, ..., k). 
Bezeichnen wir das Volumen von D mit V^ und bilden wir unsere 

allgemeine Ungleichung -p— ^>; j — - in bezug auf das Polyeder ^ als ersten 
und den Körper D als zweiten Körper, so finden wir, daß stets 

(94) Frii+F,q, + ---+K9„ ^ F,p,+F,p, + --- + F„ p„ 

ist und hierin das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn ö mit ^ homo- 

thetisch ist. 

Wir werden nunmehr den folgenden Satz beweisen*): 

Es seien n beUeiige Bicktmigen (a^, ß^, y^ für i = 1, 2, . . .,n gegeben, 

die nidit sämtlich einer Ebene angehören, imd dazu n heliehige positive 

Größen F^, so daß die drei Gldchimgen bestäien 

^F^cc^^O, ^Ffßf^O, ^F.y^^O (»^1,2,...,«); 

fdsdann gibt es stets ein Polyeder Sß mit n Seitenßächen, wofitr die Richtungen 

*) Dieaen Satz habe ich zuerst in dem Aufsatze: Allgemeine Lehrsätze über die 
'konvexen Polyeder, 6ötting-ei- Nachrichten, 1897, publiziert. (Diese Ges. Abtandlungen, 
Bd. 11, S, 103. 
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(Uf, ß^, j-j) die äußeren Normalen und die Größen Ff die Fläcimänhalte 
dieser Seitenflächen 'bilden, und dieses Polyeder Sß ist voUhmmen bestimmt 
his <mf eine beliebige Tra/nslation, durch die man dasselbe noch variieren 
hann, also eindeutig festgelegt, wenn femer noch die Lage seines Schwer- 
punktes beliebig vorgeschriehen wird. 

46. Um zu einem Beweise dieses Satzes zu gelangen, fassen wir jetzt 
die Gesamtheit aller möglichen Polyeder mit n oder weniger Seitenflächen 
ins Auge, welche die äußeren Normalen der Seitenflächen nur unter den 
n Riehtungen («,, ß^, 'y^ besitzen tind welche ferner den Nullpunkt in 
sich sohheßen. 

Sind gl, 9'2j ■ ' 'f Sk ii'gendwelche n Größen, sämtlich ^ und derart, 
daß die n Ungleichungen 

(95) a,x + ß,y + y,s £q^ (j ^ 1, 2, . . ., m) 
ein wirkliches Polyeder definieren, so bezeichnen wir dieses Polyeder mit 
^(Sii 2a' ■ ■ ■> 5«) o'iß'' ^(9i)j ^^™ Volumen mit V{q^, q^, . . ., 2„) oder F(§(). 
Dabei kann auch ein Teil dieser Ungleichungen eine Folge der übrigen 
sein, das Polyeder also wen^er als n wirkliche Seitenflächen besitzen. 
Wir bezeichnen ferner mit q^ den größten Wert von k^x + ß^y + j'jS in 
St{q^\ für diejenigen Indizes i, wobei S eine wirkliche Seitenfläche mit 
der Normale («j, Ai 7*) besitzt, ist immer q*=gi, während wir bei den 
anderen Indizes nur q^ ^ qi* behaupten können. Wir nennen q^*, q^*, . . ., q* 
die tangentialen Paramete)- Ton ^(Si, gsj ■ .., 9«)i offenbar ist 

S(gu äs, ■ ■ ; in) = S(äi*. 2a*, • ■ •, ö,*) ■ 
Existiert nun ein Polyeder ^ = ^ij^i, ft, ■ ■ -iP«) gemäß den Fordei-ungen 
unseres Satzes, so zeigt die Ungleichung (94), da£ unter allen vorhan- 
denen Körpern ^(g^, q^, . . -, S„) eben dieses Polyeder 5ß und die ihm homo- 
thetischen Körper den kleinsten Wert des Ausdrucks 

{F(ä.,&,...,2„))^ 
liefern. Daraus erhellt zunächst der letzte Teil jenes Satzes, daß nämlich 
das gesuchte Polyeder ^ gewiß nur auf eine Art, abgesehen von einer 
Translation, bestimmt werden kann. 

Nunmehr woUen wir die wirkliche Existenz jenes Polyeders 5ß dartun. 

47. Wir zeigen' vor allem, daß, wie die n Eichtungen (kj, ß^, y^) 
vorausgesetzt sind, gewiß ii^endwelche Polyeder S:{q^, q^, . . ., gj vor- 
handen sind. In der Tat, der durch die n Ungleichungen 

(96) a,x + ß,y + riS<l (» = 1,2,.. ., n) 
definierte Bereich t(l, 1, . . ., 1) =- S(l) stellt ein solches Polyeder, und 
zwar wirklieh mit n Seitenflächen vor. Denn diese Ungleichungen sind 
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die Bedingiuigen von n verschiedenen Tangentialefoenen an die Kugel @; 
der Bereieh enthält daher die Kugel @ m sich und besitzt jene n Ebenen 
ala extreme Stützebenen. Andererseits kann dieser Bereich S(l) sich nicht 
ina Unendliclie erstrecken; denn der Abstand eines beliebigen Punktes 
X, y,s in ihm von der «"^ jener Sfciltzebenen wird 
(. = 1 — K.a; _ jS^j, - j-.Äf ^ 
und entnehmen wir aus den Gleichungen (93) dann 

2F^t^ =^F, {i = 1 , 2, . . . , «) . 

Da die Werte F^ sämtlich > sind, besteht hiernach für eine jede 



imter den Stützebenen (96) 

einem Punkte schneiden; 

Größen t werden dann 



Große t^ eine obere Grenze. Nun können ^ 
gewiß drei solche herausgreifen, die sich 
durch die oberen Grenzen der drei zugehörig 
drei zu ihnen parallele Ebenen angewiesen, welche mit den ersteren zu- 
sammen ein Parailelepipednm bestimmen, in dem der Bereich S(l) ganz 
enthalten sein muß. Danach liegt dieser Bereich ganz im Endliehen. Das 
Volumen TOn S(l) setzen wir =yj, aladannhat S?(i,i,...,^) das Volumen 1. 
Weiter wird überhaupt für behebige endliche Werte q^, q^, ■■■,q„ der durch 
die Ungleichungen (95) bestimmte Bereich ganz im Endlichen liegen und 
bei lauter positiven Werten q^ stets ein wirkliches Polyeder, wenn auch 
nicht immer mit n Seitenflächen, vorstellen. 

48. Wir betrachten jetzt in der j^-faehen Mannigfaltigkeit W- von n 
beUebig veränderlichen reellen Größen §i,?2f--f5« ^^^ Bereich SS aller 
solchen Systeme q^q^, ■ ■ ■, 9„, „Punkte" (g^), wobei q^'^0, g^^O, ..., 9„^0 
ist und dm Größen 3i, Ja, ■ • ■, 2n ^^ Polyeder S(g'i, g^, . . .,qj von einem 
Volumen 

entspricht. 

Sind (»■;) und (s^) (i = 1,2, .. ., n') zwei beliebige Punkte dieses Bereichs 
95 und (fj*) bzw. (s/) die tangentialen Parameter von S:(r^ und S(fij) und 
ist t ein Wert > und <1, so besitzt der aus diesen zwei Polyedern 
abzuleitende Bereich (1 — t)S(:{r^ -\- t^(s^ nach (77) ein Volumen 

S; ((1 -() VF(n) + i Vn3)' a ((1 -') + *)"- 1 • 

Die Stutzebenenfunktion des letzteren Bereichs hat für die Argumente 
K;, ßi, Yf den Wert (1 — t^r^ + ts^\ und danach ist dieser Bereich ent- 
weder identisch, oder, wenn nicht identisch, so doch jedenfalls ganz ent- 
halten in dem Bereich 

«i* + ft»/ + r^^ ^ (1 — *)n-* + *Sj* (« = l,2,...,)i), 

der dadurch gewiß auch ein Polyeder vorstellt, und um so mehr dann 
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enthalten im PolyederS((l ~ t)r^-{- ts^. Mithin ist für das letztere Polyeder 
notwendig ebenfalls das Volumen > 1 , also 

Der Bereich S9 hat danach die Eigenschaft, mit irgend zwei Punkten 
(f j), (S() stets die ganze sie verbindende „Strecke" von Punkten ((1 — i) »■{ + ts^ 
zu enthalten, und ist deshalb als ein „kowvexes Gebilde" in der Mannig- 
faltigkeit äJI anzusprechen. Da V{qj, q^, ■ . ., gj eine stetige Funktion der 
Argumente ist, wird ferner der Bereich fQ abgeschlossen sein und wird 
seine Begrenzung von denjenigen Punkten (§;) gebildet werden, für welche 

n?., «„■■■, 2.) -1 

ist. Wir haben jetzt nach dem kleinsten Werte des mit den gegebenen 
positiven Größen F^ zu bildenden linearen Ausdrucks 

(97) l'\ii+ F^q, + ■ ■ ■ + K<1. 

im ganzen Bereiche SS zu fragen. Der Bereich 58 erstreckt sich ins Un- 
endliche. Insbesondere ist Si = ^j = • ■ ■ = g„ = ^ ein Punkt aus 93. Nun 
wird durch die Ungleichung 

F,<h+F,q,+ ■■■ + F^q^<liF,+ F,+ - ■ ■ + FJ 
ein Teil von SS bestimmt, der ganz im Endlichen liegt und zum mindesten 
jenen speziellen Punkt enthält. In diesem Teile hat der Ausdruck (97) 
sicher einen bestimmten kleinsten Wei-t, welcher nun zugleich das Minimum 
dieses Ausdrucks (97) im ganzen Bereiche ^ sein wird. 

Dieser kleinste Wert von (97) in S sei 3T^, und es sei »"u ^sj • ■ ■; *■„ 
ein Punkt in ®, für den dieser Wert eintritt. Der Punkt (rj liegt dann 
jedenfalls auf der Begrenzung von SS, es stellt also St(r^ ein Polyeder 
vom Volumen 1 vor. Nehmen wir mit diesem Polyeder diejenige Trans- 
lation vor, wodurch sein Schwerpunkt in den Nullpunkt fäUt, so treten 
an Stelle der Parameter r^ gewisse Werte T;-!- ««;-[- ö;5,-[- cy,; für diese 
tat dann aber der Ausdruck (97) genau denselben Weit, da wn für die 
Größen Ff die Gleichungen (93) als bestehend angenommen haben. Danach 
können wir auch von vornherein uns die Parameter t^ ^o beschaffen denken, 
daß der Schwerpunkt von ^(r^ sich im Nullpunkte befindet Alsdann 
sind notwendig die Größen r^, r^, . ■ -, ^„ sämtlich > 0. Für alle Punkte 
{§() in SB gilt nun die Ungleichung 

(98) F,q, +F,q, + --- + F^q„ ^3 7^ 

und haben wir hierin also die Bedingung einer „Stützebene" an SS durch 
den Punkt {r^, d. h. einer solchen Ebene, welche auf einer Seite von sich 
gar keinen Punkt von S liegen hat. 

Für das Polyeder ^{Vi,'r^, . . ., r„) bedeute allgemein <^. den Flächen- 
inhalt der Seitenfläche mit der äußeren Normale {a^, ß^, y-), wobei wir 
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(J>. = zu setzen hätten, falle eine solche Seitenfläche im Polyeder nicht 
wirklich ToAäme. Alsdann können wir zeigen, daß die Ebene 

die jedenfalls durch den Punkt (r^ geht, die emsige Stützebene an SB 
durch diesen Punkt vorstellt, daß mithin die n Gleichungen 

(99) *i=^ (i=l, 2, ...,«) 

yt 

gelten müssen. Denn hätten nicht diese n Gleichungen Bämtiich statt, 
so könnten wir in der durch (98) dargestellten Ötützehene an 93 einen 
Punkt (»■( -f- s,) finden, für den 

-^(^iSj+^äS, + .-.+0„s„)>0 

ausfällt und noch alle Werte r^■\•s^'><) sind. K"un ist F(r;) = 1 und 
nach (91) das gemischte Volumen 

F(t(r,+ s,), ^{r,), @(r;)) = 1 + ^2'*'*'^ ^' 
infolgedessen wird das Volumen von (l — t)B:{ri) + t9:{r^+s'^ dem Aus- 
drucke (60) zufolge bei hinreichend kleinen positiven Werten t sieher 
> 1 und nmsomekr nach den oben gemachten Bemerkungen dann 

F((l - n + t{r, + sS) = Yir^ + ts^ > 1 . 
Dieses könnte aber nicht der Fall sein, weil der Punltt (r^ -f- ts^} in einer 
Stützebene an S liegt, somit gewiß nicht ein innerer Punkt von S 
sein kann. 

Damit ist in der Tat bewiesen, daß die n Gleichungen (99) gelten 
müssen. Setzen wir F rj = _Pj, so besitzt alsdann das Polyeder ^{^^ zu 
den Normalen (a^, ßf, y^) die Inhalte F^ der Seitenflächen, entspricht mit- 
hin genau den Forderungen unseres Satzes in 45. 

§ 10. Beatinmiimg eines konvexen Körpers zu einer gegeboueu 
Ei-iimmungsfunktion. 

49. Auf den soeben gewonnenen Satz über Polyeder gründen wir 
nun den Beweis des Satzes in 43. über die Existenz eines stetig geki-ümmten 
konvexen Körpers zu einer gegebenen Itrümmungsfunktion. Dabei wird 
uns namentlich die in (76) abgeleitete untere Grenze für die Differenz 
Fj— yFd^Fg von Nutzen sein. 

Zunächst haben wir eine Bemerkung über gewisse Einteilungen auf 
der Kugelfiäche S (x^--\- y^-\- z^— 1) vorauszuschicken. Unter der Winkel- 
disiam zweier Punkte r und r* auf S wollen wir den M^inkel ror* der 
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Radien vom Nullpunkte o nach diesen Punkten verstehen. Es sei 6 ein 
beliebiger positiver Wert, den wir < — annehmen. Wir bestimmen auf 
a sukzessive Punkte r^, r^, . . . derart, daß die Winkeldietanz jedes folgen- 
den Punktes von allen vorhergehenden > 6 ist. Da die Oberfläche von (B 
eine endliehe Größe hat, können wir eine solche Reihe von Punkten nicht 
unbegrenzt bilden, sondern wir gelangen schließlich äu einer enälicheti 
Beute ij, tj, - . ■, t„ derart, daß nun für jedm beltehtgen FanU X auf G 
imter den n Winkeldisiansm von r nach t,, r^, , t„ immer wemgstens eine 
^ 6 ausfällt. 

Ea seien §,., yj^, ti die Koordinaten von tj (* = 1, 2, . . ., n) . Die n Un- 



li« + ViV + Si^ ^ 1 (i^l,2,...,n) 

bestimmen aledauu ein Polyeder mit n Seitenflächen 9ij, das ganz in der 
Engel mit als Mittelpunkt vom Radius ~; enthalten ist. Die Pyramide 
D SÜ; mit als Spitze und Jfi; als Basis schneidet aus der Kugelfläche @ 
eine Partie S^ heraus, den Bereich aller der Punkte r auf S, für welche 
die Winkeldistanz von dem betjreffenden Punkte r,- nicht größer als von 
irgendeinem der anderen n — 1 Punkte tj {j =^ i) ist. Es sei E^ der 
Flächeninhalt von IS;; das Gebiet ©^ enthält gewiß aUe Punkte auf IS mit 
einer Winkeldistanz < y von r, und ist selbst ganz enthalten im Gebiet 
aller Punkte auf ® mit einer Winkeldistanz ^ 6 von r^; daraus folgt 

2 ;i (l — cos y) < .E,< 2;^ (1 - cos Ö). 
Da überdies 

ist, HO haben wir 

-s-™(l — cos— \ <1 <,~n(l— cosö). 

50. Es sei nun -F(a, ß, y) die gegebene auf fö durchweg stetige und 
positive Punktion, welche die drei Gleichungen 

(100) faFda^O, JßFdm^O, fyFdci^O 

erfüllt und als Krümm ungsfunktion eines gewissen konvexen Körpers 
erkannt werden soU. 

Verstehen wir unter a*, ß*, y* ebenfalls einen beliebigen Punkt auf IS, 
so stellt 

(101) S(.*, ß; r") - l/l «o* + /i/J* + rr* I -F(«, ii, r) <io 

eine Funktion der Argumente k* ^* y* dar, welche gleichfalls auf (S durch- 
weg stetig und positiv sein wird, und besitzt diese Funktion dann auf ® 
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ein bestimmtes Minimum, das wir S^ nennen und das auch noch > 
sein wird. 

51. Wir denken uns jetzt eine Massenbelegung der Kugelfläclie @ 
vorgenommen, wobei die Flächendichtigkeit an einem Punkte o:,ß,y durch 
F(ci, ß, y) dargestellt ist. Der Schwerpunkt der Belegung des Grebiets @| 
wird alsdann, da der Sektor o% mit D als Spitze und ©j als Basis ein 
konvexer Körper ist und die Punkte auf ®, eine Winkeldistanz ^ 8 von t; 
haben, ein Punkt q, sein, der eine Entfernung p;>cosÖ und < 1 von D 
besitzt und so gelegen ist, daß der Strahl oCj^ in seiner Yerlängeruug 
einen Punkt p^ innerhalb ®j trifft. Wir bezeiclmen mit %, ß^, y^ die 
Koordinaten von p^, so daß g^tx^, Q^ßi, p,-;',- die von q^ sind. Setzen wir noch 



(102) Jj 



Fdfo--^ 

) 



(103) jaFäm^u,F„ JßFdca == ß,F^, fyFdoi^'f.F,- 

(4 i%) {«') 

darin sind die vier Integrale über den Bereich S; zu erstrecken. Für die 
damit eingeführten n Richtungen «;, ß^, y^ und n positiven Großen F^ 
werden nunmehr auf Grund der Gleichungen (100) die Beziehungen 

(104) ^K,_F,= 0, 2^ß,F, = 0, ^y,F, = (i = 1, 2, . . ., n) 
statthaben. 

Jeder Punkt auf @ besitzt von wenigstens einem der Punkte r^ eine 
Winkeldistanz < 6, und aodann von dem zugehörigen Punkte p; gewiß 
eine Winkeldistanz <i26, weil immer r, von p^ eine Winkeldistanz < ö 
hat. Da wir nun 2Ö<-;- vorausgesetzt haben, können hiernach die 
11 Richtungen K;, ß^, j», gewiß nicht sämtlich in einer Ebene liegen. 

Nach dem Satze in 45. wird es nunmehr ein ganz bestimmtes Polyeder 
^ geben mit n Seitenflächen, den Richtungen (ß;, /3„ y^ als äußeren Nor- 
malen und den Größen F^ als Fläeheninhalten dieser Seitenflächen, und 
zudem noch mit dem Schwerpunkte im Nullpunkte. 

52, Wir haben jetzt noch einige allgemeinere Abschätzungen zur 
Sprache zu bringen. 

Ist Ä ein beliebiger konvexer Körper mit dem Schwerpunkte im Null- 
punkte, EC die Stötzebenenfunktion von S', so wollen wir das Integi-al 

(lOö) i^fs(«,ß,r)F(„,ß,r)dm-J'(Si) 

sehreiben. Es sei G das Maximum unter den Werten .?/(«, ß, y) auf ©, 
also der Radius der kleinsten, den Körper St ganz in sich enthaltenden 
Kugel mit dem Nullpunkte als Mittelpunkt, und etwa Ga*, Gß*, Gy^ 
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ein solcher Punkt der Begrenzung Ton St, der Tom Nullpunkte die Ent- 
fernung Q hat. Nach der Definition der Stützehenenfunktion ist dann 
sicher lieh innmer 

(106) G iaa* + ßß* + ??*)■£ -5"(«, ß, y) . 

Andererseits haben wir, weil der Schwerpunkt von St sich, im Nullpunkte 
befindet, mit Rücksieht auf die Ungleichung (59) stets 

(107) fl-(«, ,), ,) ä 3 ff(- «, - (J, ~ ).) . 

Wir wenden nun auf das Integral (105) die Ungleichuiig (106) für 
alle diejenigen Richtungen k, ß, y an, wobei ccc^ -^ ß ß* -{- -yy* ^ ist, 
und machen für die anderen Richtungen von (107) G-ehraueh; beachten 
wir noch, daß zufolge der Gleichungen (100) das Integral 



t/i« 



.•+(i?«+)'7*i-F(«, /»,)-)<!«■, 



erstreckt über die halben Kugelflachen von @, wo eta* •{- ßß*-\- yy^'^O 
bzw. ^ gut, beide Male denselben Wert hat, mithin, nach der in 50. 
erklärten Bedeutung der Größe Sq, jedesmal ^-^Sf, sein muß, so folgt 

(108) J-(ß) ^ y (So + I S,) G = I S« (? . 
Setzen wir 

(109) jF(a,ß,y)dw^ 0,, 
so wird andererseits 

(110) YOoG^J"(t). 

Bei der Annahme F(a, ß, y) = 1, wobei die Relationen (100) jeden- 
falls erfüllt sind, geht auf diese Weise insbesondere 



(111) ^-g^yJ^ 



hervor. 

Setzen wir Il(jXj, ß^, y^ = q^, so ist nach (91) das gemischte Volumen 

(112) F(R, sp, SP) -|(i; J, + J?,5, + . . . + y.g.). 

Jeder Punkt «, ß, y auf @ besitzt von wenigstens einem Punkte k^, ß^, j-^ 
eine Winkeldistanz <2Ö, also eine geradlinige Distanz <2sinö und gilt 
alsdann nach der Ungleichung (6) in § 1 immer: 

\S{cc,ß, r)-M{a^, ßi, j';)|<2sinÖ.ff. 
Mit Hilfe dieser Beziehung und der Formeln (102) gewinnen wir 
aus (105) und (112) einerseits: 

(113) J(ß) > F(S, ^, 5ß) _ 23inÖ ■ 0,G-; 
andererseits : 

(114) ^_F(S, !ß, ^)>J(^)-'2smß- O^G. 
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53. Die abgeleiteten Ungleichungen benutzen wir zunächst, um in 
betreff der Ausdehnung des in 51. konstruierten Polyeders ^ gewisse 
Grenzen nachzuweisen. Es sei P(u, v, w) die Stützebenenfunktion von 5ß, 
N das Maximum unter den Werten P(a, ß, '/), ferner V das Volumen 
von ^. Aus (111) entnehmen wir 

(115) ^ N ^ Ij P(k, ß, r)dm^^ N. 
Die Oberfläche von ^ ist 

(116) Fi + F^ + --- + F„<0„ und >cosd-Oo. 

Wenden wir nun die allgemeinen Ungleichungen Fj^ ^ V^^ V^, Fg^ ^ Vg FJ,^ 
für zwei beliebige konvexe Körper auf das Polyeder ^ und die Kugel ÖJ 
an, so erhalten wir mit Büeksicht hierauf: 

(117) iiO.->fr', fii->r. 

Aus (113) gewinnen wir 

(118) <^(^)> F-2sin0- OgN 
und ans (114) und (108): 

(119) -~>Ji^)-^smd- O^N^ (yÄo-2ainÖ- 0„)jV". 
Mit Hufe der zweiten Ungleichung in (117) folgt hieraus 

(120) ^ > (i) ' ^"^^ e (y «0 - 2 sin Ö ■ Ofl) ■ 

Wir nehmen nun einen Winkel d^ so klein an, daß jedenfalls 

sm ^0 < -9- Q- 

ist, und gewinnen dann aus (120) eine von d unabhängige positive Größe Fq 
und hernach aus der zweiten Ungleichung in (117) eine von Ö unabhängige 
Größe Nq derart, daß immer 

(121) F^n, N^>N 

statthat, wenn ö < ög ist, was wir von nun an voraussetzen. 

Das Polyeder — r?ß hat das Volumen 1. Aus (119) entnehmen wir 
vi 

die hier rechts stehende Größe setzen wir =-^SaMn, dann ist also 



(123) <^)<l«. 



3L. 



54. Es sei jetzt S ein beliebiger konvexer Körper vom Volumen 1 
und mit dem Nullpunkte als Schwerpunkt, L{u, v^ tv) die Stützebenen- 
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funktion Ton £. Wir fragen, unter welchen Umständen sicli 

(124) ■^(«)^^(^) 

herausstellen kann. Nach der Formel (108) und infolge der Ungleichung 
(123) wird hierzu jedenfalls nötig Bein, daß S ganz im Inneren der Kugel 
Tom Radius M^ mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt enthalten ist, daß 
also stets L{a, ß, y) < M^ gilt. Nach (113) ist sodann 

(125) /(S) > F(a, S|^, ^) - 2 sin ■ O^M^ . 

Jelat ziehen wir die Restiltate des § 6 heran. Bezeichnen wir mit D 
das Maximum unter den Quotienten 



(126) 




P(a 


■.ftr) ' 






■0 gut 


nach (76) 


die Ungleichung 








(127) 




F(8,!l!,<|!) 


lä»*^^."', 








X die numerische Konstante - 


1 . ;i 4- 1^ 


Aus 


(125), (124), 


worm 


7- oe deutet. 

21«. 3*. 7t 


(119) 


und (121) : 


sehließen wir nun 








(128) 


{^e 


-l) + 2sin9. 0, 




1-1)- 





Aus dieser Ungleichung entnehmen wir für D—1 eine ohere Grenze, die 
nach Null konvergiert, wenn 8 nach Null abnimmt. 

Andererseits haben wir, wenn d das Minimum der Funktion (126) be- 
deutet, nach (78) tmd der an diese Ungleichung angeschlossenen Bemerkung: 

(129) -D'-l^«^^-=^\ 

und hieraus ergibt sich weiter für 1 — d eine obere Grenze, die mit 9 
zugleich nach Null konvergiert. Wir werden somit auch eine Größe b, 
die zugleich mit $ nach Nuil konvergiert, angeben können, so daß 

1 + £^D, t^^i^ 

gilt, und wir haben damit das Resultat erlangt: 

S«B /!B^ 

/(2)S/(i) 

ausfaUm, so nmß jed&ifaUs £ gans i>i (1 + s) —, mOtalten sem und aelhst 

das Polyeder t-j^ — ^ *« *'c/i mihaltett, wobei e eine gewisse vom Winkel 6 

cdjkmgmde Größe bedeutet, die mit natli Null abnehmendem 9 ebenfalh 
nach Null konvergiert. 
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55. Dieses Resultat zeigt uns sofort (a. 9,), daß, wenn wir den 

Winkel $ nach Null abuehmen lassen, das Polyeder ~ nach einem bev 

yä 

stimmten konvexen Körper 2 als Grenze konvergieren muß, welchem die 

Eigenschaft zukommen wird, daß für ihn unter aUen konvexen Körpern 

vom Volumen 1 und dem Nullpunkt als Schwerpunkt das ] 



f(ä)-^jL{„,ß,r)F(,.,ß,r)<i 



unter L die Stütz ebenenfunktion von S verstanden, den Itleinsten Wert 
hat. Bezeichnen wir das betreffende Minimum dieses Integrals mit J, 
so konvergiert gleichzeitig F^ nach (7"(s. (118) und (119)) und das Polyeder ^ 
nach dem Körper S = J^Ä . 

Ist jetzt ^' ein beliebiger konvexer Körper, ff' seine Stützebenen- 
funktion, G' das Maximum der Werte S' (y-, ß, y), so folgt ans (113), 
(114) und (110): 

I J{r) - V(ß', ^, ^) [ < (y (^ ^ '^^^ ^) + ^ ^^° ^) ^0 <^'- 
Da nun für ein nach Null abnehmendes die Größe F(S'', ^, ^) nach 
V(ß:', ®, K) konvergiert, so ersehen wir hieraus, daß allgemein die Dar- 
stellung , /• 

V{r, S, S) = J"()S'), d. i. = ~J H'Fdm 

gilt. Danach ist in der Tat der gefundene konvexe Körper ^ ein stetig 
gekrümmter mit F(k, ß, y) als Krümmungsfunktion, mithin der Beweis 
für den Satz in 43. vollständig erbracht. 

56. Wir können diesen Satz Über die Eestimniung eines konvexen 
Körpers zu einer gegebenen Krümmungsfunktion F auch auf Fälle ausdehnen, 
wo diese vorgelegte Funktion F nicht durchweg stetig ist. Insbesondere 
lassen sich alle konvexen Körper, welcke in der Regel honstante positive 
Krümmung und nur an singularen Stellen unendHche Krümmung 
durch folgende Aussage charakterisieren; 

Es seien auf der Kugeliläehe ® beliebige Partien ?E 
denen ein bestimmter und von Null verschiedener Flächeninhalt zukommt 
und so, daß der Schwerpunkt dieser Partien 9J für sick, wie der dei 
ganzen Kugelfläche (S, im Nullpunkte liegt. Alsdann gibt es stets einen 
und nur einen konvexen Körper S mit dem Nullpunkte als Schwerpunkt, 
derart daß für jeden beliebigen konvexen Körper ®' die Darstellung 

r(g', t, ß) =- ^Js'dm 

gilt, wo R' die Stützebenenfunktion von ffi' bedeutet und das Integral nur 
über die Partien 9i der Kugelfläche (£ zu erstrecken ist. 
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xxvn. 
Über die Körper konstanter Breite. 

(In mBsiacliei- Sprache erachienen in: Mathematiaehe Sammlung (Matemat-iceskij 
Sbornik), Moskau, Band 25, S, 605—508.) 

9 1- 

Unter der Breite eines Körpers in einer gegebenen Eiehtung soll der 
Abstand der zwei zu dieser Richtung normalen Stützebenen des Körpers 
voneinander TCrstanden werden. Als Sfüisebene des Körpers wird hier 
jede Ebene bezeichnet, welche an den Körper in wenigstens einem Punkte 
anstößt, ihn aber nicht durchsetzt. 

Ein Körper, der in allen Richtungen gleiche Breite hat, soR von 
lionstanter Breite heißen. 

§2- 
Es sei irgendein Körper K vorgelegt. Wir verwenden rechtwinklige 
Koordinateji Xy y, z mit einem Punkte im Inneren von K als Anfangs- 
punkt, und führen zur Festlegung der Punkte k, (3, y auf der Kugelfläche 
vom Radius 1 um Polarkoordinateu ■&, il> ein, so daß 
K = sin S- cos ^, )3 = sin S' sin ^, y = cos S'(0<ö-^n:, 0^i^^23t) 

ist. 

Der Abstand derjenigen Stütaebene an K, welche a, ß, y als die 
vom Körper abgewandte Normalenrichtung zeigt, vom Nullpunkt heiße 

Der zu einer Richtung r, ß, y {^, i>) entgegengesetzten Richtung 
— a, — ß, ~ y entsprechen dann die Werte n — S;ip -\- ^ (mod 2jc) dieser 
Polark oordinaten. 

Die Breite von K in der Richtimg a, ß, y wird alsdann durch 
B{d; if) = B:{&, t/j) + B:(% - *, 1^ + re) 
dargestellt. Dieser Ausdruck bleibt ungeänderfc, wenn wir n, ß, y durch 
die entgegengesetzte Richtung — a, — ß, — y ersetzen. 

Denken wir uns H(d; ip) in eine Reihe nach Kugelfläcbenfiinktionen 
entwickelt, 

H(&, t)=Y^+ Y, (0, ii) + r, (*, 4>) + --; 
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worin Yg eine Konstante und F,„ (9; ip) eine Kugelfunktion m^' Ordnung 
vorstellt, so folgt 

ff (JT - *, i/; + jr) = Ffl - Ti (», 1/;) +Y,(&,ip)-\ 

™^ B(&,i')=2Y,+ 2Y,(»,ij) + 2Y^i&,i,) + ■■■. 

Damit K einen Körper konstanter Breite vorstellt, ist hiernach not- 
wendig und hinreichmä, daß die Terme gerader Ordnung Y^ (d-, ^), 
r'i(*, if),-'- in der Entmickhmg von ff(*, i>) sämtlich identisch verschwinden. 

§3. 

Unter dem Umfange eines Körpers in hesug auf eine gegebene Bicktung 
wollen wir den Umfang des Querschnittes bei demjenigen Zylinder verstehen, 
der von allen der betreffenden Richtung parallelen Stützebenen des Körpers 
umhüllt wird. 

Ein Körper, der in bezug auf aUe Richtungen gleichen Umfang hat, 
soll von honsttmtem Umfamge heißen. 

Wir -werden hier den Satz beweisen: 

Die Körper Jconstmiter Breite und die Körper konstanten Ümfanyes 
sind miteinander identisch. 

Der Umfang des Körpers K speziell in bezug auf die Richtung der 
Ä!-Achse ist der Umfang der in der ar^-Ebene von den sämtlichen Geraden 

X cos ^ + )/ sin i/j = ff / Y I ^) =" ^* W 

umhüllten geschlossenen konvexen Kurve. Für die Punkte x, y dieser 

Kurve haben wir neben dieser ersten Gleichung noch die andere 

■ , , , 3^W 
— xsm-^+yao&i' ^'- , 

so daß für sie 

x = haosib — --„— sm il/, w = « sm i/j + ^5— cos tf; , 

dx = l/j + K-j4j sin ^ dijj, dy = (h. + >. -,-J cos ^d^ 

gilt und also der Umfang jener Kurve durch 

dargestellt wird. 

Setzen wir nun 

i'mC*; ^) = A^'""(cos^) + ^{A'^o'* f V- +S, sin vt) P/""(cosS-) 
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) erkennen wir, daß 



IM'-.*) 



äijj 

tei ungeradem m yerschwindet und bei geradem m sieb als das Produkt 
aus dem Werte der Funktion Y"^ (&, ip) für den Pol -& = in eine gewisse 
von m abhängige Konstante ö^= 2jrP*"'*(0) ergibt. 

Indem wir dieses in bezug auf die Richtung der s-Achse gewonnene 
Besultai auf eine beliebige Richtung Übertragen, sehen wir, daß aus der 
angenommenen Entwicklung für S(ß; ■^) sich für den Umfang von K in 
bezug auf eine beliebige Richtung (&, ip) die folgende Entwicklung 

U{&, 1//) = 2;r Zo + räs r^ (&, i,) -f S)^ Y^ (*, ^) + - . . 
herausstellt. 

Damit K ein Körper konstanten Umfanges ist, finden wii' hiernach 
notwendig und hinreichend, daß in der Entwicklung von JZ(ö', ^) nach 
KugeKunktionen die Terme Y^, Y^, ■ ■ ■ sämtlich Null sind. 

Ein Vergleich dieses Resultats mit dem Torhin gewonnenen über die 
Körper konstanter Breite zeigt in der Tat, daß ein Körper konstanter Breite 
jedesmal zugleich ein Körper konstanten Umfanges ist und umgekehrt. 
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über die Bewegung eines festen Körpers in einer 
Flüssigkeit. 

[Sitzungsberiolite der K. Preußisclien Akademie der Wiasensohaften zu Berlin. 

Band XL. 1888. S. 1096—1110.) 

(Vorgelegt von Herrn von Helmholtz.) 

Gustav Kirchhoff*) iat aus dem Hamiltonsehen Prinzipe DifFe- 
rentialgleiehungen für die Bewegung eines festen Körpers in einer Flüssig- 
keit hergeleitet, und dieselben Gleichungen hat Sir William Thorasoo^-*) 
mit Hilfe seiner allgemeinen Bestimnmiig der nach Impulsen eintretenden 
Zustände gefunden Es liegen diesen Gleichungen die Vorstellungen zu- 
grunde, daß dei Korpei von unveränderlichem Gefüge, die Flüssigkeit 
homogen, mkompie^sibel und reibungslos ist, ferner, daß die Flüssigkeit 
nach allen Richtungen sich in die Unendlichkeit erstreckt, dort überall 
ruht, und daß an jedem ihrer Punkte ein einwertiges Gesehwindigkeits- 
potential esistieit. Diese Vorstellungen halte ich im folgenden fest, und 
ich gebe für den Fall, daß keine Kräfte wirken, eine Reduktipn jener 
Gleichungen auf ein Problem, das mit dem der kürzesten Linien auf einem 
EUipsoide Ähnlichkeit hat. Bisher sind, selbst für diesen elementarsten 
Fall, nur einzelne Integrale, partikuläre Lösungen, und Folgerungen, die 
sich auf Körper von spezieller Gestalt und Massen Verteilung beziehen, 
bekannt; hier werde ich keinerlei Beschränkungen hinsichtlich des Körpers 
eintreten lassen. 

Zunächst suche ich in § 1 diejenige Zerlegung der Bewegung eines 
Körpers in einer Flüssigkeit auf, welche das Analogon ist zu der Zer- 
legung der Bewegung eines Körpers im leeren Räume in die Bewegung 
des Trägheit smittelpunktes des Körpers und die Rotation um diesen Punkt. 
In § 2 ist die Bedeutung der Differentialgleichungen von Kirchhoff und 
Thomson auseinandergesetzt, und werden diejenigen Bewegungszustände 



*) Crellea Journal, Bd. 71, S. 237 — 262. — Auch in den Torlesungen ober 
Mechanik, XIX. Vorl. 

**) Philoflophical Magazine, 1871, Vol. 42, pp. 362—366. 
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eines K"örpers in einer Flüssigkeit bestimmt, die sicli, oline Einfluß von 
Kräften, imTerändert erhalten. Verschiedene von den Resultaten dieses 
Paragraphen finden sich bereits in den Aufsätzen der Herren H. Lamb*) 
und Tb. Craig**); aber die Entwicklung derselben geschieht hier einfacher 
und übersichtlicher. In § 3 leite ich die Bewegung des Körpers — so 
wie sie vom Körper gesehen eich darstellt — für den Fall, daß keine 
Kräfte wirken, aus dem einen, der Bewegung eines Trägheitsmittelpunktes 
analogen Teile allein ah. Indem ich dann auch aus dem Auedrucke des 
Hamiltonschen Prinzips die Koordinaten des anderen Teiles heraussehafFe, 
tritt eine neue und sehr anschauliche Minimaleigenschaft zutage. Diese 
ermöglicht schließlich eine Auwendimg der Sätze von C. Gr. J. Jacobi***) 
über diejenigen Probleme der Mechanik, welche nur zwei zu bestimmende 
Größen enthalten. 

Eine ganz ähnliche und nicht minder bemerkenswerte Gelegenheit, 
von diesen wichtigen Sätzen Nutzen zu ziehen, bietet sich, worauf ich 
indessen hier nicht eingehe, in dem Probleme der Rotation eines, der 
Schwere imterworfeuen Körpers ura einen festen Punkt; ob die Rotation 
im leeren Räume oder in einer unendlichen, schweren Flüssigkeit vor sich 
geht, macht für die mathematische Behandlung nur insoweit einen Unter- 
schied aus, als im letzteren Falle von den drei, auf den festen Punkt be- 
züglichen Hauptträgheitsmomenten auch eines größer als die Summe der 
beiden anderen sein kaiin, was im ersteren Falle ausgeschlossen ist. 

9 1- 

In fester Verbindung mit dem betrachteten Körper sei ein recht- 
winkliges Koordinatensystem angenommen; anstatt von der Bewegung des 
Körpers können wir von der Bewegung dieses Systems sprechen. Es 
seien u, B, lö die augenblicklichen Geschwindigkeiten des Anfangspunktes 
dieses Systems parallel zu den Achsen desselben, p, g, r die augenbliek- 
liehen Drehuugsgeschwindigkeiten des Systems um diese Achsen. Über 
den Sinn positiver Drehungen sei die gewöhnliche Festsetzung getroffen, 
derzufolge die Ausdrücke für die Geschwindigkeiten eines Punktes, dessen 
Koordinaten x, y, z sind, lauten: 
(1) n-\- zq_ — yr, 'S -\- xr ~zp, X<o -^yp — xq^. 

Mit unseren Voraussetzungen über die Ausdehnung und die Bewegung 
der Flüssigkeit erreichen wir, daß durch die Werte von ii, 0, lu, p, q, r 

") Proceedings of the London Mathematical Society, 1S77, VIII. pp. 273—286. 
**) Aiaerican Journal of Mattem ati es, 1879. II pp. 162 — 171. 
***) Vorlesungen über Dynamik, XXII. Vorl. — Gea. Werke, Snpplementbaiid, 1884, 
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jedesiDHrl aucli der BewegungsznataGd der Flüssigkeit völlig bestimmt ist, 
und daß wir uns dea Znstand des ganzen, aus Eörper und Flüssigkeit 
bestehenden Systems von der Buhe aus momentan, durch einen gewissen, 
auf den Körper ausgeübten Impuls, entstanden denken können. Infolge 
dieser Umstände ist dann die gesamte lebendige Kraft des Körpers und 
der Flüssigkeit, die wir mit T bezeichnen, eine homogene Funktion zweiten 
Grades von U,'0,'Si,p,q,r mit konstanten Koeffizienten, deren Werte 
von der Gestalt des Körpers, der Masse dieses und ihrei Vei-teilung, sowie 
von der Dichtigkeit der Flüssigkeit abhängig sind und der m Frage 
kommende Impuls, den wir kurz den augenblicklichen Impuls det Be- 
ivegunq nennen, und der eine, T gleiche Arbeit zu leisten haben wurde, 
ist äquivalent einer im Anfangspunkte der Kooidmatea angreifenden im 
' ä~' '^' ;5~iü "'""i .tiiK.iinden mit einem 
impulsiven Kräftepaare von den Komponenten -k- , ^^, -^ ■ Diese Diffe- 
rentialciuotienten sind hier nur als Symbole für gewisse lineare Ausdrücke 
in u, Ü, tu, p, q, r aufzufassen, die ich auch der Eeihe nach mit m, v, iü, 
p, q, t bezeichne. 

Zerlegung der lebendigen Kraß. In derselben Beziehung, wie die 
letzten sechs Größen zum Anfangspunkte der Koordinaten, stehen, vermöge 
der Ausdrücke (1), zu einem Punkte, dessen Koordinaten x, y, s sind, 
die Größen: 

u, V, w, "^ -\- SV — yw, q + x%v — zu, x-\- yw — xv. 

Da hiemach die Bedeutung der impulsiven Einzelkräfte u,VfW — ähnlich 
wie die der Drehungsgesch windigkeiten p,q,T — von der Wahl des An- 
fangspunktes völlig unabhängig ist und nur von den ßiehtungen der 
Achsen abhängt, so führe ich diese Größen u, v, tv als neue Variable an 
Stelle von u, D, tu ein. Das kann geschehen, da die in Frage kommende 
Determinante niemals verschwindet, weil T eine wesentlich positive Form 
ist. Bie Form T mit sechs Variablen zerfällt aber dadurch in eine Form 
der drei Variablen u, v, w, und eine Form der drei Variablen p, q, r, die 
ihrerseits beide wesentlich positiv sein müssen; ich schreibe: 

T =^ E{u, V, w) + G(j>,q,r). 
Die Größen u, ö, ID werden lineare Funktionen in m, v, w,p, q, r mit 
konstauten Koeffizienten. Aus den Ausdrücken (1), welche gewisse 
Funktionen eines beliebigen Punktes vorsteUeo, geht hervor, daß deijenige 
Punkt im Körper, dessen Koordinaten 

iV?5_äS\ i/Sl„M i/äi_«!\ 
2 \di Sri' 2 \ör Sp/' 2 \~ep Sj/ 



y Google 



2S6 Zur Fhyaik. 

sind, eine von der Wahl des KoordinatenayBtems völlig unabhängige Be- 
deutung hat. 

In diesen Puntt, den ich im Hinblick auf eine später auseinander- 
zusetzende Eigeneciiaft das Zentrum der Hauptachsen des Körpers nenne,, 
soll für die Folge stets der Anfangspunkt des im Körper festen Koordi- 
natensystems gelegt sein, d. h. ich setze die vorstehenden Differenzen gleich 
Nnil voraus. Dann lassen sieh die Differenzen 

,, SE ^ dE ^ dE 

die uieht mehr von u,v,w abhängen, als partielle DifFerentialquotienten. 
nach p, q, r von einer gewissen quadratischen Form in p, q, r darstellen,, 
die ich mit — F{p,q,r) bezeichne; die Differenzen 
IG d& da 

^-3^' "^"H' ^-JV 
sind hernach gleich den partiellen Differentialquotienten nach u,v,w von 

Ein identisches Verschwinden dieser Form F — wie es beispielsweise 
immer eintritt, wenn der Körper der Gestalt und Verteilung der Masse 
nach ein Rotationskörper ist, oder wenn die Dichtigkeit der Flüssigkeit 
Kuli ist, d. h. die Bewegung im leeren Räume erfolgt — zeigt an, daß 
der betrachtete Köi-per hinsichtlich des Ausdrucks der lebendigen Kraft T 
den Charakter solcher Körper trägt, die der Gestalt und Massenverteilung 
nach einen Mittelpunkt aufweisen. 

Der Ort des Zentrums der Hauptachsen und die drei Formen F, F, G 
mit je drei Variablen involvieren zusammen dieselbe Zahl von Konstanten, 
nämlich 21, wie die eine Form T mit sechs Variablen. 

Ebenso wie die gesamte lebendige Kraft, erscheint die Bewegung 
des Köi^pers in zwei, von der Wahl eines Koordinatensystems TöUig un- 
abhängige Teile zerlegt, nämlich in eine V&rsdiiebimgsgeschtcindiglidt 
(i» = 0, 2 = 0, »■ = 0) und eine Bewegung, deren Impuls ein impulsives 
Kräftepaw ist (m ■= 0, « == 0, w = 0). Im leeren Räume würde der erste 
Teil die Bewegung des Trägheitsmittelpunktes, der zweite die Rotation 
um diesen Punkt vorstellen. Die Vers ehiebungsgesch windigkeit hat zn 
^ . dE dE dE , . , ■ ->r -c^ dG oG dG- 

Komponenten; -tt- , vr— , -~'j "^ impulsive Kraitepaar: -=— , -k— , -^. 

Um diese Zerlegung weiter zu verfolgen, denke ich mir für einen 
Moment die Koordinatenachsen in Hauptachsen einer Fläche zweiten Grades 
F{x,y,z) — konst. gelegt, so daß für F{x,y,z) ein Ausdruck 

bestehe. Dann soll eine Linie, die in einer Richtung, deren Kosinus ^, rj, g 
sind, von dem Punkte 
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(2) i-(6-e),?, !,-(<;~»)£|, 8-(a-S)g, (?+ ij'H- 6'-l) 

oder von dem, diesem Punkte in bezng auf das Zentrum der Hauptachsea 
gegenüberliegenden Punkte — x, —y, ~ s ausgeht und sieh ins Unend- 
liche erstrecken mag, der zu der Richtung | : ij : £ gehörende ersfe, 'bzw. 
sweiie Madius des Körpers heißen. Als gleichwertig mit | : i; : § kömien 
hier offenbar nur solche Proportionen miimrj-.m^ gelten, in welchen m 
ein positiver Faktor ist. Zwei zu entgegengesetzten Richtungen gehörende 
erste, bzw. zweite Radien greifen stets an demselben Punkte an; die Linie^ 
die sie gemeinsam bestimmen, soll ein erste); hsw. sweiteT Durchmesser des 
Körpers heißen. 

Man bestätigt leicht mit Hufe der Ausdrücke (1), daß durch das 
impulsive Kräftepaar -s—, -^ , -j- eine Schraubenbewegung um den zu der 
Richtung p:q:r gehörenden ersten Radius entsteht, wobei die Geschwin- 
digkeit der Drehung die Größe -{- Y^-\- ^ + r^ und die der Steigung die 

Größe . , .', ■ erlangt. Ganz analog redu2iert sich der Impuls der 
P'-i-9 +»■ ^ , ® 

Verschiebungsgeschwindigkeit ^^, -^, ^~ auf eine impulsire Kraft 
+ "j/w^^^^ + «(-'^ längs dem zu der Richtung w.v.w gehörenden zweiten 
Radius, und ein impulsives Kräftepaar , r - ■ ', ■ ' , ")/»^ -i- v'' -\- w^ um diesen 
Radius. 

Die zu den sämtlichen Richtungen gehörenden ersten (oder zweiten) 
Durchmesser bestimmen im Körper ein, noch von der Dichtigkeit der 
Flüssigkeit abhängendes, Strahlensystem zweiter Ki^ee mit ausgezeichneten 
metrischen Eigenschaften: Die Mittelpunkte der Strahlen, identisch mit 
den Punkten (2), sind zugleich die Fußpunkte ihrer kürzesten Entfernungen 
vom Zentmm der Hauptachsen; sie bilden in ihrer Gesamtheit eine ge- 
schlossene Steinersche Fläche, welche sich auf die Fläche eines Kreises 
oder gar auf das Zentrum der Hauptachsen zusammenzieht, wenn F= konst. 
eine Rotationsfläche oder eine Kugel wird. Sieht man ferner irgend drei 
zueinander senkrechte erste (oder zweite) Durchmesser als nichtzua ammen- 
hängende Kanten eines ParaUelepipedums an, so fällt der Mittelpunkt 
dieses in das Zentrum der Hauptachsen. 

8 2- 

Man kann zunächst ans dem Hamiltonschen Prinzipe sehr einfach 
die am Anfange von § 1 auseinandergesetzte Bedeutung der Differential- 
quotienten der lebendigen Kraft 2" nach den Geschwiadigkeiten erschließen; 
dann sind die Differentialgleichungen von Kirchhoff und Thomson nur 
ein Ausdruck für die fast selbstverständliche Tatsache, daß der äugen- 
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blickliche Impuls der Bewegung iu jedeua Zeitelement dt genau um den, 
von den gerade vorhandenen Kräften ■während dt ausgeübten Impuls zu- 
nimmt, voraus gesetzt, daß ein jeder Impuls nicht allein der Große nach, 
sondern auch nach Richtung und Lage im Baume geschätzt wird. 

Wirken 'kerne Kräfte, imd auch nw in solchem Falle wird daher der 
Ifnpuls der Bewegung einen wweränderlicken Äusäruck im Bamne haben. 
Diese Bedingung bestimmt den ganzen Bewegungs Vorgang; denn man er- 
kennt aus ihr, welche Änderungen der Geschwindigkeiten mit jeder Orts- 
änderung des Körpers einhergehen müssen. 

Der augenblickliche Impuls der Bewegung besitzt, wie jeder Impuls, eine 
einzige, völlig sichere Darstellung, sei es als nicht?« rsch windende impulsive 
Kraft mit einem, zu der Kraft senkrechten impulsiven Kräftepaare, sei es bloß 
als impulsives Kräftepaar. Unter der Achse des Impulses versteht man in 
dem einen FaUe die der Richtung und Lage nach vöUig bestimmte Linie, in 
welcher die impulsive Einzelkraft wirkt, in dem anderen Falle die nur der 
Hichtung nach bestimmte Achse des alsdann allein vorhandenen impulsiven 
Kräftepaars. Die Größe des Impulses sei definiert dnreh den Inbegriff 
zweier Größen J" und J,, von denen die erste, J, die absolute Größe der 
impulsiven Einzelkraft, und die andere, J^, die im Sinne der Achsen- 
richtung des Impulses gemessene Größe des Moments des impulsiven 
Kräftepaars bezeichnen soU. 

Werni keine Kräfte wirken, so muß also die Größe des Impulses kon- 
stant und seine Achse im Baume uwoeränderlich sein. Daß alsdann auch 
die gesamte lebendige Kraft T konstant sein wird, leuchtet aus dem Satze 
von der Erhaltung der lebendigen Kraft ein. 

Den analytischen Ausdruck dieser Bedingungen findet man in folgender 
Weise, wobei man den Fall e/ = als GrenzfaU eines unendlich kleinen J" 
auffassen kann. Zunächst ist für die Größe des Impulses: 

(3) .-+.- + »'=/-, ^^^ 

(4) Mp -Hi'q+wr— J"Ji, — 
(wenn J= 0, d.h. i( = 0, w = 0, w = ist, so hat man: (i^ -f- q^ -|- c^ =Ji^, Jj ^0). 
Die Achse des Impulses besitzt in bezug auf das im Körper angenommene 
Koordinatensystem die Gleichungen: 

(5) ip -}- 0V — ytv:c\ -{- xw — zu:x -\- yu~ xv.J^ — uivitvirT 

(oder ist im FaUe J'= durch |]:c|;r der Bichtung nach bestimmt); nach 
Verlauf eines Zeitelementa dt haben sich hierin u, v, w, p, q, r um ihre 
Differentiale während dt geändert; da aber die Achse des Impulses dieselbe 
gebliehen sein soU, und nur der Ort des Koordinatensystems sich geändert 
hat, so müssen die Gleichungen dieser Linie nach Verlauf von ät auch 
zum Vorschein kommen (bis auf unendlich kleine Größen zweiter Ordnung), 
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wenn man in (5) nur zu x, i/, ? ibe m dt multiplizierten Gescliwindig- 
keiten (1) hinzufügt. Halt maa die Bedingung, daß die auf diese zweierlei 
Arten aus (5) entstehenden Gleichungen dieselben Punkte x, y, b definieren 
eoUeu, mit der anderen zusammen, daß J und Jj Konstanten, d. h. die 
Differentialquotienten der linken Seiten von (3) und (4) nach t Null sein 
sollen, so hat man Beziehungen genug, um den Differentialquotienten jeder 
der Größen «, v, w, )), q, t nach t als Funktion eben dieser Größen dar- 
zustellen, worauf die Differentialgleichungen von Kirehhoff und Thomson 
hinauslaufen. 

Stationäre Setvegungen. Wie dei Korper auch beschaffen sein mag, 
80 gibt es stets für ihn stainonm t Bewegungazustände, d. h. es gibt Wert- 
systeme der Geschwindigkeiten u, ö, ID, p, q, r, die, einmal erzeugt, un- 
Terändert bestehen, so lange als keine Kräfte wirken. Eine Bewegung, 
die mit Geschwindigkeiten solcher Art beginnt, setzt sich als gleichförmige 
Sehrauhenbewegung fort. 

Die chofaUerisUsche Bedingung für stationäre Sewegungsmistände ist 
die, daß die Achse der Bewegtmg (nämlich der durch die Geschwindigkeiten 
hestimmten Sdwauhenhetmgmig) imd die Achse des Impulses der Bewegung 
der Lage nach misammenfdUen müssen. 

Denn soU irgendein Bewegungszustand eine Weile andauern, der 
Korper also eine gleichförmige Schraubenbewegung ausführen, so muß der 
Impuls der Bewegung diese Schraubenbewegung sozusagen mitmachen; 
dabei bleibt natürlich seine Größe ungeändert, seine Achse aber ist nur 
dann fest, wenn sie in die Achse der Bewegung fällt. 

Die genannte Bedingung ist, falls eine der Achsen nur der Richtung 
nach definiert, also keine Drehungsgeschwindigkeit oder keine impuSaiTe 
Einzelkraft vorhanden ist, dahin aufzufassen, daß den Achsen gleiche oder 
entgegengesetzte Richtungen zukommen müssen. 

Für die Achse des Impulses ist bereits ein analytischer Ausdruck an- 
gegeben; die Aehae der Bewegung hat, wenn die Drehungsgeschwindigkeit 
nicht Null ist, die Gleichungen: 

u + sq — yr-.ti -\- xr — ep:\v -\- yp — xg =p:q:r, 
anderenfalls ist sie durch U ; : W der Richtung nach definiert. Damit 
diesen zweierlei Bestimmungen eine Linie genügen könne, ist notwendig 
und hinreichend, daß mit irgendwelchen Werten von l und ji die Be- 
ziehungen bestehen: 

u:v.'W.l = p:q:r-A = u — Xp-.t) - lq:\D — If. [i-, 
d.i. 

= d(T-AJJi~-^J^'j\~d(T + ^j/j, wenn J=0 ist]. 
Danach haben in stationären B&ivegwngen die ( 
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Werte, daß die, bei festgehaltener Große <ks Impulses genommene erste 
Variation der lebendigen Kraft identisch verschwindd (dasselbe ist von der 
ersten Variation bei festgehaltener Größe der Schranbenbewegung aus- 



Um einen Überblick über sämtliche Überhaupt existierenden statio- 
nären Bewegungen eines Körpers zu erhalten, kann man sie nach den 
Werten ihres l anordnen; A bedeutet für sie das Verhältnis ihrer Drehungs- 
geschwindigkeit zu ihrer impulsiven Einzelkraft, und zwar, wenn dasselbe 
nicht Null oder unendlich ist, mit positivem oder negativem VorzeicheUj 
je nachdem ihre zwei Achsen der Bewegung und des Impulses gleiche 
oder entgegengesetzte Richtung haben: 

Die Verhältnisse der Geschwindigkeiten in den stationären Bewegungen, 
welche zu einem festen Werte von X gehören, erfüllen die Proportion 
uiv.w.X ^^p'.qiv.i. und die Bedingung, daß die durch u-.v.w (oder 
p:q:r] bestimmte Richtung die einer Hauptachse der Fläche zweiten 

(6) T - IJJ^ == E{u, V, w) ~ 2lF(u, v, w) - l'G(u, v, w) = konst. 

sein muß, wenn man u, v, w als rechtwinklige Koordinaten eines Punktes 
(an Stelle von x, y, d) ansieht. Der Parameter X kann hier jeden reellen 
Wert haben, und für jeden Wert von 1 gehören so zu jeder Hauptachse 
der Fläche (6) je zwei, einander entgegengesetzte stationäre Bewegungen 
mit beliebigem Werte der lebendigen Kraft T. 

Die Gesamtheit der Hauptachsen aller Flächen (6) bestimmt im 
Körper für gewöhnlich einen Kegel sechster Ordnung. Auf der, diesem 
Kegel parallelen, von den Doppelaehsen sämtlicher stationären Bewegungen 
gebildeten geradlinigen Fläche haben irgend drei, zu demselben l gehörende 
und zueinander senkrechte Doppelachsen stets eine solche Lage, daß der 
Mittelpunkt des Parallelepipedums, für welches sie nichtzuaammenhängende 
Kanten sind, in unseren Koordinatenanfangspunkt fällt. 

i =- oo. Der letzten Eigenschaft ist nun auch die für diesen An- 
fangspunkt gewählte Bezeichnung als „Zentrum der Hauptachsen" ent- 
nommen. Unter Hauptachsen sollen nämlich hier, ähnlich wie bei einem 
Körper im leeren Räume, die Doppelaehsen derjenigen stationären Be- 
wegungen des Körpers verstanden werden, welche durch ein bloßes impul- 
sives Kräftepaar zu erzeugen sind, d. h. der Annahme J=0 (1 = oo) 
entsprechen. Die Hauptachsen sind hiernach erste Durchmesser des Körpers, 
und zwar diejenigen, welche zu den Richtungen der Hauptachsen eines 
ERipsoids G = konst. gehören. 

Für die Folge sollen stets die im Körper festen Koordinatenachsen in 
die Richtungen dreier giieinanäer senkrechter Hauptachsen gelegt sein, und 
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setze ich demgemäß für G (p, q, r) einen Ausdruck -^i-^P^ t Sq'-' + Cr^) 
. voraus; die Gleieliung (4) für J^ laßt sich dann in der Form schreiben: 
(4a) Äup + Bvq + Cwr = JJ, - 2F(it, v, w), 

deren Vorzüge später hervortreten werden. 

X = 0. Die Annahme J. = liefert stationäre Bewegungen ohne Drehung, 
also hloße Verschiebungen. Die Richtungen solcher stationären Ver- 
Bchiebungsgeschwindigkeiten sind, wie bereits Kirchhoff angegeben hat, 
durch die Hauptachsen eines EUipsoids JE = konst. bezeichnet; die Achsen 
ihrer Schraubenimpulse sind die zu ihren Bichtungen gehörenden zweiten 
Durchmesser des Körpers. — 

Wird ein stationärer Bewegungszustand, wie wir ihn hier betraehten, 
stabil genannt, wenn ans keiner unendlich kleinen Störung des Zustaades 
im Laufe der Zeit endliche Änderungen seiner Geschwindigkeiten hervor- 
gehet) können, so ist eine, durch ein bloßes impulsives Kräftepaar ent- 
standene stationäre Bewegung, etwa eine solche um die der ä- Achse 
parallele Hauptachse — bei der zuletzt getroffenen Wahl des Koordinaten- 
systems — in folgenden Fällen stabil: Wenn das Moment C <. A\md <. B, 
oder C > j1 und > B ist, mit Ausnahme des FaUee, wo G = A ~\- B und 
nicht zugleich der Schnitt der a:j/-Ebene mit einer Fläche 



i'(»=, 9, «)-i(£ + f + g) (-' + »■ + -■) = 



konst. 



eine Ellipse ~r "^ b "" konst. ist; endlich wenn Ä — B=^C' und die a-Achse 
zugleich eine Hauptachse einer Fläche F — konst. ist. 

Für die Übrigen stationären Bewegungen, bei welchen eine impulsive 
Einzelkraft mitwirkt, kann die Entscheidung über die Stabilität in ein- 
facher Weise von einer gewissen quadratischen Gleichung abhängig gemacht 
werden. Es erweist sieh hier als eine hinreichende Bedingung für Sta- 
bilität in dem angegebenen Sinne, wenn bei festgehaltener Größe des 
Impulses die zweite Variation der gesamten lebendigen Kraft wesentlich 
positiv ist. Letzteres wieder, und um so mehr Stabilität tritt sicher dann 
ein, weuB in der F^che (6), die zu der betrachteten Bewegung gehört, 
und wo nun die Konstante der rechten Seite positiv angenommen sein 
soll, das reziproke Quadrat desjenigen Durchmessers, mit welchem die 
Achse der Bewegung parallel ist, numerisch kleiner ist als das reziproke 
Quadrat irgendeines anderen Durchmessers. 



Nunmehr untersuchen wir, welchen Verlauf eine beliebige Bewegung 
; Köi^pers mit konstantem Impulse darbietet. 
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J= 0. Ist der Impuls ein bloßes impulsives Kräftepaar, so existiert 
nur der Teil der Bewegung, welcher von den Drehungsgescliwindigkeiteii 
p, q, r abhängt; und letztere haben in jedem Augenblicke dieselben Werte, 
und ist dadurch auch die Winkel Stellung des Körpers im Räume jederzeit 
dieselbe, als ob der Körper mit gleichem Impulse sich im leereu Räume 
bewegte, und dabei seine lebendige Kraft um den Trägheitsmittelpunkt 
den Ausdruck G {p, q, r) hätte. Letztere Bewegung würde nach bekannten 
Formeln zu berechnen sein, befolgt übrigens auch die weiter unten für 
den FaR J"> aufgestellten Sätze, indem aus jenen Sätzen, wenn die 
Bewegung im leeren Räume vor sich geht, (wenn E(u,v,w) ein Viel- 
faches von M* + «^ + jy* und F identisch Null ist), die Größe der im- 
pulsiven Einzelkraft ohne weiteres herausfällt. Sind die Drehungen des 
Körpers bereits ermittelt, so findet man die vom Zentrum der Hauptachsen 
parallel zu irgendeiner im Räume festen Richtung n zurückgelegte Strecke 
durch das Zeitintegral: 

[nx) -f- -^ cos {ny) + -^ cos (ns)) dt. 

Dieses Integral Ideibt für Richtungen parallel zur Ebene des impulsiven 
Kräftepaars in dei Regel immn endhch Verschwindet die Form F 
identiBub, so übernimmt das Zentrum der Hauptachsen offenbar die Rolle 
eines festen Punktes 

J" > Hat dei ImpuK der Bewegung eine nicht verschwindende 
impulsive Einzelkraft, so wird durch folgende Gleichungen zunächst aus- 
gedrückt, daß für diese Kraft Grröße und Richtuiig im Räume unveränderlich 
sind: 
,„. du dv äw 

(') üt--"-«». «-»"-"'• ii-«"-""- 

Diese Gleichungen sind hinsichtlich p, q, r nicht voneinander unabhängig, 
sondern liefern die von p,q,r freie Relation udu + vdv -{- wdw ~0, 
welche zu der Gleichung (3) £übi-t; bringt man sie aber in Verbindung 
mit der Gleichung (4a) für Jj, die ebenfalls linear in p, q, r ist, so gelangt 
man zu Beziehungen: 
{Äu^ + Sv^ + üw^) p = {JJ, -2F (M, V, iv)) u + Cw ~ - Bv ^^"^ usw., 

mit deren Hilfe man, da Äw" + Bv^ ■}- Cw^ hier gewiß von Null ver- 
schieden ist, die Drehungsgeschwindigkeiten p, q, r durch die impulsiven 
Einzelkräfte u, v, w und deren DifFerentialquotienten nach t darstellen 
kann. Führt man alsdann für m, v, w solche Funktionen zweier Argumente, 
öl und e^, ein, daß die Gleichung u" + v" + vi" = J"^ identisch erfüllt wird, 
so spricht sich der Inhalt der nach § 2 für u, v, w,p, q, r bestehenden 
Differentialgleichungen erster Ordnung, soweit er nicht bereits durch (3), 
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(4a) und (7) erscliöpft ist, in zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
für e^ und ßg aus, Gleichungen, die, wie ich nach umständlichen ßochnnngen 
gefunden habe, folgenda Auslegung gestatten: 

Man fixiere einen beliebigen Punkt und eine beliebige Richtung im 
Körper; in einem Zeitelement dt sei da der Weg des Punktes längs der 
unveränderiiehen Achse des Impulses, röe^ der Weg der Richtung um 
diese Achse; die Projektionen des Punktes auf die in Rede stehende Achse 
machen die Strecke dö anaehaulich, den Winkel da^ besehreiben die Pro- 
jektionen der Richtung auf eine zu dieser Achse senkrechte Ebene. Die 
Größen e^ und e^ sind innerh)^ einer beliebigen Zeitperiode solche FwMionen 
ihrer ersten und ihrer letaten Werte und der Zeit, daß die erste Variation 
des iÄher die Periode ausgedehnten Integrals 

* =f{Tdi — Jde — J^dß^) 

Die Integrale fdt, fdß, fde^ über die betreffende Periode wollen wir 
(, 6, öj nennen. 

Sind, in bezog auf das im Körper feste Koordinatensystem, a, l, c die 
Koordinaten des Punktes, ci,ß,'y die Kosinus der Richtung, so hat man;*} 

d6 - -~ W(« + cq-'i>r) + v(p + ar- cp) + jß(xo + bp- «3)] dt, 

da.^j"^ 

Daß es auf die besondere Wahl des Punktes und der Richtung nicht an- 
kommen kann, schließt man aus dem Umstände, daß die Differenz der 
Gesamtgrößen oder ffj für zwei Punkte bzw. zwei Richtungen sich ohne 
Integralzeichen, allein durch die Anfangs- und Endwert« von e^ und e^ 
darstellen läßt. 

Nach der Definition von da,^ muß der Winkel e^ eine sprungweise 
Änderung um + jc erleiden, so oft die Richtung, auf weiche sich ffj bezieht, 
eine Lage passiert, in welcher sie der Achse des Impulses parallel wird, 
was ofi'enbar nur in nicht stationären Bewegungen und hier jedesmal nur 
für einfach unendlich viele Richtungen im Körper eintreten kann. Doch 
bleibt 6^ in dem Falle stetig, wenn zu gleicher Zeit die augenblickliche 
Drehungsachse der Achse des Impulses parallel wird, d. h. du = 0, 
dv = 0, dw = ist, in welchem Falle nicht auch d''u — 0, d^v = 0, 
(pgü ^ sein kann, weil sonst die Bewegung stationär weitergehen 
müßte. 

Daß die gesamte lebendige Kraft T konstant ist -— wir wollen ihren 

') s. Kirchhoff, Grelles Journal, Bd. 71, S. 255. 



7 up + vq + wr-(c:ii + pv + yw)ie,p + ßq + Yr) , 
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konstanten Werl; L nennen — drückt sich nach Elimination Ton p, q, 
in der Gfleichung aus: 



1 [JJi— 2Ffa,P, i^')]' 



. BC{ 



iy+c..i(g)'+^B(g)' 



/ns ITT/ \ r ^ \-Jd, — ^r \.a,v, wir , i \cj.(/ \"i/ \w^/ r 

(8) £(",»,«')+ Y ^;._|.j,.+cj; +Y A.-+S.-+C,- -^' 

die offenbar dazu veiwandt weiden kann, dis Element dt aus den Differen- 
tialgleichung eu far Pj und f^ herauszusi liafien Man kommt dadurch zu 
folgendem lem geometiisehen Resultate 

Ist die 4.}beU deb Impulses dei Beuegung (L) und seine Große ((/, J,) 
beküwff, und sind von den Stellungen, udche die Richtung der im Ramme 
unvetandeihchea Acl)se des Impidses su den vetschiedenen Zeiten in hesug 
auf den Korper emmnimt, irgend siiei {e^", e^", e^, e^) gegeben, so ist 



^=J{2Ldi- Tda-J^itö^) 



oder „ _ ^ _ _ 

2Lt — j0 — J^e^ 

auf dem wi/rMichen Wege dieser Ricidung im Körper ein Minimum (ie- 
sieMich, wenn die swei Stellungen weiter auseinander liegen, ein Grenzwert). 
Es empfiehlt sich, für die BestimmungsstUcke e^ und e^ dieser Stel- 
luhgen die zwei elliptischen Koordinaten zu nehmen, die einem Punkte, 
dessen rechtwinklige Koordinaten (abgesehen von der Dimension) 
Im l V 1 w 

sind, auf dem, mit dem Körper fest verbundenen Ellipsoide 

Ax^ + By^ + Cs^ = 1 
zukommen. Die Gleichung (8) zeigt nämlich, daß die Geschwindigkeit, 
die ein so gewählter Punkt in seiner Bahn auf diesem Ellipsoide hat, 
allein eine Funktion seines Ortes auf letzterem ist; und heißt diese Ge- 
schwindigkeit -TT oder s', so nimmt dazu das Element des Integrals V einen 
Ausdruck an: 

Hierin sind die Punktionen F^ und F^ Null (für a,b, c ^ 0, 0, 0), wenn 
die Form F identisch verschwindet und zugleich die Konstante J^ 
Null ist. — 

Auf die im vorstehenden entwickelten Minimalsätze sind nun die 
Methoden von Hamilton und Jacobi sehr einfach anzuwenden.*} Drückt 
mau io ^'~ -^tiT" 'A "^ ^^^ Größen u,v,w,p,q,r durch 



*) Sieie C, 0, J. Jacobi, Vorleaungen über Dynamik, Vorl. XIS und XXII. 
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, bezeiclmet die entstehende Funktion mit < 



.3* .00 



ein, und stellt fiC^' -{- f^e^' — <l> als Funktion ^{«i, e^, fi, f^, J, J^i) dar, 
so lauten die Differeutialgleicliuagen für e^, e^, f^, /j: 

dt ih de dt df ^1 M . 01 . _ 3^ . _ ^ 
Die Grleicliung T = L geht m ^ = i über und wird dnrch Einsetzung 
TOn ^ — , -x — für /j f^ zu emci partiellen Differentialgleichung, welcher das 
Integral T genügt, wenn man dieselbe aU Funktion der Werte von e^, e^, 
an seiner obeien Uienza ansieht, die Weite dieser Größen für die untere 
Grenze, e-^, t," dagegen als konstant betrachtet. 

Sobald von die&ei piitieUen Diffei entialgleichung eine Lösung gefunden 
ist, welche eine willkürliche Konstante, außer der bloß additiv hinzu- 
tretenden, enthalt, können unmittelbar sämtUche Integralgleichungen der 
Bewegung des Körpers hingeschrieben werden. Bezeichnet man mit Y die 
Differenz aus einer solchen Lösung und dem Werte, den die Lösung für 
das System e^ = e^", e^ = e^ annimmt, und mit M jene, noch in dieser 
Differenz vorkommende Konstante, so sind 

(") dL ~ '' dM ~ ^ 

(ii& Gleichungen, welche % und e^ als Funktionen von ( definieren; eiue 
eingehendere Betrachtung des Änsdrueka von *F als Integral führt zu: 
SV 

^'' dJ' 

und endlich ist: ' 

Diese Gleicbimgen bestimmen nun zu jeder Zeit den Oi't des Körpers 
vollständig. Denn man erhält ein im Räume festes rechtwinkliges Ko- 
ordinatensystem i, l), J, indem man folgende Annahmen macht: die ä-Acbse 
soU mit der Achse des Impulses identisch sein, der Anfangspunkt mit dem 
Ausgangspunkte der Strecke e, die Richtung der j-Ächse mit der Aus- 
gaugsrichtung des Winkels ff^, und endlich soU vermöge der t)-Achse das 
Koordinatensystem der j, g, ä dem im Körper festen Systeme der x, y, s 
kongruent sein. Die so definierten Achsen %_, tj, j kann man aber in jedem 
Augenblicke vom Körper aus mit Hilfe der letzten Gleichungen, nämlich 
durch die Werte von e^, e^, e^', e<^\ ö, ff^ wiederfinden. Durch die vier 
ersten Größen oder vielmehr durch m, v, w, p, C|, t findet man nach (5) 
die ä-Achse, dann durch ö den Anfangspunkt, durch ff^ die Richtung 
der j- Achse. 
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Für die Entfernung, die irgendein Punkt des Körpers von der Achse 
des Impulses hat, gewinnt man leicM, durch Berücksichtigung des Um- 
Btandes, daß die lebendige Kraft T eine wesentlich positive Form ist, eine 
obere Grenze von der Art: '-j- , multipliziert in eine von den Koeffizienten 
der Form T abhängige Konstante, so daß diese Entfernung immer endlich 
bleibt. — 

A. Olehsch*) hat bemerkt, daß für die von Kirchhoff auf gestellten 
Differentialgleichungen der Multiplikator eine Konstante wird, und er hat 
daraus den Schluß gezogen, daß eine vollständige Integration dieser Glei- 
chungen durch Quadraturen gelingt, sowie den drei Integralen mit den 
Konstanten J, J^, L irgendein, gleichfalls von t freies, viertes Integral 
hinzugefügt werden kann. Weit mehr, als die bloße Anwendung des 
Prinzips des letzten Multiplikators ergibt, leisten nach der hier vorge- 
nommenen Tranafoi-mation jener Gleichungen die Sätze von Jacobi über 
diejenigen Probleme der Mechanik, welche nur zwei au bestimmende 
Größen enthalten. Bringt mau das vierte Integral auf eine der Gleichung 
il! = L analoge Form : 

X(ei, Ca, /i, /;, J, Jj) == konst. = M, 
und ermittelt aus diesen zwei Gleichungen /'^ und f^ als Funktionen von 
e^ und ßg, so ist nach jenen Sätzen f^de^ -{- f^de^ ein vollständiges 
Differential und 

(10) 'V=f(fi'^e, + f,de,), 

woraus die Quadraturen für alle Integralgleichungen zu ersehen sind. 

Indem Clebsch den Ansatz machte, daß das vierte Integral eine 
ganze homogene Funktion ersten oder zweiten Grades der Geschwindig- 
keiten des Körpers sein sollte, ergaben sich ihm im ganzen zwei Fälle, 
in welchen ein derartiges viertes Integral existiert; in unserer Bezeichnung 
sind dieselben sehr einfach zu charakterisieren: 

Wenn die drei Flächen E = konsf-, F — honst, G = latnst. Moiations- 
fiächen ttm eine gemeinsame Achse sind, so ist die Drehnngsgeschwindigkeit 
lim diese Achse konstant. Von der Art, wie die Bewegung alsdann von- 
statten geht, hat neuerdings Herr Halphen**) ein sehr anschauUchea Bild 
auf Grund von Eigenschaften elliptischer Funktionen entworfen. Koramt 
der Umstand hinzu, daß die Form F identisch verschwindet, so sind 
Rotationskörper — nach Gestalt und Massenverteilung — denkbar, die in 

*) Mathematische Anmalen, Bd. 3, S. 238—262. 

**) Journal de LiouviHe, 1888. 4" se'rie, T. IV, pp. 1-81. — Aucli in dorn Traite 
dea fonctiona elliptiquea et de teure applicationa, T. II. 
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ihren Bewegungen ohne Einfluß voa Kräften Toilatändig mit dem ge- 
gebenen Körper übereinstimmen em Fall, für welchen bpieits E.irchhoff 
die Möglichkeit einer Integiitioii duich Quadraturen ge/eigt hatte. 

Wenn f^n&r F identisch Ntdl tst und du ämeli zicei Flächen 
E == Iconst. imd G = honsi. he^iimmte Flarhenächa) eine Kugel aufueist, d. h. 
eine lineare Relation 

(11) 2E(x, y, a) + l^Ä^' + B/+ C»') - ».(x> + !/' + 2") 

besteht, so ergibt sich als ein viertes Integral: 

l{BCu'' + CÄv' + ABw^) + A^p" + &g^ + C^r^ ^ konst. = 2 J!f. 
Ist G = konat. die betreffende Kugel, also l = oa, Ä=-B=C=^,so 
scheint dieses Integral nur in die Gleichung (3) überzugehen, weshalb 
auch Glebseh diesen FaU besonders untersucht hat; indessen erweist sich 
die lineare Verbindung IM— mL — (-^{A + £ + C)lm — mA J^ aus 
den drei Gleichungen für M, L und J^ auch hier als ein neues Integral, 
nachdem mau aus derselben zuerst mit Hilfe von (11) Ä,B, eliminiert 
und dann für -^ den gemeinsamen Wert dieser Größen und l = oo gesetzt 
hat; von der Möghehkeit, daß sowohl 6r = konst. wie jE = konst. Kugeln 
sind, sehen wir dabei ab, dann würde übrigens jede Bewegung eine 
stationäi'e sein. In diesem zweiten Falle, der durch Quadraturen zu er- 
ledigen wäre, stieß Clebsch auf Schwierigkeiten bei dem Versuche, die 
Bewegung als explizite Funktion der Zeit darzustellen. Dieses Ziel hat dann 
Herr H. Weber*) durch Benutzung von Thetareihen mit zwei Argumenten 
für den FaU vollständig erreicht, wo die Konstante J^ Null, der Impuls 
der Bewegung also eine einzelne impulsive Kraft ist. Hier wird durch 
die Gleichungen (9) und (10) für jeden Fall dasjenige Umkehi-problem in 
einfachster Weise bezeichnet, dessen Lösung den Kernpunkt bei der eigent- 
lichen Berechnung der Bewegung bildet. 

*) Mathematisote Annalen, Bd. 14, 8. 173—206. 
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1. Eapillarität uud Kollation. 

An den Grenzen einer Flüssigkeit gegen die sie umgebenden Medien 
äußert aich eine besondere Form der Energie, welche namentlich Gestalt 
und Lage der freien Grenzflächen beeinflußt, wie z. B. die Hohe des An- 
steigens der Flüssigkeit in einer Kapillar röhre, und welche von diesem 
speziellen Phänomene her allgemein den Namen Kapiüarität erhalten hat. 
Diese Energie ist sieiitlich verknüpft mit dem, sei es nun diskontinuier- 
lichen, sei es schnellen kontinuierlichen Wechsel des Zustandes über eine 
Trennungsfläche hinüber. Theoretisch wird sie entweder unmittelbar an- 
gesetzt mit einem Term, welcher dem Flächeninhalt der Trennungsfläcke 
proportional ist, und wobei der Proportionalitätsfaktor eine Spannung in 
der Oherßäche angibt. Oder aber sie wird erklärt als die potentielle Energie 
Ton besonderen Anziehungekräften, welche zwischen allen Massenteilchen 
untereinander, jedoch mit wahrnehmbarem Betrage nur auf äußerst kleine 
Distanzen wirksam sind. Alsdann ist ein überwiegender Anteil dieser 
Energie dem Volumen der Flüssigkeit proportional, wobei der Proportio- 
nalitätsfaktorj negativ genommen, einen Druck im Baume angibt, den man 
die Kohäsion der Flüssigkeit nennt. 

Es soH hier die erstere Auffassung der Kapillarität vorangestellt werden, 
welche dieser Energieform die Trennungsflächen als ausschließlichen Sitz 
zuweist. Diese Auffassung erseheint hernach als ein mathematisch ein- 
facher Grenzfall der anderen tieferen Auffassung, welche die ganzen Massen 
äh Spielraum von Kohäsionskräften annimmt. 

I. Kapillarität als riächenenergie. 
3. 01)«rfläclieüenei'gie und deren Variation. 

Eine Trennungsfläche zwischen einer Flüssigkeit A und einem zweiten 
Medium li ist verknüpft mit einer potentiellen Energie TabFab, wobei 
Fab <len Flächeninhalt der Fläche und Tab eine von den beiderseits an- 
grenzenden Medien abhängende Konstante ist. Dabei sind A und JB 
homogen gedacht und sollen Änderungen von Temperatur und Dichte zu- 
näclmt nicht in Betracht kommen. Tab hat die Dimensionen — j- und 
heißt Oberflächmspannung von A gegen B. Unter der Oberflächenspannung 
schlechthin versteht man für eine Flüssigkeit diejenige gegen ihren ge- 
sättigten Dampf, wovon die einer IVennungsflache gegen Luft*) vielfach 

*) Von einer OberfläoBeEspannung gegen eine gasförmige Pliaae kann, streng 
genommen, nur bei Plüasigkeiten die Rede sein, welche mit der gasförmigen Phase 
in chemiEchem Gtleicli gewicht koexistieren. 



y Google 



keine Verschiedenheit zeigt. Für Wasser gegen Luft ist 

2- = 74 -^^ = 075 .s^_?^''^'=^^ 

für Quecksilber gegen Luft T = 0,55 gr Gewicht/cm, für Quecksilber gegen 
Wasser T = 0,42 gr Gewicht/cm. 

Die Folgerungen aus dem Bestehen des Tenns T^bFab in der Energie 
ließen sich am kurzeateu darlegen auf Grund der Bemerkung, daß genau 
derselbe Ausdruck der Energie Platz greifen würde für eine unendlich 
dünne elastische Haut, welche die Trennungsfläche bedeckt, wenn in ihr 
überall eine konstante Spannung = Tab heiTscht, d. h. jede in ihr an- 
gebrachte Schnittlinie an beiden Ufern einen Ton dem anderen fort ge- 
richteten Zug Tab auf die Längeneinheit erfährt. Diesen Vergleich von 
vornherein einzuführen, hieße aber, die Schwierigkeit, welche für die Theorie 
der Kapillarität in der Notwendigkeit der Annahme von Druckdiskonti- 
nuitäten transversal zu einer Trennungsfläche liegt, nicht beseitigen, sondern 
nur sie einem anderen Kapitel der Mechanik zuschieben. Um hinsichtlich 
der Voraussetzungen der ITieorie Klarheit zu gewinnen, ist es deshalb 
notwendig, im wesentlichen den Gang von Gauß einzuhalten und den 
Einfluß des Terms TF der Energie auf Grund eines aUgemeinon Prinzips 
der Mechanik zu verfolgen, wie des Prinzips, daß Gleichgewicht durch 
ein Minimum der potentiellen Energie oder, bei Berücksichtigung auch 
thermodynamischer Umstände, durch ein Minimum der Energie bei kon- 
stanter Entropie charakterisiert wird. 

Hiernach muß vor allem die virtuelle Veränderlichkeit von TF be- 
trachtet werden. Gauß hat, indem er bei diesem Anlasse überhaupt die 
Prinzipien für die Variation von Doppelint«gralen mit veränderlichen 
Grenzen aehuf, eine fundamentale Transformation für die Variation von TF 
entwickelt. Man kann sich allerdings, worauf auch Gauß beiläufig hin- 
weist, das Resultat dieser Transformation durch infinitesimale Betrachtungen 
leicht plausibel machen, indem man eine beliebige unendlich kleine Ver- 
rückung einer Fläche in eine erste Yerrückung, wobei jeder Punkt normal 
zur Fläche fortschreitet, und eine zweite Verrückung, wobei jeder Punkt 
tangential zur Fläche fortschreitet, zerlegt. Doch erscheint es angemessen, 
hier auch das eigentliche analytische Prinzip jener Umwandlimg, welches 
in einer gewissen partiellen Integration besteht, anzugeben. In Anbetracht 
des Umstandes jedoch, daß die Variationsrechnung, namentlich in Hinsicht 
auf Probleme mit Nebenbedicgungen, wie sie hier schließlich vorliegen 
werden, noch keine allgemein anerkannte Darstellung besitzt, auf die sonst 
einfach zu verweisen wäre, mag es zur Durchsichtigkeit beitragen, wenn 
wir nur auf bekanntere Hilfsmittel der Integralrechnung rekurrieren. 

Die Trennungsfläche F^b, die wir uns berandet denken woUen, durch- 
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laufe bei einer virtuellen Bewegung, während welcher der Parameter w 

von w = an wächst, eine Schar von Flächen F(w). Wir konstruieren 

auf jeder Fläche die zwei zueinander orthogonalen Seharen yon Krüm- 

mungslinien und soiiaon zwei Flächenscharen Mg=konst., Mj = konst., 

welche aus den F(it ) geiade diese Erümmungslinien heraussehneiden. Wir 

stellen uns dei Einfachheit halber die j^ 

Flächen F(w) samthch als auseinander- [; -" 

liegend und derait toi, daß in dem von 

ihnen erfüllten (Tehiete jedem Puutte 

sich hiernach Werte %, *%, u eindeutig 

zuordnen. Die Richtungen von eurem 

Punkte Mj, U.2; tv aus, in denen nur h^ 

nur %, nur w und zwai' zunehmend 

variiert, sollen in Argumenten tiigouo 

metrischer Funktionen kurz durch Mj, 

«3, w angedeutet werden, und n bedeute 

die nach B hin gericJttete Normale auf 

'S(w)\ die Mj, %, «-Richtung sollen stets ein ReehtssehrB 

die Koordinatenachsen x, y, s bilden (Fig. 1). 

Die Berandung von F(w) wird durch eine Gleichung «3= z(%i ^) 
dargestellt sein, und da wir irgendeine Funktion von u^ und iV als einen 
neuen Parameter an Stelle von u^ einführen können, so dürfen wir diese 
Gleichung als w nicht enthaltend: i^= x(%) annehmen. Das Quadrat des 
Linien Clements in dem von den F(w) erfttllten Grebiete wird sich 
(1) ds^'^dx^+dy^-l-dz^ 

= Ly\du^ - l^dwy-\- L^\dUt-l^äwy-\-]^diD^ 
schreiben lassen, wobei Lj > 0, X^ > und — - — r = X > s 
mit dem Vorzeichen von cos (wn) gerechnet werde. Nun ist 



4 



iubensystem wie 



, also -iV 



-3—= / / [L,^-^ 4- Lg^^\du,du^, 



l sich über das Innere von Ms=x(Wi) erstreckt. 
Der Ausdruck hier gestattet auf Grund der charakteristischen Eigen- 
schaft der Krümmungskurven, daß die Normalen längs ihnen eine ab- 
wickelbare Fläche bilden, eiae wichtige Umformung durch Produktinte- 
gration*). Zu einem Punkte P(m,, Mg, w) liegt auf der benachbarten 

*) Die Kunäctst folgende infinitesimale Betrachtung dient nur dazu, dieae Eigea- 
Bchaft der Krümmungalinien sclmell in eine Formel imiEttsetEen, 
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Fläche F(u' -f- <^w) in der kleinstmögliclien Diatanz Ndw = dn, also auf 
der Kormalen von F(w) der PunM Q{u^^-^l^dw, % -(- ijtiw, «o + rfw?). 
Entsprechend liege normal liher Pi(«i + du^^, u^, w) auf F(w + dw) der 
Punkt Qj^; es sei M^ der Krümmirngsmittelpunkti der Krümmungslinie 
FP,^ auf F(m'), also der Treffpunkt der Geraden PQ und Pj^i, iE^ der 
Krümmungsradius M^F und zwar positiT, falls M^P die Richtung jj nach 
B hin hat, audereufaUe negativ. Man hat PP^ = i^^M^. Aus der Ähnlich- 
keit der Dreiecke M^FP^, -M^^ft und im Hinbhck auf (1) folgt 
PQ _ QQ.~FP, än_ 1 idL, . , j. d\-,\ 

-w;p^ — FW, — ' B^^LiKd^^ '^ '^. }' 

d, i. nach Fortlassung des Faktors dw 

Eine entsprechende Relation gilt für den zweiten Hauptkrümmungsradius 
R^ m P und durch Addition beider entsteht 

^ [ir, + R-J ^^ ^^ ^ ^^ jw ^^'"hw^ ' du—- -^ -Tu7 " ■ 

Macht man hiervon in (2) Gehrauch und führt partielle Integrationen 
nach ?*, und u^ aus, so ergibt sich 

darin bedeutet allgemein df das Flächenelement, ds das Randlinienelement 
von F(w) in positivem Umlauf um die Normale n. Bezeichnet man mit j 
die Richtung, die normal auf ds ins Innere der Fläche F(w) hineinführt 
{s. Fig. 1), so ist 

-^1 S- = ''"^ («^•'')' -^^ ^ = - ■'«^ («!■?■)' 
— i(?i = Lco^iu^w), — JJ2?g = icoa(M2w); 
schreibt man noch L cos (wj)dw = dj, so entsteht daher aus der letzten 
Gleichung die folgende Darstellung der ersten Ableitung der Kapillar- 
energie TF nach dem Variationsparameter tir. 

die insbesondere für «7 = anzuwenden sein wird. Darin bedeuten dann 
die dn = Ndw für die Punkte der Trennungsfläche die zur Fläche normalen 
aud die dj = LcoB(wj)dw für die Punkte ihres Randes die in die Fläche 
fallenden, zum Rande normalen Komponenten der einem Zuwachs dw ent- 
sprechenden VeiTÜckungen; hierauf fußend kann man sieh die Trans- 
formation (3) , wie schon oben angedeutet, unmittelbar geometrisch plau- 
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sibel inacliea.*) yK'W "^ If) ^**^' ^^^ ^^^ Vorzeichen von Ji^ und B^ 
oben festgelegt sind, die mittlere Krmnmmig der Stelle df nach S hin 
heißen. 

Da in (3) die Parameter der KrümmungskurFen wieder eliminiert sind, 
so ist diese DareteUuog nicht an die aufänglich betreffs der Koordinaten 
M,, «5, w gemachte Beschränknng gebunden. 

Die Volumina Ton A nnd B seien Va, Vs, ihre Dichten q^, p/f. Wir 
merken noch an, daß bei den fraglichen virtuellen Verrüekungen die Vo- 
lumina ! 



df 



^ ' da J dw"'' dw J dw 

Tftriieren, feruer die potentielle Enei^ie bezüglich der Schwei'kraft für 
beide Medien zusammen die Ableitung nach w: 

(P) OiQA-QBjj^^df 

erfährt; dabei ist die .s-Ächse vertikal nach oben gedacht. 

3. Differentialgrlcichung für eine frei« Obei'fläche. 

Die Trenmmgsfläche von A gegen B sei frei beweglich (B eine Flüssig- 
keit wie A oder ein Gas), und neben der Kapillarität komme nur noch 
die Schwere in Betracht. Stabiles Gleichgewicht des Systems wird durch 
ein Minimum der potentiellen Energie gegenüber allen virtuellen Ver- 
rüekungen charakterisiert. Nun liegt aber eine Nebenbedingung in der 
Konstanz des Gesamtvolumens von A (oder von £, vgl. (4)) vor. Um 
dieser Nebenbedingung Rechnung zu tragen, ziehen wir die Regeln der 
Differentialrechnung für eia sogenanntes relatives Estremum heran. 

Wir denken uns wieder die Treunungafläche F^^ als das Element 
M? = einer beliebigen von einem Parameter w abhängenden Schar von 
Flächen 2 = Jl!(x, y, w), welche alle den Rand gemein haben mögen. Der 
Nebenbedingung würde allerdings, während w sieh verändert, nicht mehr 
genügt werden. Denken wir uns aber noch eine beliebige zweite solche 
Schar von Flächen z = %li*{x,y,w*), welche wieder für w*=0 von der 
gegebenen Fläche ausgeht, und erweitem wir diese zwei einpai-ametrigen 
Scharen irgendwie zu einer Plächenschar mit zwei Parametern .s=)/f(a;,!/,w,w*), 
welche für «f * = in die erste, für «f = in die aweite einpararaetrige 
Schar übergeht »^o wiid die GioBe deb Volumrns T^ bei den Flächen dieser 

*) Wir haben im übrigen dip ge'ljr<i.u<,hliclieii Zeichen SF, 3w usw. der ersten 
Variationen vermieden um evident au ina,GliPii, daß es eich schlieölich nur nmDiffe- 
rentialquütienten im ^ew hnlichen ^mni! hlnitlt 
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allgemeiiiereii Seliar eine Funktion Va{w, «■*) der zwei Parameter sein, und 
innerhalb der aweiparametrigen Schar gibt uns diejenige einparametrige 
Seliar, welche durch die Bedingung F'j(m', w*) = ^"^(0, 0) ausgeschieden 
wird, jetzt eine tatsächliche virtuelle Bewegung der Trenmmgsfiäche. Da- 
nach haben wir die Bedingung zu formulieren, daß unter allen Flächen 
der zwei parametr igen Schar, für welche Va{w,w*)=Va{0,0) ist, die 
Fläche w =- 0, w* ==■ das Minimum der potentiellen Energie 

E = TabFab+ g^Af^dv + gQsf^dv 

liefert; (die Bezeichnung hier ist so zu Yerstehen, daß dv in dem ersten 
Integral die Volumen elemente von A., in dem zweiten diejenigen von S 
durchläuft). Für dieses Estremura mit einer Nebenbedingung liefert nun 
die Differeutiali-eehnung in bekannter Weise die zwei G-leiehungen 

n + '-^-j^-"' H + '-'-S-» (»-o,».«-o) 

mit einer geeigneten Konstante },ab- Die zweite Gleichung dient uns jetzt 
nur dazu, um zu erkennen, daß der Wert von Iab in keiner Weise von 
der beliebig angenommenen ersten Schar z = ijj(x, y, w) abhängt, also für 
die Trennungsfläche ¥ab an sich eine bestimmte Bedeutung hat; und bei 
ausdrücklicher llinzunahme dieser Tatsache vertritt die erste Gleichung 
bereits das System der beiden. Danach muß (vgl. (3), (4), (ö)) mit einer 
geeigneten Konstante P,ajs> die sich schließlich aus dem Werte von Va be- 
stimmen wird, die Bedingung 

gelten. Dabei unterliegt vermöge der willkürlichen Wahl der Schar F(w) 
die Funktion A' = -;— auf der Flache ¥ab einzig der Beschränkung, daß 
sie durchweg stetig ist und am E,ande gleich Kuli genommen wird. Für N 
in diesem Umfange kann das vorstehende Integral nur dann beständig 
gleich Null ausfallen, wenn der Faktor von N an jeder Stelle innerhalb 
F^B verschwindet, d.h. die Gestalt der freien Oberfläche muß der Diffe- 
rentialgleichung 

(6) Ta,(-^^ + ^) +i7(p^- 9,)0 -t A^^=0 

genügen.*) 

Es kann F^^ auch aus mehreren getrennten Stücken bestehen imd 
^AB hat für die verschiedenen Stücke denselben Wert. 

*) Laplaoe, Supplement au livre X de la Mccaniquo Celeste, no. 4. 
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Ein Minimum von 7? ist hier jedenfalls nur möglich, wenn IUb^O 
ist, da sonst durch ein Hin- und Herfalten der Trennungsfläche an ihrem 
Orte sieh E heliebig verringern ließe. 

Es möge p^=Hpj, sein. Setzen wir 

so wird durch ^ = 3^^ eine bestimmte horizontale Ebene angewiesen, 
welche Niveauebeiie heißen soll. Verlegen wir ^ — nach der Kiveau- 
ebene, so folgt die Gfleichung (6) in der Gestalt 

Danach ist an jeder Stelle der Tiennungsflache aus der mittleren Krümmung 

nach B hin sofort auf die Lage der Niveanebene zu schließen Ibt p^ > p^ 

so liegen- die Stellen der Trewnungsflaün, uo djet,e mMete Kmmmanq positiv 

ist, d. h. die Fläche nach B hin Itonvex gg 

konvex oder konvex-konkav mit gioßerem ^H 

Betrage der ersteren Hauptkrummung ist, ^^_ , ^£31 

unterhalb der Niveattebene und zwii um so ^—~ 

tiefer darunter, je stärker jene mittleie ~ ' -_ 

Krümmuag ist; Stellen, wo diese Kiummung ^ — ^_ — - —^ — -_ — 

nach B hin negativ ist, liegen öbeihätb dei ~- ~ — — — 

NiveoMebene, Stellen, wo sie Null ist, not- 
wendig genau in Höhe dieser Ebene (Fig 2) Inshesondeie kann die 
Trennungsfläche asymptotisch eben nur m Hohe diesei Ebene sich ge 
stalten, wodurch ihre Bezeiohnnng ak Niveanebene begründet ist 

4:. BiiDilwinkel. 

Zur voRatändigen Festlegung von Fj» sind außer der Differential- 
gleichung (6) weitere Bedingungen für den Rand der Fläche dort, wo Ä 
und B an dritte Medien C grenzen, erforderlich. 

Grcüzen drei Flüssigkeiten Ä, B, C mit drei Trennungsfiächen F^ n, 
F^u, Fsü, in denen die Oberflächeaspannvingen Tab, Tag, Tbc herrschen, 
längs einer Kurve zusammen (Fig. 3), so B 

würde zwar mit jedem virtuellen Bewegungs- _ ___ _/^ J^^^ ^^ 
zustand der Randkurve ateta auch der ent- ^^^^^^P^^^^^to^^^^^ 

gegengesetzte Bewegungszu stand für sie vir- ^:^-^^^ -^ tL ^ — — z=: 

tuell sein; immerhin wollen wir (weil hernach ~^^ — - - 

auch ein FaU von nicht in diesem Sinne ^' 

umkehrbaren Verrückungen in Betracht kommt), zunächst nur von dem 
ten Gleichgewichtszustand an (nicht durch ihn hindiirch) 
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Tüiiiereii, nod wir denken uns eine von einem Parameter w(^0) ab- 
hängende Schar von Lagen dieser EaEdkurve, mit den nämlichen End- 
punkten, falls nicht die Kui-ve geschlossen ist, und von gewissen damit 
verbundenen Lagen der drei Trennungsfl'ächen; dabei sollen diese stets 
gemeinsam an der Randkurve ansetzen, ihre sonstigen Randteile aber fest 
behalten und zugleich in ihren inneren Partien solche Deformationen er- 
fahren, daß die ganzen Volumina von Ä, B, C unverändert bleiben. Um 
zum Ausdruck zu bringen, daß die Gesamtenergie E im Gleichgewichtszu- 
stand für IV = am kleinsten ist, haben wir dann in Anbetracht der erst 
einseitigen Variation bloß die Ungleichung 

zu fordern. Da aber für die Trennungsflächen gemäß (6) bereits solche 
Gleichungen feststehen, daß die hierin als Flächenintegrale auftretenden 
Terme für sich Null sind, so zieht sich diese Ungleichung gemäß (3) zu 

— fL(TAD cos {W Ja 2,) + Tao cos {iVJ^c) + TjsüCOS{lVJBc))ds>0 

zusammen, wobei das Integral über die gegebene Lage der Randkni-ve zu 
erstrecken ist und an jedem Elemente ds unter w die Richtung, unter 
Ldw die Größe der dem Zuwachs dw entsprechenden Verrückung des 
Randpunktes, unter Jab, JacJbc die auf ds ins Innere der Flächen hin 
errichteten Normalen zu verstehen sind. Da die Funktion L hier heliebig 
gewählt werden kann, nur daß sie stetig und stets ^ ist und an den 
Endpunkten der Eandkurve verschwindet, so folgt hieraus 
(7) - T^bCos (wJAn) - TacCos (wJAo) - T^c cos (wjsc) ^ 

längs der ganzen Randkurve, und zwar noch für beliebige Riehtungen w. 
Nun können wir aber mit jeder Richtung iv die entgegengesetzte kombi- 
nieren, und ist daher das Zeichen ^ hier durch = zu ersetzen. Hiernach 
müssen sich drei Vektoren von den Langen Tab, T^c, T^a und den zu 
Jab, Jac, jsc parallelen Richtungen zu einem geschlossenen Dreiecke an- 
einanderfügen*). Der Winkel (JabJao) = (Oa z.B. ist dann der von den 
zwei ersten Seiten in diesem Dreieck gebildete Außenwinkel und hat 
hieraach längs der ganzen Randkurve einen konstanten ans den drei 
Spannungen folgenden Wert. Dieser Winkel coa heißt der JRandimnliel von 
A gegen S und C. 

Ein erstes Erfordernis für das angenommene Gleichgewicht ist nun, 
daß aus den drei Längen Tab, Tac, Tbg überhaupt ein Dreieck zu bilden 
ist, d. h. daß von jenen drei Spannungen keine größer als die Summe der 

[1 r. Ifeumaiiii aufgestellt und zuerst in der Disaer- 
mond (Beiün 1859) veröffentlicht worden. 
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beiden anderen ist. Ist jedocli etwa Tab^ Tao + ^bo, so wird vielmehr G 
sich zwischen A und B ausziehen, eventuell zu einer dünnen Schicht mit 
zwei einander derart nahe liegenden Trennungsflächen gegen A und B, 
daß dadurch Umstände resultieren, die erst auf Grund der Annahme einer 
räumlichen Verteilung der Kapillarenergie genauer zu verfolgen sein werden. 

Die Relation Tas'> ^ag + ^sc für drei Medien dient als hinreichende 
Erklärang der mannigfachsten Kapillarphänomene*). 

Nach den Beobachtungen von Marangoui**) ist in allen Fäilen für 
zwei Flüssigkeiten die gegenseit^e Oberflächen Spannung kleiner als die 
Differenz ihrer Oberflächenspannungen gegen Luft***), hierbei also niemals 
jenes Dreieck von Spannungen realisierbar. Der Fall von Wifl- 

Quecksilber tind Wasser, den Marangoui als eine Ausnahme 
ansah, fügt eich dieser allgemeinen Regelf). Wenn Was'iei 
auf Quecksilber in einem Tropfen steht, so haften der Queck 
Silber ober fläche fremde Bestandteile an, die ihi;e Spannung 
herabsetzen ff). -'^f©^ 

Stellt C einen festen Körper vor, so kann die Trefflinie 
von A, S, C nur auf der Oberfläche dieses frei verschoben 
werden, und erhalten wir die Relation (7) in dem entsprechen »is * 

den beschränkteren Umfange, nämlich, wenn C keine Diskon 
tinuität der Tangentialebene an der Randkurve hat (Fig. 4), einmal so, 
daß tv mit j^c, das andere Mal so, daß w mit Jbo zusammenfällt, und wir 
erschließen damit 



cos m^ = 



(8) 

WO ß)^ wieder den Kandwinkel(^'^fljxc)'on J. gegen BundCbezeichnetfff), 



*) Eine bis zur Gegenwart reichende Überaicht der BeobacttuiigBrnetlioden und 
-ergebniase ani Kapillarität bringt der Artikel Ton F. Pockele im Handbuch der 
Physik, herausg, von Ä. Winokelmann, Bd. 1 (Breslau 1907). 

**) M a 1' a n g o n i , Süll' espansione delle goccie di liquido gaileggiante sulla 
superflcie di altro liquido, Pavia 1865; Ann. Phjs. Chem. 143 (1871), S. 3i8. Dieselbe 
Tatsaolie fanden van der Mensbruggiie, Möm. oour. de l'Acad. de Belg. 34 (1869); 
ferner Lüdtge, Ann. PbjB. Chem. 137 (1869), S. 362. 
***) Siehe die Anm. auf S. S97. 
i") Quincke, Ann. Phjs. Chem. 130 (1870), S. 86. Lord Kajleigh, So. papera 
3, p. 56S. 

tt) Das Ausbreiten eines Tropfens einer PluEsigkeit a.uf einer anderen Flüssigkeit 
geschieht jedesmal in chaiakteristischen Formen, die mit den Substanzen sehr mannig- 
faltig variieren, den Tomlinsonschen Kohäsionsfiguren; vgl. darüber 0. Lebniann, 
Molekularphysik 1 (Leipzig 1888), 8. 260; Paul du Bois-Beymond, Ann. Phys. 
Chem. 189 (1870), S. 262. 

ttt) Quincke (Ann. Phys. Chem. 137 (1869), S, 43) fand, daß längs einer auf Glas 
keilförmig aufgetragenen dünnen Silberschjcht WasBer oder Quecksilber einen kon- 

20' 
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Diese Relation würde unmöglich sein, wenn der Quotient rechts dem 
Betrage nach > 1 (oder < — 1) ausfällt. Im Falle Tbc > Tag + Tab (es 
brauchten hier T^c, Tgc nicht ^ zu sein) kommt dann Gleichgewicht 
dadurch zustande, daß sich die Flüssigkeit Ä am festen Körper C in 
einer selbst mikroskopisch nicht meßbaren dünnen Schicht entlang zieht, 
C ienetzt, wodurch an der zu bemerkenden Eandlinie B beiderseits aa A 
grenzt und daher eben nach dieser Formel (8), worin nun Ä statt G und 
2Lij=0 zu nehmen ist, sich der Randwinkel von A gleich Null her- 
ausstellt. 

Hat die Wand des festen Körpers C an der Randkurve gerade eine 
Sehneide, (ein Fall, wie er sich bei der Adhäsion einer Flüssigkeit an 
einem festen Körper leicht darbietet (Fig. 5)), so kommen zweierlei nicht 
entgegengesetzte Verschiebui^en der Rand- 
kurve auf C in Betracht. Das Ergebnis ist 
dasselbe, als wenn man sich die Sehneide 
als Grenze abgerundeter Formen denkt; man 
kommt zur Ungleichung (7) einmal so, daß 
dann it durch Jac, aber jsc durch die zu 
Jao entgegengesetzte Richtung, das andoie Mal so, daß darin w durch 
Jbc, aber Jao durch die au }Br eutaPgen gesetzte Richtung vertreten wird; 
man erbält demnach 

-r^fiLOfcf;, )iB)-T ■^Tbo>0, 

- Tab ^'^s(jbvJab) + T^c - Tbc>0, 
d, h. 
(9) (,ÜgJab)>o}a, (JabJbc)^^ -coa, 

wo oja den durch (8) bestimmten Winkel ^ und ^ tt, bedeutet. Aus 
beiden Relationen zusammen folgt 

(JACJBG)>^. 

Danach kann im Zustande des Gleichgewichts die Grenzlinie der freien 
Oberfläche niemals längs eines endlichen Stücks auf einer konkaven Schneide 
des festen Körpers liegen*). 

Die Bedingungen für das Zusammentreifen von vier Flüssigkeiten in 
einem Punkte sind nunmehr ohne weiteres ersichtlich. Die Möglichkeit 
der Bildung einer neuen Trenn ungsflä che an einer Linie, längs der mehr 
als drei Flüssigkeiten zusammentreffen, erörterte Gibbs**). 

stauten fiaadwinkel erst dort ei'gibt, wo die Dicke der Silberlara eile mindestena 
50 X 10-' om betrügt. 

*) Gauß, Principia generalis theoriae ligurae fluidorum, ai't. 30. 
**) Gibbs, Bquilibrium of heterogeneous substances, p. 463. 
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5. Kapillardruck. Oberfläclieiispaniiuiig. 

Wollen wir den Begriff des Driicka in einer Flüssigkeit auch bei 
Erscheinungen der Kapillarität verwenden, so ■wird die Vorstellung not- 
wendig, daß dieser Druck an einer Trennungsfläche zweier Flüssigkeiten 
im allgemeioen sich diskontinuierlich ändert. Die Diskontinuitäten sind 
mit den Schwerpunkts- und Flächensätzen der Mechanik in Übereinstimmung 
zu bringen. Will man die Diskontinuitäten weiter begründen, ohne jedoch 
Hypothesen über Molekularkräfte einzuführen, so kann man von dem An- 
sätze ausgehen, daß in einer Flüssigkeit an jeder Stelle eine räumliche 
Energiedichte besteht, welche von der Masaendichte daselbst und auch noch 
von den örtlichen Differential quo tienten der Massendichte abhängt. Man 
hat sodann einen Grenzübergang in der Weise zu vollziehen, daß die 
Ditferentialquotienten der Massendichte im allgemeinen gleich NuU gesetzt 
werden und nur an gewissen Flächen derart unendlich werden, daß dort 
die Massendichte einen konstanten Sprung erfährt. Der Begriff des Druckes 
entsteht dabei als der negativ genommene Differentialquotient der Energie 
einer Masse nach ihrem Volumen (Gl. (4-2) in Nr. 18). 

Der Kürze wegen begnügen wir uns hier mit folgenden mehr axio- 
matisehen Festsetzungen: Innerhalb einer einzelnen Flüssigkeit Ä variiert 
der Druck stetig mit der Dichte, ist aber nur bis auf eine additive Kon- 
stante zu bestimmen; bei gewisser Verfügung über diese Konstante wollen 
wir von ihm als kinetischem Dnic/.; Fj, sprechen. Nun seien zwei verschiedene, 
der Schwere unterworfene Flüssigkeiten A und B durcli eine horizontale 
Ebene s = getrennt nnd eine jede derart beschaffen, daß in ihr Dichte 
rmd Temperatur überall nur von der Vertikalhöhe abhängen. Alsdann 
erleidet der kinetische Druck beim Übergang von A nach J5 eine Diskon- 
tinuität, die wir als Kohäsionsspnmg bezeichnen wollen. Die bezügliche 
Abnahme des kinetischen Drucks von A nach S können wir in die Form 
Ka— J^b setzen, so daß Kji mir von A, Kg nur von B abhängt. 

Die Differenz P^ — K^ = pA soll dann der hydrodynamische Druck in 
A heißen; dieser Druck würde nun cm horigontalen Trennungsflächen 
kdnerlei Dislcontinuität erfahren. In einer ruhenden Flüssigkeit A, in 
welcher die Dichte nahezu als konstant anzusehen ist, variiert der Druck 
Pa derart, daß er abhängig von der Vertikalhöhe s allgemein den Ausdruck 
Pf,~ Q^gs hat, wo p^ eine Konstante ist. 

Nun mögen zwei ruhende Flüssigkeiten A und B von verschiedener 
Dichte eine beliebige, der Differentialgleichung (6) entsprechende Trennungs- 
fläehe F^flhaben; wir bestimmen die Niveauebene dazu, wählen sie als Ebene 
e = und denken uns andererseits in einem sehr weiten Gefäße ebenfalls 
A und B und beide durch eine horizontale Ebene und zwar genau in 
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Höhe jener Niveauebene getrennt, und verbiiiden endlich die A beiderseits 
und die B beiderseits je durch eine kommunizierende Röhre (Fig. 6), so 
wird das Gleichgewicht nach der Gleiehaug 
(6 a) bestehen bleiben. Ist nun p^ der in jener 
horizontalen Treunungsüäche in Ä und S 
„leiche hydrostatische Druck, so ist dieser Druck 
^ -f~ ^ I t in J. in einer Höhe ä gleich P^^Pq-— Qj^ff^ 

=^ I ! 'ind in^ in einer Hohe a gleich ^^=j?u — Q^g^- 

^= - r I 4.a eine:- beliebigen Stelle der Trennungs fläche 

iAB findet daher gemäß (6a) eine Druck- 
diskontinuität 

(W) i>.-?.--ä'(p^-c.)»-I'..(i; + ^) 

statt. Diese Differenz heißt der Kapillardivclc an der Stelle in A. 

Stellt B den gesättigten Dampf der Flüssigkeit A Tor, so ist Pf, der 
Sättigungsdruck über einer ebenen Flu ssigkeita ob er fläche, und würde da- 
gegen p^ den Druck des im Gleichgewicht mit der Flüssigkeit befindlichen 
Dampfes über einer solchen Stelle der Flüssigkeit, welche nach dem Dampfe 

bin die mittlere Krümmung y (■«- + 'Wj ^ßigt. angeben; danach über- 
wiegt der letztere Sättigungsdruck ^^ um 

den Druck Po*). Es folgt daraus z. B. ein vermehrtes Verdampfungs- 
bestreben kleinster Wassertröpfchen in der Luft, weil mit dem Gleich- 
gewiohtedruck des Dampfes über einer ebenen Wasseroberfläche noch nicht 
der Gleichgewichts druck über den Oberflächen der Tröpfchen erreicht ist. 

Ist in dieser Weise einmal die Druckdiskontinuität des KapiUardrucks 
eingeführt, so würde das Bestehen der Trennungsflächenenergie nach dem 
Ausdrucke (3) ihrer Ableitung vollständig mit der weiteren Annahme zu 
erschöpfen sein, daß außerdem an jedem Randelement der Trennungsfläche 
in ihr, normal gegen den Rand nach innen gerichtet, eine konstante Zug- 
spannung = Tab, aiif die Längeneinheit der Randlinie berechnet, herrscht. 

Indem nun die Formel (3) sich auch auf jeden beliebigen Ausschnitt 
aus der Trennungs fläche anwenden läßt, würden die KapUlardrucke längs 

*) W.Thomson, Edinburgh Proc. Koy. Soo. 7 (1870), p. 63. —In einer Kapillar^ 
röhre vom Radius O.OOOlÜ em, in welcher Waeaer 1300 om steigt, würde der Gleich- 
gewlohtfidruck des Wasserdampfes um etwa '/utnj kleiner als der Wert dafür über der 
Niveaueliene sein. Mit den durch die Relation (10) gegebenen Umständen hängt 
auch, der Siedeverzug luftfreier Fliiasigkeiten , ferner die Schwierigkeit der Bildung 
der ersten Bläschen bei der Elektrolyse z 
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der Fläche und dieae ZugspanmmgöE an ihrem Rande für die virtuelle 
Arbeit gleichbedeutend mit der Annahme sein, daß überall innerhalh der 
Trennungsfiädie eine konstante Spannung = T^b herrscht. Aber sprechen 
wir in solcher Allgemeinheit von einer Spannung innerhalb der ganzen 
Fläche, so heißt dieses im Grunde nichts anderes als: Es besteht für die 
Trennungsfläohe eine potentielle Energie = TasFas, wovon wir eben 
ausgegangen sind. 

Auf diese Analogie einer Plüssigkeita ob er fläche mit einer elastischen 
Haut grtlndete Thomas Young*) eine vollständige Theorie der Kapillar- 
phänomene, die allerdings durch Vermeidung mathematischer Symbole an 
Durchsichtigkeit einbüßte. Den Begriff der Oberflächenspannung einer 
Flüssigkeit hat Segner**) eingeführt. 

6. Foi-meu freier Oberfläclien. Tropfen. 

Die Differentialgleichnng einer freien Oberfläche kommt in Versuchen 
namentlich unter zweierlei speziellen Umständen in Betracht; nämlich es 
handelt sieh meist entweder um Rotationsflächen um eine vertikale Achse 
oder aber um Zylinderflächen mit horizontalen Erzeugenden, wobei letztere 
Flächen auch noch als eine Approximation der erateren bei großem Quer- 
schnitt dienen. 

Im Falle einer Soiationsfläche um die s-Achse sei für die Meridian- 
kurve r der Abstand von der Achse, rp der Neigungswinkel der Tangente 
gegen die horizontale »--Achse (Fig. 7), also tg y — dsjdr, so ist die 

Krümmung der Kurve tt = ^ — und die rezini 

Normale — p- = ^^^, die Gleichung (6) geht also in 
(11) 2-„,'y^''J _ J_„ + s(f^ ~ pj. 

Zumeist handelt es sieh um eine solche partiku- 
läre Lösang dieser Gleichung, welche die Achse trifft 
und sie dann notwendig senkrecht durchsetzt, damit 
die Fläche sieh an der Stehe regulär verhalt. Diese 
Lösung hängt nur noch von einer Konstante ab, da 




*) Th. Toang, Eaaay on tlie cüheaion of fluida, Phil. Trans. Roy. Soc. London 
1806. — Für die Wiirdigung der Leistung von Young vgl. Lord Rayleigh, Phil. 
Mag. SO (1890), p. 285, 456 = Scientific papers 3, p, 397, 

**) Segner, Ooraraeat, soc. reg. Gotting. 1 (1751), p. 301. — Plateau (Statiqne 
des liquides, chap. V) gibt eine hie 1869 geführte historische ÜberBicht über die 
Arbeiten zur Theorie der Oberflächenspannung. Mannigfache Belege zu dieser Theorie 
hat namentlich Van der Mensbrugghe beigebracht. 
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rJzjdr = für r =- gefordert wird. Verlegt man den Koordinatenanfang 
in jenen Treffpunkt mit der Kurve, so bedeutet ^TabJ^ab den Krümmungs- 
radius daselbst und bei Wahl dieser Größe als Längeneinheit hängt die Form 
der Kurre nur noch von dn&m Parameter ab, der die Relation zwischen 
dem Torgeachri ebenen Werte des ßandwinkela von A. am Ende der 
Meridiankurve und dem Volumen von A vermitteln muß, 

Laplace*) und in der Folge Lord Kelviu**) haben die Meridian- 
kurve der kapillaren Rotationsfläche aus kleinen Kreisbögen mit stetig 
sich aneinanderreihenden Tangenten unter Berechnung der Krümmung am 
Anfange jedes Bogens gemäß der Gleichung (11) angenähert aufgebaut. 
C. V. Boys***) hat diese Methode besonders handlich gemacht, indem er 
die Kreisbögen durch eine feste Marke an einem (durchsichtig hergestellten) 
Lineal beschreibt, auf dem das Drehnngszentnim sukzessive verändert wird, 
TFodurch die Stetigkeit in den Tangenten der sukzessiven Kreisbögen ge- 
sichert wird. Zudem sind die Teilstriche des Lineals durch ihre reziproken 
Entfernungen von der festen Marke bezeichnet, an der selbst dann oo steht. 
Bashforthf) lieferte ausgedehntes Tabellenmaterial zu jener partikulären 
Lösung von (11). C. Eungeff) nahm die Gleichung als Beispiel bei 
Darlegung einer numerischen Intogrationsmethode für die Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung. Eine im Bereiche ^ Q^ < Ji/2 konvergente 
Entwicklung von n nach Potenzen von )■ für die Lösung von (11) be- 
handelten K. Lasswitz "f^f), Th. LohnBtein*f). Allerhand Annäherungs- 
formeln, bzw. des Krümmungsradius für r -= 0, des Maximalwertes von r naw. 
findet man bei PoiBson**t); '^^- Neumanii***t), A. König^f-]-), 
H. Siedentopf**tt). 

Die Formen eines Quecksilbei-tropfens auf einer horizontalen Unter- 
lage, einer gegen eine Horizontal ebene stoßenden Luftblase, eines an einer 
Horizontalebene hängenden Wassertropfens sind Rotations flächen, bestimmt 

*) Laplace, Conaaissance des Temps, 1812. 

**) W.Thomson, Capillarj attractioD, Proc, Roy. Inst. 11 (1886), aufgea. in 
Populär lectuces and addresses 1, London 18S9. Der Aufsatz enthält verächiedene 
Diagramme zw Ulustrierung des VerfahrenB. — J. C. Schaikwijk, Leiden Commnnic. 
No. 67 (1901). 

***) C. V. Boys, Phil. Mag. (6) 36 (189.'i), p„ 76. 
t) Bashforth and Adams, An attempt to teat the theories of capillary action, 
Camhridge 1883. 

tt) C. Runge, Math. Ann, i6 (1895), 8, 167, 
ttt) K. Lasswitj, Iiiaug,-Disfi, Breslau 1873. 
4) Th. Lohnateln, Inaug.-Dias. Berlin 1991. 
**t) PoisBon, Nouv. thöor. de l'act. capül, Paris 18SI. 
***t) Fi- Nenmanu, Vorl. über Capül. 1894, 
*tt) A. König, Ann. Phys, Chem, 16 (1882), S, 10, 
"tt) H, Siedentopf, Ann. Phya. Chem. 61 (1397), S. 235. 
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duruh die Differentialglraclmiig (11), durch die Fordertirg, die Achse zu 
treuen, durch den E-and Winkel am Endpunkt der Meridiankurve und durch 
das vorliegende Volumen 

Hangt die Losung dei Gleichung (6) von y nicht ab, ist sie also eine 
ZyhnderfiacfiP mit lioiizontolen Ei!:PuqemUn pwraliel der y~ Achse, so wird 
die Gleichung ihres vertikalen Queischnitts mit der a:.£-Ehene, wenn y den 
Winkel dei Tangente gegen die -r Achse, ds das Bogenelement bedeutet: 

Es ist das die Gleichung der Gleich gewichtsforiEj die ein elastischer gleich- 
förmiger unendlich dünner und ohne äußere Kräfte geradiiniger Stab an- 
nimmt, wenn an den Enden zwei in die Richtung der positiven und 
negativen 3:-Aehse fallende entgegengesetzt gleiche Kräfte und dazu die 
geeigneten Kräftepaare angreifen*}. Die Differentiation von (12) nach s 
ergibt 

und ist danach, p^ > q^ angenommen, die Abhängigkeit des Winkels Ji 
von s dieselbe wie des Ausschlags eines gewöhnlichen mathem 

T 

Pendels mit der Länge von der Zeit. Wird ^ = nach der 

Niveauebene gelegt, also Ajb-=0 angenommen, so erhält man aus (12) 
durch Multiplikation mit igipdx= dz und Integration, entsprechend dem 
Integral der lebendigen Kraft in der Pendelbewegiing: 

(13) T^eic — Gosfp) ^^(e^— 4>s)y 

Darin ist die Integrationskonstante c = 1, wenn die Fläche sich asymptotisch 
an die Niveanebene heranzieht, und c > 1, wenn sie sonst eine horizontale 
Tangente hat; andererseits ist, M^enn die Fläche einen Wendepunkt f-j- = ! 
besitzt, notwendig c < 1. 

Die Form eines an einer Horizontalebene hängenden zylindrischen 
Tropfens, wie er durch Austreten einer Flüssigkeit aus einem langen Spalt 
entstehen könnte, hat Fr, Noumaun**) behandelt, um über die Stabi- 
lität der Form zu entscheiden, haben wir das Jacobische Kriterium für 
ein Extremum in einem Variationsproblem heranzuholen. Benetzt A die 
Ebene und wird der Einfachheit halber 2jf^^:ß(p_^— p^) als Flächen- 
einheit eingeführt, so kommt hier das Variationaproblem darauf hinaus, 



') Vgl. z.B. A. E.H. Lovej A treatise on the mathematical theorj of elaBÜcity 
2 (Cambridge 1893), Aits. 227—229. [(2"^ edition 11)06, Art. 9G2. Dcnteche Ausgabe, 
bes. V. A. Tirape (Leipzig 1907) gg 262, 263)], 

**J Pr. Neumaun, Vorl. über CapÜl., S. 117. 
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in einem Intervalle — ^''0 = ^ = ^01 äessm, Länge 2x^ ebenfalls noch ge- 
sucht wird, eine an den Enden yersehwindende stetige Funktion e(x) derart 
zu bestimmen, daß ^ 

zu einem Minimum wird, während j sdx^^ J gegeben ist. In einer ge- 
wissen Tiefe— «^ unter der Horizontalebeue zeigt das tellerförmige Profil 
des Tropfens durcli einen Wendepunkt die Niveauebene an und verläuft 
sodann gemäß (13) bis zum tiefsten Punkte als spiegelbildliche Fortsetznng 
am Wendepunkt, so daß s^ die ganze Tiefe des Tropfens wird, Ist 29 
die Neigung der Wendetangente gegen die Horizontale und x = smO, so 
findet man auf Grund von (13): 

wo K und 7? die vollständigen elliptischen Integrale erster und zweiter 
Gattung vom Modul « sind. Der Ausdruck J= x^^Sf, hat ein Maximum 
ungefähr bei d = 35" 32' mit J = 2,606. Nur wenn das Volumen des 
Tropfens auf die Längeneinheit des Spalte, J, unterhalb dieser Größe liegt, 
gibt es überhaupt Tropfenformen, welche den Gleichungen des Problems 
entsprechen, und zwar dann eine breitere und weniger tiefe Form, wobei 
Ö<35"32' ist, und eine schmälere tiefer herunterhängende, für welche 
diese stärkste Neigung gegen die Horizontale > 35" 32' ist. Nur die 
erstere Form ist stabil. 

Daß für rotationsförmige hängende Tropfen die Verhältnisse analog 
liegen dürften, geht aus einem Experiment von Lord Kelvin*) hervor, 
wonach eine um einen horizontalen MetaUring gespannte dünne Kautschuk- 
haut, die durch Hinaufgießen von Wasser in eine tropfenähnliche Form 
gedehnt wird, in einem gewissen Stadium der Füllung mckweiao eine 
Lage instabilen Gleichgewichts passiert. 

Nach dem Abreißen eines Tropfens zieht sich der ausgezogene zurück- 
schnellende Hals in einen oder mehrere kleinere Tropfen zusammen. Der 
Vorgang wird der Beobachtung zugänglicher, wenn die Tropfenbildung in 
einer nur wenig leichteren Flüssigkeit erfolgt, ist jedoch einer mathe- 
matischen Behandlung noch nicht unterzogen**). 

•) W. Thomson, Populär Isctures aad aädresses 1, London 1889, p. 38. — 
Daraaa sind die Tropfenformen in Fig. 8 oben entnommen. 

•*) G. Hagen, Ann. Phjs. Chem. 67 (1845), S. 1, 152; 77 (1849), S. 449. — C. V. 
Boys, Seifenblasen. Vorl. über Capill. Deutsohe Übera. von G. Meyer, Leipzig 1S93, 
S. 3S, 65. — Die Beziehungen zwischen dem Durolimesser einer Eötre nnd dem 
Gewicht daraus abfallender Tropfen behandeln Lord Eajleigh, Phil. Mag. 48 (1899), 
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7. Steighöhen. 
Die in eiiie]n Gfefaße G senkrecht unterhalb der Trennungsfläehe Pxb, 
von der Kiveauebene g =■ Sab an gerechnet, stehende Masse von A über- 
wiegt die dadm-ch verdrängte Masse von B um 



(14) 



g{&A~QB)J(^-^AB)<ios(n^)df^-TABj[-^^ + ^)cos(«a)c?/ 



wo letzteres Integral gich über den ßand von F^^ erstreckt. Die erste 
Umformung folgt aus (6), die zweite durch Anwendimg der Formel (3) 
auf eine Parallel Verschiebung der Fläche in der ^t-Bichtung, wobei ihr 
Flächeuinhalt sieh nicht ändert. Steht die (Jefaßwand am ßande von F^g 
überall vertikal, so ist hier (Jas^) "^ '^ — (■^a, unter w^ den Randwinkel 
von Ä verstanden, und wird daher der letzte Äusdi^uek in (14) = Tab cos o ^ U, 
wo U den Umfang der Kaudknrve bedeutet, insbesondere demnach positiv, 
NuU oder negativ, je nachdem der Winkel to^ spitz, ein rechter oder 
stumpf ist. 

Stellt C eine vertikale Kapillarröhre mit kreisförmigem Querschnitte 
vom Radius M vor, so tritt in der Röhre ein Aufsteigen oder eine De- 
pression von Flüssigkeit ein (wir denken uns hier p^ > ß^ und B ober- 
halb A gelegen), je nachdem der Randwinkel von Ä spitz oder stumpf 
ist, im speziellen also ein Ansteigen, wenn A die Röhre benetzt. Die 
miUlere Steighöhe äher der Querschnittsfläche der Röhre ist nach (14) 



"* 9{9a— ?b)^ 3(p^ — 0fl)-B' 

also umgekehrt proportional dem Eadim dm- Röhre*) . Der Meniskus läßt 
sich in erster ÄnEä,herung als eine Kugelfläche ansehen. Approximiert 
man ihn genauer als ein Rotationsellipsoid um die Röhrenachse**), welches 
mit ihm im Randwinkel, in dem Krümmungsradius auf der Achse und im 

p. 321 (Sc. papera 4, p. 415), Th. LoliiiBtein, Ann. Phys. Ckem. 20 (1908), S. 237, 
S. 606. — A.M, Worthington and R. S. Cole Impict with a üijuid. surface London 
PMl. Trans. 189 (1897), p. 187. 

''■) Die Proportionalität der Steig'liÖlie in emei. KapiUarrohre mit dem Rezipioten 
des DurchmeBsers scheint zuerst von Borelli (De motionibuB naturalibu? d gr^vitate 
pendentibuB, Regg-io 167Ü) ausgeführt zu sein der Satz wirl icn minLhPn Autoion 
Jurin (PMl. Traaa. 30 (1718)) zngesehrieben. 
**) Mathieu, CapillarLte, Paria 1883, p. 49, 
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Gewicht übereinstimmt, eo folgt i 
benetzt, als Steigliöhe auf der Achse 



B-, wenn A die Röhre 



3 !>■„, 
Werden in einer Kapi Harr Öhre mehrere die Wand nicht benetzende 
Flüssigkeiten Ä, B, B^ . . . übereinander geschichtet, so ist das gesarate 
angehobene Gewicht das nämliche, als wenn sich über A nur B befände. 
Ein Einwand, den Yonng aus Beobachtungen gegen diese Schlußfolgerung 
und damit überhaupt gegen die Theorie von Laplace erheben zu müssen 
glaubte, wurde durch Poisson*) entkräftet. 

Zwischen zwei parallelen vertikalen Platten ist zufolge (14) die mittlere 
Steighöhe halb so groß als in einer KapiUarröhie von einem Durchmesser 
gleich dem Abstand der Platten. Stehen die zwei vertikalen Platten mit 
geringer Keilöffnung gegeneinander, so steigt die Flüssigkeit an ihnen zu 








1 Hypeil el empji (Fig 1) In einer konischen Röhre 
kann unter Umstanden em Tiopfeu ira Tri eich gewicht sem bei spitzem 
Randwinkel, wenn lie Kahie sieh nach oben veijungt tFig. 10), oder bei 
stumpfem Randwinkel, wenn sie sich nach unten verjungt (Fig. 11), 



8. Kapillarauftrieb. Adhäsion. 

Der Körper C sei nur mit den Flüssigkeiten A und B in Berührung. 
Um den von G zur Erhaltimg des Gleichgewichts gegen A und B zu leistenden 
Gegendruck in der Komponente — P^ nach einer beliebigen Richtung w 
zu ermitteln, lassen wir C in dieser Richtung parallel mit sich verschieb- 
bar sein. Wir nehmen sodann eine von einem Parameter «c abhängende 
Schar von Verrückungen des Systems vor, wobei C in jener Richtung 
um die Längen w fortschreitet, die Partien F^^, Fsci also auch ihre 
gemeinsame Randlinie unverändert mitgehen, alle Grenzflächen in denen 
A und B an andere Medien als C anstoßen, festbleiben, endlich F^b noch 
sich derart deformiert, daß die Volumina Fj und Vn ungeändert bleiben. 



•) Po: 



on, Nouv. tli(5or. de l'act. capilL, p. 141 
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Wir können alsdann für die gesamte iaa Spiel kommende Energie E, 
ein achlie Blich des Terms icP„ für den Gegendruck ~ P^, die Relation 
-T— =■ ansetzen. Nun sind die Flächeninhalte von F^u, Fsc unver- 
ändert, längs Fab besteht die DifPerentialgleichung (6), zur Vereinfachung 
legen wir ^^ -= in die Niveauebene von A, B, haben also A^j7 = 0. Im 
Hinblick auf (3) und (5) erhalten wir daher: 



(15) 



~fi(^A - Pc)^ ö*^^ iion)df -J'giQB ~ Q^)3 C03 {wn) df 
— Tab I cos{wJAB)äs =- 0, 



wo sich das erste Integral auf Fac, das zweite auf F^c, das dritte auf 
ihren gemeinsamen Rand bezieht und n die äußere Normale von C bezeichnet. 
Der auf G ausgeübte vertikale Auftrieb berechnet sich hieraus, indem 
wir für w die ^-Richtung nehmen. Hat die Trennungsfläche F^^ keine 
Begrenzung außer ihrer Randlinie auf C, d. h. verläuft sie im übrigen 
asymptotisch an die Niveauebene, so zeigt die bei (14) vorgenommene 
Transformation, daß der letzte Terra in (15) alsdann =■ g{^j^~ Q^Vas 
wird, unter Vab das unterhalb F^^ bis zur Niveauebene reichende Volumen 
verstanden (soweit Fab unterhalb der Niveauebene verläuft, ist das da- 
zwischenliegende Volumen in Vau negativ einzurechnen). Von diesem 
Volumen entfalle der Anteil V auf das Medium Ä (Fig. 12). Andererseits 
werde C durch Fortführung der Niveauebene in einen unteren Teil vom 
Volumen Fj5"*' und einen oberen Teil vom Volumen F^"! zerlegt, so werden 
der zweite und dritte Term in (16) bzw. 

und folgt demoach 

(16) p. _ s(„^ - j„) ru> + „Cs,,- ?„) FW - s(s, - f.) y- 

Die ersten zwei Terme bilden den hydro- 
statischen Auftrieb, falls die Trennimgsfl he n 
die Niveauebene fiele, der dritte Te m de 
htpülare Außrieh (bzw. negative Abtr e t 

entgegengesetzt gleich dem infolge dei Kap Ua 
rität über die Niveauehene gehobenen II s g 
keitsgewicht. Hiernach kann bei stumpfe Ran 
Winkel o^ unter Umständen ein Kö pe 
einer Flü.ssigkeit von geringerem sp z li h 
Gewicht schwimmen. 

Wird eine kreisförmige Scheibe anf e e 



r"^ 




ete lo 



le Ob 



fläche von A in B gelegt (Fig. 5) un 1 m t ho zontal b e ende 
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die stets ganz mit A in Berüiirung sei, kontinuierlich senkrecht gehoben, 
80 entspricht die am Rande der Scheibe ansetzende freie Rotationsfläche 
wieder der Gleichung (11); die Meridiankurve verläuft asymptotisch an 
die Niveauebene, während der Randwinkel tp von Ä gegen die horizontale 
Basis der Seheibe kontinuierlich abnehmend zufolge der ersten Unglei- 
chung (9) nur bis zu dem durch (8) bestimmten Werte gja heruntergehen 
kann, wobei dann die Flüssigkeit abreißt. Bei großem Flächeninhalt S 
der Scheibe ergibt sich die maximale Höhe s^ des Anhebens ajigenähert 
aus (13) für c == 1, ip ^ tOji und zwar als unabhängig von 8 und folgt 
das dabei über die Niveauebene gehobene maximale Flüssigkeitsgewieht 
+ dem Gewicht der Scheibe aus (16), indem dort F^-*' = — g(,S substituiert 
und V= Vau aus (14) mittels {Jab^) =^ g- + ^a berechnet wird. 

Bti der Adhauion zweier sehr nahe befindlicher gleicher horizontaler 
Platten, sie mögen etwa wieder kreisförmig jvom Flächeninhalte S sein, 
veimoge einer zwisrhei ihnen befindlichen diinnen und sie henetsmden 
Mussigkeit^s h cht A. vom Volumen Va ist für die angenähert durch (12) 
bestimmte Mciidiankurve die Höhe z, die wir von der oberen Flache der 
S hiebt lecbnen und damit auch d<p/ds wenig veränderlich und daher die 
Kuive ingenaheit ein Halbkreis vom Durchmesser Va/S (Fig. 13). Nach 
(12) befindet '«ich dann die Niveauebeue in einer Höhe g = — z^, die um- 
gekehrt proportional d esem Werte ist. Aus (15) entsteht wieder genau 
die Iii-lation (Ib) wolei V^'' = — SZf,, F= einzusetzen ist, und folgt 
daraus 1er auf die beie Platte mitsamt ihrem Gewicht ausgeübte Zug 
nach unten ml zw ii als proportional mit S^JYa- Bei kleinem Va kann 
dabei eine äußerst große Kraft zur Trennung der Platten nötig sein. 



Sind dagegen die Bandwinliel an den Platten stwmpf, so liegt die 
Niveauebene Über der Schicht, es richtet sieh die Größe der von Ä be- 
deckten Fläche der Platten nach dem Werte Ton Va, und es ist ein 
entsprechender Druck auf die Platten nötig, um ihre Distanz zu ver- 
ringern (Fig. 14). 

Steht C eine auf beiden Seiten gleich beschafi'ene vertikale, der ys- 
Ebene parallele Platte von einer sehr großen Breite L vor, die in A und B 
eintaucht, wobei aber der Stand der Trennungsßächen F^s beiderseits au 
G verschieden hoch sein kann (Fig. 15), so berechnet sich aus (15) die 
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Summe der zwei Drucke P~ unii P+ in Kiclitung der a;-Ächae, welche 
die Platte links und rechts, auf der Seite der. kleineren bzw. der größeren x 
erfährt; die zwei Raudintegrale beben sich auf, die Fläehenintegrale 
bleiben nur für den einerseits von A, andererseits von B bedeckten Teil 
der Platte übrig. Steht A links bis zur Höhe 3~, rechts bis zur Höhe s"*" 
an der Platte, so resultiert als Gfesamtdruck 

wenn für die Form der Fläche F^b nach (13) links die Integi-atione- 
konstaiit« c~, rechts c""" in Betracht kommt. 

Tauchen jetzt zwei Platten C~ und (7+ von gleither Bieite L parallel 
zur ys-Ehene und sehr nahe zueinander ein und kommt für dt,n Meniskus 
in der a^^-Ebene zwischen ihnen die Integrationskonstante c m Betracht, 
während jenseits von ihnen die Flächen Fab asymptotisch an die Niveau- 
ebene verlaufen mögen, also hier die betreffende Konstante den Wert 1 
hat, so werden die Platten mit einer Kraft Tab(c— l^L gegeneinander 
getrieben. Bildet nun A an heiden Platten spitze oder an beiden Platten 
stumpfe Winkel, so zeigt der Meniskus in der a^s-Ebene zwischen den 
Platten notwendig eine SteRe mit horizontaler Tangente und ist daher nach 
(13) :c > 1, es findet also eine scheinbare Anziehung der Platten statt und 
zwar, da c — 1 nach (13) dem Quadrat der Steighöhe an jener Stelle 
proportional ist, angenähert umgekehrt proportional dem Quadrat des 
Äbstandes der Platten. Bildet A an einer Platte spitze, an der anderen 
stumpfe Winkel, so entspricht einer gewissen Distanz der Platten ein 
labiles Gleichgewicht, das bei Annäherung der Platten (dm-ch stärkere 
Krümmung des Meniskus) zu einer Anziehimg, bei Entfernung zu einer 
Abstoßung führt*). 

y. Ausschaltung der Schwerkraft. 

Die Wirkung der Schwere auf die Gestalt der Trennungsfläche von 
A gegen B erscheint nach (6) ausgeschaltet, wenn q^ = p^ ist, die beiden 
Flüssigkeiten also gleiche Dichte haben. Dieser Umstand, an den schon 
Segner**) gedacht hat, wurde von Plateau***) vielfältig benutzt, um 
reine Kapillarwirkungen zu studieren. 

*) Laplaoe, Suppl. ä la theor. de l'act, capill. (De rattraction et de la x6- 
pulaion apparente des petita corpa qui nagent ä la surface des fluidea). — Poisaon, 
Noiiv. thöor. de l'aet. capill., ohap. VT. — Allgemeinere Theoieme über ABzielmiig 
and Abstoßung achwimniBiider Körper entwictolt W. Voigt, Kompendium der theor. 
Phys. 1, Leipzig 1895, S. 2311. 
**) Siehe Anm. S. 311. 

•••) Plateau, Kim. de TAcad, de Balgique, 1843 bis 1868; Statique esperimentale 
et thöoriqne des liquides (Gand 1873), 
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Ein ÖltropfeD, in eine gleich schwere Mischung von Wasser und 
Alkohol gebracht, nimmt nach (6) im Gleichgewicht die Figur einer Fläche 
konstanter mittlerer Krümmung an. Sehwebt der Tropfen vollkommen 
frei, so zeigt er daher notwendig Kugelgestalt, denn die Kugel ist die 
-—.^ einzige geschlossene singularitätenfreie Fläche von 

konstanter mittlerer Krümmung*). Ist die Ober- 
fiäehe des Tropfens nicht allseitig geschlossen, 
sondern lehnt sie sich teilweise an eingetanchte 
^_____^_ Rotationskörper an, so mag sie sich ak eine 
liotationsfläehe nm die bezügliche Achse bilden. 
Sind nun auf einer beliebigen Normale der 
Meridiankufve dieser Fläche nacheinander (Fig. 16) 
P der Punkt der Kurve, M das Krümmungszen- 
trnm, N der Treffpunkt mit der Achse, also 
FM, PN die zwei Hauptkrümmungsradien der Rotationsfläche und ist 
endlich Q derart gelegen, daß FNQM vier harmonische Punkte sind, also 

PM^ PN PQ 
ist, so muß nach (6) oder (11) die Lange FQ konstant auafaRen; das 
Spiegelbild Q* von Q an der Achse liefert daher eine konstante Summe 
FN + NQ*= FQ, während PiVund JV^* entgegengesetzt gleiche Neigung 
gegen die Achse zeigen. Lassen wir nun P die Meridiankurve besehreiben 
und konstruieren fortwährend in der dargelegten Weise N, Q, Q*, so wird, 
weil PQ konstant ist, Q eine Parallelliurve zur Meridiankurve beschreiben, 
daher die Bewegung von Q stets normal zu NF und also die spiegel- 
bildlich dazu an der Achse verlaufende Bewegung von Q* stets normal 
auf NQ* sein. Daraus ist ersichtlich, daß die Meridiankurve unserer 
Rotationsfläche durch den Brennpunkt P eines bestimmten Kegelschnittes 
erzeugt wird, den man ohne Q-leiten auf der Rotationsachse abrollen läßt, 
dessen anderer Brennpunkt Q* und dessen doppelte große Achse FQ ist**). 
Wird der Tropfen durch zwei mit den Zentren vertikal überehiander 
ide horizontale Scheiben oder Ringe gestützt, so können durch Ab- 
; der Distanz dieser Stützen sowie der zwischen ihnen befindlichen 
Ölmasse die verschiedenen Formen dieser Rotationsflächen konstanter 
mittlerer Krümmung erzielt werden, das Unduloid in den Grenzen Kugel — 
Zylinder — Katenoid, das Nodoid in den Grenzen Katenoid — Kugel, welche 
bzw. einer roUenden Ellipse oder Hyperbel und den Grenzflächen Strecke, 

*) Vgl. Liebmann, Math. Ann. 53, S, 81. 
**) Ch, DelauBay, J. de math. (1) ö (1841), p. 308, — Die Literatur über die 
Flächen mittlerer Krümnrang bis 1869 bespriclit ausführlich Plateau (Statiijue des 
liquides 1, p. 131). 
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Kreis, Parabel entapreehen (Fig. 17). Dabei werden außerhalb an den 
Ringen sich jedesmal noch Kugelkalotten von der nämlichen mittleren 
Krümmung wie der dazwischen befindliche Tropfen ansetzen. Das Kateaoid 

ist hier eine stabile öleichgewiühtsfigur, nämlich 

wirklich eine Fläehu von kleinstem Pläeheninhalt bei ^^. -^ ^^_^ 

gegebener Größe des zwischen den zwei Basiski-eie- ~~ "" 

flächen gehaltenen "Volumens, nur so lange die Tan- 
genten in den zwei Endpunkten der aie erzeugenden 
Meridiankurven ihren Schnittpunkt vor der Rotations- 
achse finden*), und die Zylinderfläche ist in dem- 
selben Sinne stabil, nur so lange die Höhe des Zylin- 
ders nicht den Umfang des Querschnitts erreicht**). 
Wird der freischwebende und eine Kugelgestalt 
bildende öltropfen mit Hilfe einer in das Ol einge- 
tauchten Scheibe in gleichfÖJ'mige Rotation um eine Noaoia 
Achse — etwa die 0- Achse — gesetzt, so entsprechen ^^ 
wachsenden Werten der Winkelgeschwindigkeit ra der 

Rotation verschiedene Gestalten des Tropfens; er erscheint zuerst ellipsoi- 
disch, vertieft sich oben und nuten, endlich löst sieh am Äquator ein Ring 
ab, der an der Rotation teilnimmt***). Denkt man sich, was freilich dem Ver- 
suche nur unzureichend entspricht, es rotiere nur der Tropfen Ä, nicht die 
umgebende Flüssigkeit B, und behandelt die Bewegung von mitrotierenden 
Koordinatenachsen aus unter Einführung des Potentials der Zentrifugalkräfte 
r^dv, so erhält man (mit Bezeichnungen wie in (11)) als Glei- 
chung für die Meridianktirve des rotierenden Tropfens; 

Hieraus bestimmt sich s als hy per elliptisches Integral in r vom Ge- 
schlecht 2 und kommt man je nach den Werten von to auf sphäroidisohe 
oder rii^örmige Flächenf). — Einen Vergleich der hier auftretenden 
Figuren mit den Gestalten gravitierender in stationärer Rotation befind- 
licher Flüssigkeitsmassen könnte man allenfalls zustande bringen, indem 

man von Fernkräffcen mit dem Ausdrucke —h (c ^ 0) als Potential 

für zwei Masseneinheiten in der Distanz r ausgeht, woraus einerseits 

*) L. LindelSf in Moigno-LindelSf, Calcul des variations, Paris 1861, 
p. 209, 231. — Poinoare, Capillarite, p. 66. 

*•) Plateau, Statique des liquides 2, chap. IX. — Poinearö, Oapillarite, p. 96. 
"•) Plateau, Möm. de TAcad. de Bruselles 16 (1843). 

t) Beer, Einl. in die matli. Theorie der Elastizität u. Kapillarität, Leipsig 1869. 
Minkowski, Geaammolte Ablmodlungeu. U. 21 
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Gravitation, aadererseite Oberfläehensparmuiig als die zwei Grenzfälle c = 
und c = oo folgen. 

10. FlüssigkeitsMut«. 

Unter Umständen kann eine Flüssigkeit Ä in einem Medium B längere 
Zeit hindurcli als eine dünne Haut mit zwei einander sehr nahen Trennungs- 
fläcben gegen S bestehen. Die Dauerhaftigkeit solcher Flüssigkeitshäute 
bernbt nach Plateau*) auf einer vornehmlich nach den Grenzschichten 
hin hervortretenden gallertartigen Beschaffenheit (OberfläehenviskositÜt). 
Diese wieder erklärt sich durch eine andere Verteilung der stofflichen 
Bestandteile in den Oberflächen schichten als im Inneren der Haut, wodurch 
jene Schichten eher die Eigen sohaften eines festen Körpers als einer 
Flüssigkeit haben**). In Häuten von sehr geringer Dicke wird dann ein 
Fließen des Inneren zwischen den Oberfläcbenscliichten außerordentlich 
durch die innere Reibung der Flüssigkeit verzögert***) und dadurch eine 
Variation des gegenseitigen Abstände s der zwei Trennungsflächen sehr 
ersehwert. Sind FJb, F^b die Flächeninhalte der zwei Seiten der Haut, 
so ist alsdann zum Gleichgewicht der Haut das Minimum der potentiellen 
Energie 

Tab(FJb + F^j<) +g(&^- Qs)ßdv + gQ^ßdv 

ganz allein in bezug auf solche virtuelle Verrückungen von Ä zu fordern, 
wobei die normalen Abstände der zwei Trennungsflächen un geändert 
bleiben; denn andere Verrückungen sind als unausführbar anzusehen. Diese 
Forderung kommt nun, wenn noch die Dicke der Haut als verschwindend 
zu betrachten ist, im Hinblick auf (3), (4), (5) einfach darauf hinaus, 
daß für die Haut 2T^jjFab oder also Fab> daruoter die ganze Ausdehnung 
der Haut verstanden, ein Minimum sein soll. Wird z. B. ein Rahmen, 
irgendwie aufgebaut aus festen Drähten, beweglichen Fäden, als Stütze 
dienenden festen Oberflächen, in eine Seifenlösung getaucht, so spannt sich 
hiemach innerhalb der vorgeschriebenen festen und veränderliehen Grenzen 
die Seifenlösung in der Form einer Minimalftäche (Artikel von Lilien thal, 
Enzyklopädie HE D 5, S. 307) aus, und man trifft hier einen der seltenen 
Fälle an, daß ein rein mathematisches Gebiet aus einer verhältnismäßig 
leichten Experimentierkunst die vielseitigste Anregung zu schöpfen ver- 
mocht hat. 

*) Plateau, Statiqne des liquides 3, chap. VII. 

•*) Marangoni, Huovo Cimento (2) 6,6 (1871/73); (3) 3 (1878). — Lord Raj- 
leigh, Eroc. Roy. Soc. 48 (1890), p. 127 (So. papers 3, p. 363). 

***) Vgl. die bezüglichen Rechnungen bei Gibbs, Bquilibrium of heterogen eons 
s'ibstanoEB, p. i75. 
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Als Difförentialglcichung für die Form der Haut erhält man 

während für ihieu Rand s weit ei n «.lit fest vugsschi clien ist, die Be- 
dingung resultiert auf iie dazu daigebjtenen FIa(,hen senkrecht aufzu- 
treffen. Dahei können sich infolge dei voigeschiiebenen Gienzbe dingungen 
Kreuzungsstellen dei Haut m ihiem Veilaufe al« notwendig erweisen; in 
stabilem GleiLbgewicht können abei niemils mehr als drei Laraellen längs 
einer Kurve und zwai dann immei nu nntei gleichen Flächen winkeln, 
also von 120", zusammentreflen nnd höchstens vier unl zwar mit gleichen 
Raum winkeln um eim-n Punkt hei um ansetzen*) ^o billet sich z. B. in 
dem Kantengerü t eines legulaiei letiaedei'? eine iseifenhaut, bestehend 
aus sechs ebenen Lamellen, den sechs Dreiecken vom Schwerpunkt des 
Tetraeders aus nach den einzelnen Kanten, dagegen entsteht innerhalb des 
Kantengerüsts eines Würfels jedesmal eine Fläche, die nicht alle Sym- 
metrien des Würfels übernimmt, sondern ein beliebiges Paar seiner Seiten- 
flächen begünstigt (Fig. 18)**). 

Es ist eine charakteristische Eigenschaft der Minimalflächen, daß ihre 
Abbildung durch pai-allele Normalen auf eine Kugelfläche eine konfoime 
mit Umlegung der Winkel ist. Soll nun die Begrenzung der Minimal- 
fläche ein gegebener geschlossener Streckenzng sein 
oder allgemeiner, soll sie stückweise in vorgeschrie- 
benen Geraden oder Ebenen verlaufen, so müssen die 
Geraden Asymptotcnkurven auf der Fläche werden und 
die Ebenen Krümmnngskurven aus ihr herausschneiden, 
jind jene aphäi'ische Abbildung wird ein Kreisbogenpoly- 
gon von bekanntem Umriß. Die analytische Bestimmung rig. is 
der fraglichen Mmimalfiäehe erfordert die konforme 
Abbildung dieses Polygons auf eine Halbebene, diese Abbildungs aufgäbe 
hängt von einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit rationalen 
Punktionen als Koeffizienten ab, und schließlich soll man eine endliche 
Anzahl von Parametern, die in diese Gleichung eingehen, den Längen und 
Winkeln des gegebenen Rahmens entsprechend eintichten, worin transzen- 
dente Relationen liegen, deren Theorie erst in Spezialfällen zu befriedi- 
gendem Abschluß gebracht werden konnte***). 

Plateauf) und in der Folge H. A. Schwarz***) haben eine Menge 
verschiedenartiger Minimalflächen (z. B, das Katenoid innerhalb zweier senk- 



\^ 



*} Lamarle, Mem. de l'Aoad. de Belg. 35, 36, — Pia 
ctap. V. *") Plateau, 1, c. p. 318, 

*■") Vgl. H. A. Seli-wara, Gesammelte matb, Abh, 
■]■) Siehe Anm. S. 319. 
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recht übereinander gehaltener Kreisringe, eioe Sehraub enfläehe innerhalb 
eines Gkszy linder s zwischen zwei Erzeugenden) durch Seifenlamellen 
realisiert und zugleich die Grenzen ihres extremalen Charakters sowie die 
Umlagerungeji bei eintretender Instabilität theoretisch wie experimentell 
festgestellt. — Innerhalb eines Drahtes, der in den sechs Kanten eines 
geraden, regelmäßigen, sechsseitigen Prismas und den sie abwechselnd in 
der einen und der anderen Grundfläche verbindenden Seiten •■ 
ist, bildet sich, falls die Prismenkanteu im Verhältnis zu i 
hinreichend lang sind, eine Lamelle aus, die auf der Mittellinie des Prismaa 
einer der zwei Grundflächen wesentlich näher liegt und die durch ein 
leichtes Schütteln in das Gegenbild in bezug auf die andere Grundfläche 
überspringt; diese auffallende Erscheinung soll aber ganz allein auf die stets 
vorhandenen geringen Unvolliiommenheiten der Modelle zu schieben sein. 
Für die Stabilität einer Flüssigkeitahaut in einem festen Rahmen ist 
die Bedingung die, daß keine unendlich nahe Minimalfläche durch irgend- 
ein auf der Fläche liegendes geschlossenes Kurvensystem möglich ist*). 
Für den Fall beweglicher Grenzen geben die allgemeinen Kriterien von 
Hubert**) bezüglich des Vorhandenseins eines Extremums Aufschluß 
über die Stabihtät. 

Indem man geeignet verfährt, kann man innerhalb eines festen Rahmens 
auch SeifenlameUen einspannen, in denen vollständig geschlossene Flächen 
(Blasen) auftreten. (Zum Beispiel kann man innerhalb des Kantengerüsts 
eines Würfels eine Seifenhaut hersteRen, welche aus einer innen schwebenden 
geschlossenen nach außen gekrümmten Fläche mit den 
j^_. *■ . ^ Symmetrien des Würfels und zwölf, deren Schneiden mit 

^- ^ 1 — f^ den entsprechenden Warfelkanten verbindenden trapez- 

artigen, ebenen Lamellen besteht (Fig. 19)***).) Dabei 
enthält jede geschlossene Blase M'^ ein ganz bestimmtes 
Luftquantum bei irgendeinem Volumen V-'^ und irgend- 
j-jg jj, einem Druck p^'', und ist demgemäß zur potentiellen 

Energie des gesamten Systems jedesmal noch der ent- 
sprechende Term — jit'iy"*'' hinzuzufügen. Dadurch folgt dann für eine 
Seitenfläche der Blase, auf welche auf der anderen Seite ein Druck p'-''^ 
herrscht, in Anbetracht der zwei Trennungsflächen der Lamellen anstatt 
(17) allgemeiner und im Einklang mit (10): 

*) H. A, Schwarz, Acta soc, scient. Feunioae 15 (1885), p. 315 (Ges. math. 
Abt, 1, S. 233), 

*«) Hubert, Gatt. Kacbr. 1905, S. 159, 
***) Plateau, L c, p, 361. 
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WO die Kr ünmnmgBr adieu positiv bei nach außen konvexer Krümmung 
zu reclineii sind ; zur FeeÜeguiig der p*-^ dienen der Wert des äußeren 
Druckes sowie die Beträge der einzelnen eingeacidossenen Luftquanta. Die 
ßandbedingungen beim Zusammentreffen dreier Flächen sind dieselben wie 
im früheren FaUe nicht geschlossener Lamellen. So lassen sich z. B. mit 
Hilfe zweier fester Ringe wieder alle Formen des TJaduloids und Nodoida, 
geschlossen durch angesetzte Kugelkalotten, erzielen. Eine einzelne freie 
Seifenblase hat notwendig Kugelgestalt und ist der Überdruck innen um- 
gekehrt proportional ihrem Radius und der Proportionalitätsfaktor das 
Vierfache der Oberflächenspannung. 



11, Stabilität einer Treiimingsfläche. 

Für das stabile Gleichgewicht einer Trenmmgsfläche Pjb, die bereits 
der früher erörterten Bedingung -^- = 0(i(; = 0) in jeder von einem 
Parameter iv abhängenden und durch sie hindurch führenden Schar von 
virtuellen Verrückungen entspricht, ist weiter der definit-positive Charakter 
der zweiten AUmtwig der potentieUen Energie nach dem Variationsparamdei- w, 
d. i. die Ungleichung; 



(18) 



i5>o 



für w = 



^Z- 



^■"'»(i; + s;)+«(?.-*'j|s)''/'' 



erforderlich. Nehmen wir an, der Rand von F^u sei festzuhalten, so dal 
das Kurvenintegral in (3) fortfällt, so folgt durch Differentiation nach i 
aus (3), (4), (5) im Hinblick auf (6): 
<PE 

Sj 



Hiervon sei eine spezielle Anwendung gemacht. Die Tren- 
nungsflUche falle in die Niveauebene 3 = 0. Die Flüssigkeit B 
befinde sich oberhalb A in einem nach unten offenen Gefäße, sei 
aber schwerer als Ä, also p^-^Pj (^%- ^'^)- Hier ist für die ■ 
Flächen 

\'^ bJ— dx' dy' ' 

(wobei durch das Zeichen = und den Zusatz (modw^) bzw. (mod w) eine 
Gleichheit bis auf Glieder von der Ordnung w^ bzw. tv angedeutet werden 
soll), und kommt die Bedingung (18) auf 



z = Ntv (modw^), 



- ^— i (mod tv), 



(19) 



/'l~^"(0+P-!'fe-^J^W'->'' 



y Google 



326 Zur Physik, 

hinaus, während die Konstanz des Volumens V^ die Gleichung 

(20) fNdf = 

erfordert und femer JV am Randö von F^^ durchweg Null sein soil. 

In einer mehr elementaren Ausführung sagt Maxwell*), der Inte- 
grand in (19) müsse durchweg ^ sein, wag überhaupt niemals für den 
ganzen Umfang der hier zuzulassenden Funktionen N zu erzielen wäre. 

Ist die Öffnung des Gefäßes ein Kreis yom Radius It um den Null- 
punkt, so trägt man der Bedingung des Verschwindens von N(x, y) am 
Rande in allgemeinster Weise Rechnung durch den Ansatz: 

JV(»-oos^, ■>■ sin 9?) = ^ "^ .7^(-^-) (g^^cosmy + b^tSia mip) , 

worin J„(A) die Besselsche Funktion erster Art von der Ordnung m 
und A„j, Aj„2j . . . ihre der Größe nach geordneten positiven Nullstellen 
bedeuten**). Ans (19) entsteht dann 

|--ß'J'J'PgF«J'„,-sr((.,-pj)Ä + ,(l„))'«.+ 6i.)>0, 

während aus (20) die Gleichung: 

wird. Nsch der Gfrößenfolge der A„j kommt die Forderung hier in der 
Tat auf das von Maxwell angegebene Kriterium für Stabilität hinaus, daß 

E < L, y , ^-'^ , 

sein soll. Benetzt B die Gefaßwand, so kann die obere Grenze hier 
-y^^/h^ geschrieben werden, wenn Ä^ die mittlere Steighöhe in einer 

KapiUarröhre vom Radius 1 ist (vgl. Nr. 7)***); die Konstante l^jV^ hat 
den Wert 2,709 . . . 

Ist die Öffnung des Gefäßes ein Rechteck mit den Seiten a, i und 
«^f>, so wird für die Stabilität des Gleichgewichtes 

''(| + |.)2'..-Kf.-<'.)>0 

*) J. 0. Maswell, Scientific papers 2, p. 58ö, 

**) Vgl, Die part. Differentialgl. d. niath. Physik, nach Riemanna Yorl, neu 
bearbeitet von H. Weber, 3, S. 263; 1, S, 164. 

***) Beobachtungen von Dupreü {ilem, de l'Acad. de Bolgiqae 26 (185 J), 98 (185i)) 
sind in Übereinstimmung mit diesem tbeoretiaehen Ergebniase. 
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.erfordert, woraus zugleich für = 00 die entspreeheade Bedingung in 
bezug auf einen langen Spalt eraielitlicli ist. 

12, EapillarsciiwingangeD. 

Im Gleichgewichtszustand befinde sieh Ä ganz unterhalb, B ganz ober- 
halb der Niveauehene s = 0, und ihre mibegreiid gedachte Trennungsfläche 
führe nunmehr unter Einfluß der Oherfläctienspannung and der Schwere 
flache Schwingungen 

z = Ef{x, y, ()(EQOd£*') 

aus, worin e einen Parameter in gewisser Umgebung von bedeutet. In 
A wie in B mögen Greachwindigkeitspotentiale := eip^ bzw. e^ £iyig (mod e^) 
gelten, welche der Laplaceschen Differentialgleichung genügen und deren 
negativ genommene Differentiaiquotienten nach den Koordinaten die be- 
züglichen Geschwiudigbeitskomponenten darstellen. An der Trennung s- 
iläehe haben wir einerseits für A, andererseits für B erstens die kine- 
matische Forderung einer zur Fläche tangentialen Relatirge seh windigkeit, 
zweitens für den dort geltenden Druck = j),, + ^Pa. ^^^- — i^o + ^Pb (mod e^) 
das Integral der lebendigen Krait und bestimmt eich drittens die Druck- 
differenz ^ £(p_i — i'3) (uiod B^) als KapiJlardruck gemäß (10). Für 
lim £ =— 0, d. h. für unendlich flache Wellen werden diese Beziehungen: 

SoU noch A für lim 3 = — cc, B für lim 41 = -|- 00 ruhen, so wird 
allen hier genannten Bedingungen in einer Weise, die zur additiven Kon- 
struktion ihrer allgemeinen Auflösung hinreicht, durch den partikulären 
Ansatz : 
f-m(e-'"F(x,,j)), ,p„-!H(~*|e'-'"ii-), ^.-»({e-'-'-F), 

?*J +?*■ + *■-*■-() 

da;^ äy' 
genügt, worin 0, Ic reelle positive Konstanten sind, 9i das Zeichen für den 
reeEen Teil der dahinter aufgeführten Größe ist und wo dann noch aus 
den letzten Relationen die Beziehung: 

zwischen k und u folgt. 

Wellen, die von j/ nicht abhängen, folgen bei dem Ansätze ^={7e'*l^~'^* 
und damit ist X =■ -j- die Länge horizontal-zylindrischer, in einer Richtung 
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fortschreitender oder auch stehender Wellen von der Schwingungszabl g— ■ 
Diese BeKiehung (21) haben Lord Eelvin*), femer Kolacek**) gegeben; 
sie findet Anwendung auf die Fortpflanzung von Wellen einer unbegrenzteii 
Wasserfläche unter der gemeinaamen Wirkung 
von Schwere und Kapillarität ohne Wind, 
ferner a\if solche erzwungene stehende Ka- 
pillar Schwingungen, bei denen die Knoten- 
linien als parallele Geraden gelten können***). 
Der Gleichung (21) zufolge hat, e_^>CB 
vorausgesetzt, die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit c — -^ ein Minimum c^ bei einer ge- 
mit welchen Größen 



wissen WeUeulängc 
dann (21) sich 

^21") S-K^ + t) 

sehreibt. (In Fig. 21 ist die hierdurch bestimmte Kurve in X und c nebst 
den Kurven c^jc^^ -^XjX^ und c''/c^ = -^l^/}. dargestellt, um die Wir- 
kungen von Schwere und Kapillarität zu vergleichen.) Mit einem jeden 
Werte c^ c,^ vertragen sieh alsdann zweierlei Wellenlängen, eine kürzere 
i,i<X^ nnd eine längere l^ > A^, wobei die Quotienten ~ und ■— reziprok 
sind. Die Wellen mit i. < X^, bei denen in (21) der Term mit T^a gegen- 
über demjenigen mit g überwiegt, bezeichnet Lord Kelvin als „ripples". 
Für Wasserwellen in Luft ist etwa 1^=1/15 cm, c^=23,2 — ■ 

Lord Kelvin erörterte ferner den Einfluß des Windes auf die Ge- 
schwindigkeit von Wasserwellen. Hierbei wird die Annahme gemacht, daß 
die obere Flüssigkeit B für Hm s =- oo mit einer gegebenen Geschwindig- 
keit M in Richtung der a;-Achse fortschreitet. Bei der Wellenlänge X sind 
alsdann zweierlei 



ti/? 



(-S) 



möglich, wo c die durch (21a) bestimmte Geschwindigkeit für « = ist. 
Ein imaginärer Wert der Quadratwurzel hier würde bedeuten, daß die un- 
verändert als Ausgangspunkt zu nehmende komplexe Partikulärlösung 

*) W. Thomaon, Phil. Mag, (i) 42 (1871), p. 868; Ediobargli Proc. Roy. Soc, 
1870/71, p. S74. 

■*•) KoUÖek, Ann. Pbys. Chem. 5 (1878), 8. 425; e (1879), S. 616. 
**•) Vgl, die ausgedehnten Tersuchsreihen von L. Grunmach, Wiss. Abh. d. 
kais. Normaleiehungakommission, Berlin 190Ü, S. 101. 



y Google 



nunmehr in ihrem reellen Teile Wellen mit beständig zunehmender Amph- 
tiade darstellt. Diese Instabilität kommt für sämtliche Wellenlängen nicht 

in Frage, sowie m< --,-c^ ist. 
0- 

Denkt man sich wieder Ä in horizontal-zylindrischer, von y nicht 
abhängender Bewegung derart, daß das von s =■ wenig abweichende, im 
übrigen aber völlig willkürlich angesetzte Wellenprofil von A gleichförmig 
mit der Geschwindigkeit c in der 3>Eichtung fortschreitet und anderer- 
seits Ä für ^ = — 00 ruht, so gewinnt man durch das Integral der 
lebendigen Kraft an der Oberfläche von A nnd andererseits den KapiUar- 
druck eine Integralgleichung (Fouriersches Integral), um das Wellen- 
profil gerade einer willkürlich angenommenen Verteilung des äußeren 
Druckes pg an der Oberfläche anzupassen. Insbesondere wirkt eine mit 
einer Geschwindigkeit c > c^ in der a:-Richtung schwimmende zur y-Ächse 
parallele Gerade, welche an ihrem Orte den Gesamtbetrag des Druckes 
auf die Längeneinheit um P vermehrt, während sonst der Druck p^ kon- 
stant sei, genau wie eine sprungweise Zunahme des Richtungskoeffizienten 
dzjdx des Welleuproflls um den Betrag 2P/Tab und ruft in eiaiger Ent- 
fernung vor sich her einfach-harmonische Wellen von der Länge i, (< A^), 
hinter eich von der Länge X^ (> X^) hervor. — Eine gegen ihre Fort- 
schreitungsrichtung einen Winkel -^ — Ö bildende DruckUnie wirkt dann, 
als wenn sie nur senkrecht gegen sich die Geschwindigkeit c cos 9 hat, 
woraus durch eine Integration nach 6 sich die Wiikung eines gleichförmig 
mit der Geschwindigkeit c schwimmenden, druck vermehrend wirkenden 
Punktes berechnet und insbesondere sich zeigt, daß ein solcher eine keil- 
förmige Wellenfront (man denke an das Bild von Schiffswellen) mit dem 
durch c cos =- c,^ bestimmten Öffnung swinkel 2 ( y — Ö] vor sich hertreibt*). 

Die Berücksichtigung dor innermt Heibung wird für flache, in einer 
Richtung foi-tsehreitende Wellen auf einer remen Wasseroberfläche derart 
zu geschehen haben, daß an der Oberfläche die Schubspannung gleicb 
Null angenommen, die Zugspannung dem KapOlardruck entsprechend be- 
rechnet wird. Ist (t der Reibungskoeffizient und v = ^/p_,ii so findet man 
zu gegebener Wellenlänge X anstatt der früheren Portpflanzungsgeschwin- 
digkeit c, wofern %■ ^ 2xv/cX klein ausfällt, (für WasserweUen ist 
— - = 0,0048 cm), eine modifizierte Wellengeschwindigkeit = c(l — 1/2 #7, 

während zugleich die Amplituden einen Dämpfungsfaktor e '' , also eine 
Relaxation szeit 

*) Lord Rayleigli, Proc. Load, Math. Soc. 15 (1883), p. 69 (Öc, papers 2, p. 258). 
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-—-- (= 0,712 A* SBC für Wasser) 
aufweisen*). 

Die beruhigende Einwirkung von Ol auf Wasieiftelleu iviid tliduicli 
erklärt**)***), daß zunäckst infoige Überwiegens dei Ob eiÜd,(.lieü Spannung 
VOR Wasser gegen Luft über die Summe der zwei Oberflächenspannungen 
TOn Ol gegen Wasser und gegen Luft das Ol sich zu emei äußerst dünnen 
Haut auf dem Wasser auszieht und für die Obei flac^len^chlcht mit der 
Beimengung von Ol dann elastische Eigenschaften zutage treten, ihre 
Spannung bleibt nicht länger konstant, sondern wauhst, wenn die Dicke 
durch Streckung weiter zu reduzieren gesucht wird; dadurch wirkt sie 
gleichsam wie eine biegsame und schwer dehnbare Membran und hindert 
durch ihren Zug auf das darunter befindliche Wasser die freie Entfaltung 
und Fortpflanzung der Wellen, Infolgedessen ist, wenn man den Einfluß 
der inneren Reibung ermitteln wiU, nicht mehr, wie im Falle einer reinen 
Wasseroberfläche, mit der Grenzbedingung an der Oberfläche zn rechnen, 
daß dort die Schubspannung Null ist, sondern eher mit der anderen, daß 
dort die horizontale Geschwindigkeitskomponente Null seif). Für diesen 
anderen extremen Fall ergibt sieh eine gegen die vorhin betrachteten 
Umstände im Verhältnis 4 ]/2^ : 1 kleinere ßelaxationszeit. 

Die kleinen Schwingungen einer Trennungsfläche von der Gestalt 
eines Kreiseylinders behandelte Lord Eayleighft), am von da aus die 
Stabilität der Flüasigkeitsstrahlen beurteilen zu können. Die Schwere wird 
nicht berücksichtigt. Es sei A innerhalb, B außerhalb des Zylinders be- 
findlich, B der Radius des Zylinders, seine Achse die ^-Achse, und 

r=Rjf- sf(s, 6, t){moiB^), (x + iy = ref^), 
im lim£ = seine Schwingungsgleichung. Wird der äußere Druck in B 
konstant angenommen, was damit gleichwertig ist, Qj^~ zu nehmen, so 
kann man für das Geschwindigkeitspotential in A den partikulären Ausatz 

eg{(C?e'(*'-<"+'"«)J^#r))(modEä) 
machen, wobei t7"„j die Besselsche Funktion erster Art von der Ordnung m 
bedeutet, und man gelangt durch die kinematische Bedingung und anderer- 
seits die Druckgleichung an der Oberfläche zu der Relation 
„ aitJ^iaE) ,j„r,, , 3 -, Tab 

^ — jjiw- ^^^ + '^ ~^^i:^'' 

*) Tgl. H. Lamb, Hydtodjaaniics, 3'* ed., Camteidge 1906, p. 5^3. fDeutsche 
Ausgabe, bes. t. J. Priedel, Leipzig 1907, S. 699.] 

™) Eeynolds, Brit. Assoc. Eep. 1880 (Sc. papers 1, p. 409). 
**'^ Aitken, Edinburgh Roy, Soo. Proc. 13 (1883), p. 50. 

t) H.Lamb,HydrodyEaaiica,3'*ed,, Cambridge 1909, p.570. [Deutsche Ausg., S. 709.] 

+t) Lord Eajleigb, Lond. Proo. Math. Sog. 10 (1S78), p. 4; Proc. Roy. Soc. 

20 (1879), p. 71 (Sc. papers 1, p. 361, 377; Theory of sound, 2"* ed. cbapt. XX); in 
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Für m = wird e^<Oj falls hR<l ist, was den instabilen Cha- 
rakter von Störungen bedeutet, deren Wellenlänge 2ii/lc den Umfang des 
Zylinders überselireitet. Die Instabilität wird infolge des Paktors d"^' in 
den Amplituden am größten, wenn dabei 1 6 1 am größten ausfallt, was auf 
-T- = 4,51 x21i hinführt, so daß für Schwellungen und Kontraktionen 
Yon dieser WeRenlange die Tendenz dea Strahls Ä Bum ZeifaUen in Tropfen 
am stärksten ist. 

Nach ähnlichen Prinzipien behandelt Lord Rayieigh*) den Fall 
p^=0, p^>0, wobei sich als die Wellenlänge größter Instabilität 
^ = 6,48x2i; ergibt. 

Das erste Ergebnis findet Anwendung auf das Zerfallen eines Wasser- 
strahls in Luft, das zweite auf das Zerreißen eines durch Wasser geschickten 
Luftstrahls. Die Schwingungen für m = 2, 3, 4 treten prädominierend 
hervor, wenn der Strahl aus einer Öffnung Ton elliptischer, dreieckiger, 
quadratischer Form austritt. 

Die kleinen Schwingungen einer Trennungsfläclie yon der Gfestalt einer 
Kugel erledigen sich ausgehend von dem gleichzeitigen Ansätze**)***) 



= 9! 



/-C 



Jrjö,^)^-'-), 9'5=3{(--^^'rj9,t&)e-'"'), 



wobei der kinematischen Bedingung j— = — an der Oberfläche Rech- 
nung getragen ist; darin bedeuten r, d, %i> Polarkoordinaten vom Kugel- 
zentrum, Y^{6, lii) die Kngelflächenfunktion J»'^'' Ordnung, R den Radius 
der Kugel. Es stellt sieh alsdann 



a^ — in (m + 1) (m — 1) (tn -j- 2) 



({>n + l}e^ + me^)E 



heraus. Das Ergebnis findet Anwendung auf die Schwingungen eines 
Wassertropfens in Luft, einer Luftblase in Wasser; in abfallendeo Tropfen 
treten durch ein Nachwirken des Abreißens der Ti-opfen noch die Schwin- 
gungen 3. Ordnung (m = S) hervorf). 

Phil. Mag, 34 (1892), p, 145 (Sc. papere 3, p. 585) wird noch der Einfluß dor inneren 
Reibung der Flüssigkeit in. Betracht gezogen, 

*) Lord Eayleigli, Phü. Mag. (5) 84 (1892), p. 177 (Sc. papers 3, p. 594). 
**) Lord Rayleigh, Proc. Roy. Soc. 29 (1879), p. 71 (Sc. papers i, p, 377). 
***) Webh, Meaa. of math. 9 (1880), p. 177. 
t) Lenard, Ana. Pbys. Ohem. 30 (1887), S. £09. 
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II. Kapillarität als räumlich verteilte Energie. 
13. Bie Hypothese der Kohäsionsträfte. 

Die Kapillaritätserscheiimngen ergeben eich als notwendige Folge- 
rungen ans einer Hypothese, wonach zwischen zwei materiellen Teilchen 
gleicher oder verschiedener Substanzen neben der Gravitation noch eine 
andere, nur von der Distanz abhängende Anziehungskraft in der Verbin- 
dungslinie wirksam ist, die man Krln^ionshaft nennt und deren Gesetz 
irgendwelcher Art sein mag, nui diß sie mit wachsender Entfernung 
derart rasch abnimmt, daS sie beieit'i lut eine äußerst kleine, mikrosko- 
pisch nicht wahrnehmbare Distanz gan? außei Betracht füllt. 

Zunächst wurde das Ansteisren von Flüssigkeit in einer kapillaren 
Eühre allein mit einer von der Röhre auf die Flüssigkeit ausgeübten An- 
ziehung erklärt, die nach der Unabhängigkeit der Erscheinung von der 
Dicke der Röhre nur von den der Wand nächstgelegenen Partikeln aus- 
gehen konnte*). Clairaut**) erkannte es als notwendig, eine Anziehung 
der Flüssigkeitsteiichen untereinander mit in Rücksicht zu ziehen. 
Laplace***) konnte sodann eine vollständige Theorie der Kapillarität 
einzig mit der vorhin skizzierten Hypothese über die Kohäsionskräfte 
aufbauen. 

Laplace berechnete für eine Flüssigkeitamasse, deren Teile gemäß 
jener Hypothese kohärieren, in der Hauptsache das Potential der Kohä- 
sionskräfte für eine Stelle der Oberfläche und fand es als eine lineare 
Funktion der mittleren Krümmung daselbst. Er betrachtete zunächst das 
Potential einer Kugel auf eine Stelle der Oberfläche, ging von da zum 
Potential eines durch zwei unendlich nahe Meridianschnitte der' Kugel 
gebildeten Keiles über und approximierte endlich eine beliebige Flüssig- 
keitsoberfläche in der Nähe eines Punktes durch die dort aus den Krüm- 
mungskreisen der Norm als chnitte erzeugte F!^che, d. i. ungefähr durch 
das Oskulationsparaboloid. Die Difi'erentialgleichung einer freien Ober- 
fläche erhielt er nunmehr aus dem Satze der Hydrostatik, wonach diese 
bei konstantem äußeren Drucke eine Flache konstanten Potentials aller 
wirkenden Kräfte istf). 

HawkeBbee London T aas R So [17 —1 U) 

) Cla raat Tia te svc la bg e le la lerre Pars 1743 ehap X 
♦ ♦) Laplace Thfor e de 1 aot on aj Ha e 
t) Genauer gesagt e luhr Laplace ao e lachte b eh m der Flut. g!.e t e neu 
unendl h bchn alen Kanal gelegt der am. Anfan" und Ende senk echt g gen d e 
Oberfliitlie e nm nd t be eclinete den du ch 1 o Kolias ocek afte Buatande kommen 
den Dr ck auf e nen "lue s hn tt de Kanals und bra^ikte endl ch das Pr nz p des 
Cle hgew ht n Kanäle ^ 4 -aent u 
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In einer zweiten Darstellung berechnete Laplaee*) für eine Stelle 
der Flüssigkeiteoberfläeliß die tangentiale Komponente der gesamten dort 
ausgeübten Kohäsionskraft, wozn die Flächengleiehung an der SteUe bis 
einschließlieli der Größen S*^' Ordnung zu entwickeln ist, und erhielt die 
Gleiebung der freien Oberfläche aus der Bedingung, daß an ihr die Resul- 
tante aus Kohäeion und Schwere stets normal zur Fläche steht. — Für 
die Konstanz des Randwinkels der Flüssigkeit an eioem festen Körper 
hatte jedoch Laplaee keinen Beweis, sondern zeigte nur, daß, wenn der 
Körper die Form von vertikalen Zylindern irgendwelcher Querschnitte 
hat, der Mittelwert des Kosinus jenes Winkels längs der ganzen R.and- 
kurve stets auf die nämliche Konstante führen muß. 

Diese Lücke in der Laplacesehen Theorie ergänzte Gauß**). Aus- 
gehend von dem Prinzip der virtnellen VeiTÜekungen für einen Gleich- 
gewichtszustand formte Gauß dieses Prinzip zu der Forderung eines 
Minimums der potentiellen Energie um und betrachtete nunmehr die ge- 
samte potentielle Energie der ins Spiel kommenden Kohäsionskräfte. Diese 
Energie erscheint in Form eines Doppei-Raumintegrals. Für jede Raum- 
integration läßt sich eine lineare ausführen, wobei ein Term proportional 
dem Volumen und ein zweiter proportional dem Flächeninhalt der Ober- 
fläche besonders heraustreten, und von dem übrig bleibenden Doppel- 
Oberfläehenintegral wies Gauß nach, daß bei der Laplacesehen Annahme 
über das Abnehmen der Kohäsionskraft die Vernachlässigung desselben 
geboten ist, insofern als verglichen mit der Distanz, auf die allein die 
Kohäsionskräfte in Betracht kommen, die Krümmungsradien der Oberfläche 
als unendlich groß, die Fläche als nahezu eben gelten darf Aus dem 
extremalen Charakter der potentiellen Energie entnahm sodann Gauß nach 
den Methoden der Variationsrechnung (ungefähr wie oben in Nr. 3 und i 
dargelegt ist) die Differentialgleichung für die freie Oberääche, dann aber 
auch den Beweis für den Laplacesehen Satz vom konstanten Rand wink el, 

IL Potentielle Energie der Kohäsion in einem Medium. 

Die von Gauß vorgenommene Transformation der Energie von Ko- 
häsionskräften***) läßt sich gegenwärtig als eine zweimalige Anwendung 
des Greensehen Satzes darstellen. 



•) Laplaee, Suppl. k la thöorie de l'aot. capill, 

**) Gauß, Principia generali», Göttingen 1830. — Selbstünzeige der Abb.: Gütt. 
gel. Anz. 1829. (Werke ö, S. 287). 

***) Vereinfachte Darstellungen dieser TransformatioD gaben Bortrand, Joura. 
de math. (1) 13 (1848), p. 185; Weinstein, Ann. Pbys. Chem. 27 (1886), S, 544. — 
L. Boltzmana, Aan, Plijs. Chem. 141 (1S70), S. 582 setzte Summatioiien über Mole- 
küls an Stelle der lEtegrationen, 
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Wir betraehtün Kunächst die Kohäsionsenergie innerhalb eines einzelnen 
homogenen Mediums A. Seine Dichte heiße p; zwischen je zwei Volumen- 
elementen dv, dv von A an den Stellen x, y, s und x, y', z' im Abstände r 
wirke als Kohäsion eine Anziehungskraft = q^ dvd'tj' ffiif), wo ffir) in später 
noch genau festzusetzender Weise mit zunehmendem r rapide nach Null 
sinken soU. Fuhrt man 

j'<r(r)ir - *(.•), fr'i,{r)dr - ;,(.•) 

1 die gesamte 

(22) - i(,'^£/"t(,-),i,<i.- 



ein, so läßt sich die gesamte potentielle Energie ilieser Kohäsionskräfte 
für A: 






schreiben, wobei einerseits dv, andererseits dv unabhängig voneinander 
das ganze Volumen von A zu durchlaufen hat und der Faktor -^ vorzu- 
setzen ist, weil auf diese Weise jedes Paar von Elementen dv, dv zweimal 
in Betracht kommt. Fassen wir zunächst die Integration nach dv bei 
festgehaltenem dv ins Auge, so können wir den zweiten Ausdruck in (22) 
nach dem Greensehen Satze umformen, wobei wir die Laplacesche 
Differentialgleichung für 1/r verwenden, aber infolge der Uustetigkeit von 
Ijr an der Steile dv noch aus dem Integratiousraume für dv eine kleine 
Kugel um dv auszuscheiden haben, deren Kadius wir schließlich na,ch 
Null konvergieren lassen. Bezeichnen wir mit df (später auch mit df) 
ein Oberflächenelement von A, mit n (und w) die äußeren Normalen dort, 
so transformiert sich nunmehr (22) in: 

Im ersten Term hier ist 1 dv — Vj das gesamte Volumen von A. Im 
zweiten Term kehren wir die Integrationsfolgen um, führen 

fx{r)dr - »(.•) , 

ein und beachten, daß r nur von den Differenzen x — x^y — y\s — / 
abhängt, ferner 

ist. "Wir können alsdann diesen zweiten Term 
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la^ + dy 9y + d^ dz J ^'" 
schreiben und erhalten die Möglichkeit, ein zweites Mal bei der Integration 
nach dv die Formel für Prodnktintegration, den G-reenschen Satz, in An- 
wendung zu bringen. Hier liegt die Unstetigkeit von 1/r jedesmal an 
einer Oberflächen stelle df und ist deshalb aus dem Integrationsraume 
für dv nur der in den Bereich von A fallende Teil einer kleinen Kugel 
um diese Stelle auszuscheiden, d. i. hernach bei unendlich abnehmendem 
Kadius der Kugel wesentlich eine Halbkugel, außer an den Stellen, wo 
eine Schneide der Oberfläche von A vorhanden ist. Hiernach transformiert 
sich der letzte Ausdruck, indem noch f ■^<^f Über die Halbkugel ihre 
Projektion auf die Tangenti^ebene in df darstellt, in 

|.(,'«-(0)J<i/--i<.-/Ji|;gf>(r)<J/'<if, 

WO f df ^ F den Flächeninhalt der Oberfläche von A bildet. Sehreiben 
wir noch 

(23) K=27tQ^x(0), i/"=jte^*(0), 

so resultiert endlich der folgende Ausdruck für die Energie der Kohäsions- 
kräfte innerhalb A: 

(24) E^-KV+'- HF - l-&'ff^ li U Hr)dfdr. 

Damit die Integrale für &(r), x(f), t(y) einen Sinn haben, nehmen 
wir au, daß mit waeheendem r jedenfalls rxir), sodann f^>p(r), r^qi{r) 
noch hinreichend stark nach Null konvergieren. Des weitereu nehmen 
wir an, daß für mikroskopisch meßbare r schon g>(r), ^(r), x(^)j ^('') 
außer Betracht fallen und erst bei weit stärkerer Annäherung des r an 
Null x{r) und »(r) endliche Gfröße erlangen und dann bestimmten oberen 
Grenzen ^(0) und &{0) zueti'eben; es ist hierfür notwendig und hinreichend, 
daß r'^4>(r) für lim r = nach Null konvergiert. Bezeichnet man als 
Wirhtngsradins für die Kohäsionskräfte eine solche Größe *-(,, wofür eben 
noch ^(r^) gegen fr(0) zu vernachlässigen ist, so ersieht mau aus 



*(0) - &(r,) =fx{r)dr < li^Sjr^, 



daß ~ eine äußerst kleine Länge, allenfalls von der Ordnung von r^ 

sein wird. 

Um das Doppel- Fläch eniotegral in (24) abzuschätzen, führen wir dort 

durch -{- ^. = do' den körperlichen Winkel ein, unter dem das Element 
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df von der Stelle von df erscheint. Jenes Integral schreibt sich dann 

(25) -\s'Jifp^^»{r)do'. 

Nim ist nur für kleine >'(<r(|) der Faktor Q'ir) von merklicher Größe, 
und für solche r <ir^ andererseits ist drjdn angenähert — r/iJj unter K 
den Krümmungsradius desjenigen Norm als ehnittea für die Stelle df, der 
durch df führt, verstanden. Sind also die Krtimmnngsrfbdien der Ober- 
fläche von A überall als gegen »-q äußerst groß zu betrachten, so erscheint 
die Vernachlässigung des Integrals hier geboten und reduziert sich damit 
der Ausdruck (24) auf 

(26) E='~KV+^RF. 

Ein Ausnahmefall wird statthaben, wenn die Oberfläche A eine Partie © 
von endlicher Ausdehnung aufweist, zu der eine andere Partie ©' von ihr 
fortwährend in äußerst kleinen Abständen verläuft, wie z. B. wenn die 
Flüssigkeit sich in einer äußerst dünnen Schicht an einem festen Körper 
entlang zieht. Auch längs © und ©' mögen die Kmmmungsradien nicht 
unter eine gegen »-p äußerst große Grenze sinken. Faßt man in dem 
Integral (25) ein Element df innerhalb @ mit der ganzen Partie ©' zu- 
sammen auf und fällt ein Lot von df auf @', dessen Länge s sei, so 
kann in denselben Fehlergrenzen, wie sie vorhin galten, ©' als eine un- 
begrenzt ausgedehnte Ebene senkrecht auf dieses Lot betrachtet und, 
indem man ^—. = — = co^y einführt, aus konzentrischen Bingen um das 
Lot, die von df in körperlichen Winkeln 2:t smy dy erscheinen, aufgebaut 
werden; dazu kann wegen der annähernden Parallelität von df zu ©' der 
Faktor drjdn in (25) durch drjdn' ersetzt werden, wodurch für deii be- 
treffenden Anteil aus (25) sich ergibt 

— ^Q^df j 2;rsiD;' cosy^(7-)dy =— TtQ^df j -^9-(i")dr. 



0{r) = 2r^ pf) dr = ^(r) + r' f^-^ 



dr 



eingeführt, wobei ö(0) = ■&(0) ersichthch ist, und beachtet man, daß im 
Doppelintegral (25) sowohl eine Kombination ©, @' wie @', @ auftritt, 
so kommt schließlich wegen der Flüssigkeits Schicht zwischen © und ©' 
zum Ausdruck (26) der Energie noch der Zusatzterm 
(27) -XQ'ß(s),Jf, 

über die ganze eine Seite © der Schicht erstreckt, hinzu. 
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Für das Änzieliungsgesetz mit foIgeEdem Auedrucke des Potentials*) 
(28) -^ir) = -Jc^~y-, 

wobei Ic und c positive Konstauten sind, warde man erhalten; 

?>W-*'^(i + «•■), 

,(f)-|.-'(l + c.-), »(r)-f,e-'(l+-lcr), 6(r)-^e-", 
l(0) = i »(0) = 9(0) = f, 0-^-1- 

Wir berechnen noch das Virial der Kohäsionshräfte. (Unter dem 
Virial einer Kraft wird bekanntlieh die halbe Arbeit der Kraft bei Ver- 
schiebung ihres Angriffspunktes na,ch dem Koordinatenanfange verstanden.) 
Für die zwei Kriifte, welche zwei Volumen elemente dv, dv gegenseitig 
aufeinander ausüben, ist die Summe der Viriale Q^ifii^rdvdv. Das gesamte 
Virial der Flüssigkeit auf sieh selbst wird daher 



'■//' 



/ r<p(r)dvdv' 

und würde aus dem Ausdrucke (22) für die Energie hervorgehen, wenn 
man iji(y) dort durch — --r9)(r) ersetzt. Dabei würde dann an Stelle 
von x(r) die Funktion 

— -l-Jr^<pir)dr^-~r^^{r)~-^Jr^7!,(r)dr=^--^r''>p{r)-Yli(>-), 

weiter an Stelle von &(r) die Funktion 

—!-/•■•*(>•)* ~ l/zW'*'- -- i'-jM - 2»(.-) 

ZU treten haben und also die ßolle der Konstanten x{0), *(0) von 
— x-x(O), — 2'&(0) übernommen werden. Der Formel (26) entsprechend 
resultiert dann als Ausdruck jenes Gesamtvirials : 
(29) ~KV~HF. 

15. Potentielle Energie der Adliäsion zweier Medien. 

Grenzt A an ein zweites Medium B, so mögen zwischen den Teilchen 
von A und denen von Ji Anziehungskräfte wirksam sein, die hinsichtlich 
ihrer Abnahme mit der Distanz analogen Charakter tragen wie die Ko- 



*) Van der WaaU, Zeitsohr. f, plijsik, Chem. 13 (1894), S, 657. 
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häsionskräfte iimerlialb A, und die mtm hier im Falle verschiedener 
Substanzen wohl auch als Adhäsionskräfte bezeichnet. Die den Funktionen 
y(r), ipif), x(r), &(/), 6(r) oben entsprechenden Funktionen für das neue 
Änziehungsgesetz mögen in derselben Weise unter Anfügung der unteren 
Indizes AB bezeichnet werden, wahrend die früheren Funktionen den 
Index A erhalten mögen. Die gesamte Energie dei Adhäsion von B auf A 
berechnet sich der Formel (22) analog mit 

(30) - if^^Q^fdv fii>^^{r)dv, 

wo äv die Volumenelemente von A, dv' diejenigen von B zu durchlaufen 
hat. Ein Faktor -t- ist jetzt nicht hinzuzusetzen, weil die Räume von A 
und B völlig getrennt sind. Der Ausdruck hier gestattet wieder die zwei 
entsprechenden Umformungen mittels des Greenschen Satzes. Aber in 
der ersten Umformung, wobei etwa unter Festhaltung der einzelnen äv 
operiert werde, tritt kein Raumintegtal besonders heraus, weil jetzt 1/r 
im Integi'ationsraunie ß keine Unstetigkeitsstelle bat, in der zweiten 
hernach kommt bei festgehaltenem Oberflächenelement df Ton J9 eine 
Diskontinuität von 1/r im Integrationsraume A nur für solche Elemente 
df in Betracht, die gerade der Trennungsfläche von A und ß angehören, 
ujid hat alsdann für die um df herum aus dem Integrationsraume A 
auszuscheidende kleine Halbkugel das Integral I 5— ^ (?/" wegen der anders 
liegenden Normale n entgegengesetzten Wert wie oben. Infolge dieser 
Umstände erlangt endlich nach der wie oben vorzunehmenden Vernach- 
lässigung die potentielle Energie der Adh'äsion von B auf A den Ausdruck 

(31) -''l!,l!.»,.f(l)l'^.-~B^,F^., 

WO Fa b den Flächeninhalt der Trennungsfläche von A und B bezeichnet. 
Nehmen wir jetzt den typischen Fall von drei zusammentreffenden 
Medien A, ß, C an und bezeichnen ihre Volumina V, ihre Konstanten 
K und // mit den entsprechenden einzelnen Indizes, die Flächeninhalte 
ihrer Trennungsflächen und deren Konstanten H mit entsprechenden zwei 
Indizes, während ihre an weitere Medien angrenzenden Flächen hier nicht 
als veränderlich in Frage kommen sollen, so haben wir als veränderlichen 
Teil der potentiellen Energie der in ihnen wirkenden Anziehungskräfte: 

(32) (^~Ha+IHb- HÄM)F^j,-{-{^H_> + ^Hc-.Kic)FAc 

So lange die Volumina sich nicht ändern, kommen wir damit auf den 
Ansatz in Nr. 2 zurück, wobei die Oberflächen Spannung zweier Medien 
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A und B durch 

(33) Tab^-^-Ha +IHs~R,b 

gegeben erscheint. Im Falle pß=0 gesetzt werden kann, folgt einfach 

Stellt C einen festen Körper vor und darf p^ = gesetzt werden, so 
folgt für den Randwinkel ro ^ von A am Körper gemäß Gl. (8): 

(34) eos(a_,= - --g-^ ; 

der Winkel a^ ist spitz oder stumpf und es findet demgemäß, falls C ein 
vertikaler Zylinder ist, ein Austeigen oder eine Depression von A a,n G 
hinsichtlich der Niveauebene statt, je nachdem 2Kac> H^ Ddei <Ha ist 
(d, h. wenn man so sagen wiU, der Meniskus vom Körper eine mehi oder 
vpeniger als doppelt so starke Anziehung wie von dei riii«si^keit erf ihrf* ) 
Die Relation (34) ist unmöglich, wenn Hac'> ^a ist Nehmen wu 
jedoch an, daß alsdann sich die Flüssigkeit Ä nach n pmei mßeiat 
dünnen Schicht an einer Partie @ der Wand von ( entlang zieht, und 
verstehen wir jetzt unter Fab, Fag nur die Flächeninhalte dei betieffenden 
Trennungsflächen abgesehen von dieser Schicht, so wurde im Hinblick 
auf (27) und auf die Relation #(0) = ö(0) zum Ausdrucke (32) in der 
gesamten Energie noch ein Term hinzutreten; 

erstreckt über die Fläche @, wobei s die Dicke der Schicht am Elemente df 
von © bezeichnet. Bei geeignetem Kraftgesetz, z. B. dem in (28) an- 
geführten, würde damit die Möglichkeit einer Verringerung der potentiellen 
Energie vermöge der Schicht vorliegen; also müßte dann eine solche 
Schicht (Benetzung der Wand) zustande kommen und dadurch am Rande 
der wahmehmharün Trennungsfläehe der Randwinkel Null entstehen**). 

16. Einteilen der Kohäsioit in die Beziehimg zwischen 
Dichte und Druck. 

Das Auftreten des Terms — KV m der Energie einer Flüssigkeit A 
ist nach hydrodynamischen Prinzipien gleichbedeutend mit der Annahme, 
daß im Inneren von A neben dem sogenannten hydrostatischen Druck ein 
weiterer konstanter Druck K herrscht. Schreibt man K = ap^, so hängt a 

'^j Clairaut, TraJte eur la figure de la tei-re, Paris 1743, chap. X. 
**) Gauß, Ptincipia generalia, art. 32. 
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nur von dem Kraftgesetz q>{r), nielit toii der Dichte q^ ab. Stellt man 
sich unter B den gesättigten Dampf der Müsaigkeit Ä vor, so hat daher 
eine Menge M der Substanz — , homogene kontinuierliche Massen Verteilung 
bis zu den Grenzen und Unabhängigkeit des Kohäsionsgeaetzes von der 
Temperatur angenommen (wegen allgemeinerer Vorstellungen siehe den 
Enzyklopädie- Artikel V 10 Ton Kamerlingh Onnes) und vorausgesetzt 
auch, daß nicht etwa F/V gegen l/r,^ in Betracht kommt — , in flüssiger 
Phase die Energie —K — = — ap_^iH, in dampfförmiger die Energie 
— ap^— = — ap„lf und wird deshalb o(p, — Pn) als die innere latente 
spezifische Verdampfungswänne (siehe ebenfalls Enzyklopädie V 10) ange- 
sprochen*). (Die additive Konstante in der Energie war derart fixiert, daß 
der Wert NuH für die Eneigie al* obere Grenze bei Auflosung des Mediums 
in lauter unendlich weit voneinander entfernte Volumenelemente entsteht.) 
In denjenigen Erscheinungen welche bei konstantem Volumen vor- 
gehen, kommt die Größe K gir nicht zur Geltung, während doch der 
erste Term —KV in der Energie den anderen yfi^F außerordentlich 
überwiegt. Aufschluß über die Größe von K kann deshalb nur von Vor- 
gängen erwartet werden, die mit Änderungen der Dichte verknüpft sind, 
und van derWaala**) hatte deshalb die Idee, zunächst theoretisch das 
Eingehen dieser Größe in die Beziehung zwischen Druck und Dichte bei 
konstanter Temperatur zu untersuchen. Der Ableitung dieser Beziehung 
legte van der Waals den Virialsatz von Olausius zugrunde***). Der 
Satz kommt bei folgenden Anschauungen zustarde: Die Materie ist nicht 
kontinuierlich verteilt, sondern besteht aus Molekülen; diese unterhegen 
neben den Laplaceachen Kohäsionskräften weiteren repulsiven Kräften 
(Zusammenstößen) und sind dadurch in nicht sichtbaren Bewegungen be- 
griffen, und zwar dergestalt, daß man bei Vergleichung ihrer Bewegungs- 
zustände in irgend zwei Momenten t und (+ t sich angenähert vorstellen 
kann, die Teilchen hätten nur untereinander Ort und Bewegung gewechselt. 
Jedenfalls soll, wenn man den Mittelwert von der kinetischen Energie der 
progressiven Bewegung der Moleküle über den Zeitraum ^ bis i -|- t bildet, 
gegen diesen Mittelwert der Differenzenquotient 

tLi dt X 

schon bei verhältnismäßig kleinem t zu vernachlässigen sein; darin ist die 

•) Duprö, Theorie mecaniqne de la ehaleur, 1869, p. 152. 

**) Van derWaals, Die Kontinuität dea gasf. u. flüss. Zuatandea, Leipzig ISSl. 
"*) Vgl, auch Maswell, So. papera-2, p. 407, 418; H. Ä. Lorentz, Boltzmann- 

FeatBchrift (1904), S. 721 (abgedr. ia Abh. üb, theor, Phys, 2 (t906), S, lEiä), 
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Summe über alle Moleküle zu erstrecken und bedeuten m die Masse, x, y, s 
die Koordinaten des Schwerpunktes eines Moleküls. Eine partielle Inte- 
gration transformiert nun diesen Mittelwert der Energie bei der ange- 
gebenen Vernacblässigung sofort in das mittlere "Virial der in den Molekülen 
angreifenden Kräfte, über den Zeitraum f bis f -|- t. Nun ist nach den 
Prinzipien der Gfastheorie jenes Mittel der Energie der progressiven Be- 
wegung — ■:j^^VT, wo It die universelle Gaskonstante, ilf das Molekular- 
gewicht, qV die Gesamtmasse, T die absolute Temperatur der Flüssigkeit 
vorstellt. Das Virial der Kohäsionskräfte berechnet sich unter der Voraus- 
setzung, daß der Wirkungsradius noch sehr groß gegen die Größe der 
Moleküle ist, wie bei kontinuierlich homogen verteilter Masse und ist 
daher nach (29) gleich — ap^F zu setzen. Das mittlere Virial des auf 
die Oberfläche wirkenden konstanten Druckes p findet sich durch Zerlegung 
des Volumens in die Elementai-pjramiden mit dem Nullpunkte als Spitze 
und den Oberflächenelementen als Grundflächen unmittelbar =- -^j) V. Das 
mittlere Virial der repulsiven Kräfte berechnet sieh nach den Methoden 

der Gastheorie und läßt sich schreiben als ein Bruchteil z ;-- der mitt- 

1 — 6e 
leren Energie der progressiven Bewegung, worin h annäherungsweise als 
konstant gilt und mit dem von den Räumen der Moleküle in einer Massen- 
einheit besetzten Räume in Verbindung gebracht wird (über die Abhängig- 
keit der Größe b von Volumen und Temperatur siehe weiteres im Artikel 
Kanierlingh Onnes, Enzyklopädie V 10). Damit resultiert endlich die 
van der Waalssche Zustandsgieichung in der Form 

(35) i' + «*''-¥l-!„- 

Aus beobachteten Daten berechnet sich auf Grund dieser Beziehung 
bei 0" und 1 Atra. Druck für Wasser K^ 10500 Atm., für Äther 
K= 1430 Atm., während der Quotient H/K, der als Maß für den Wirkungs- 
radius der Koh'äsionskräfte dient, für Wasser 15 -10"^ cm, für Äther 
29- 10-^ cm ] 



17. Theorien zur Vermeidung von Diskoutinuitäten der Dichte. 

Der Laplacesehen Kapiilaritätstheorie liegt die Annahme durchweg 
homogener Flüssigkeiten zugrunde. Poisaon*) fährte aus, daß an den 
Grenzflächen einer Flüssigkeit eine rapide Änderung der Dichte statthaben 

■^ PoissoE, Nouvelle theotie de Taction capUlaijre. — Kritiselie Bemerkungea 
zur Theorie vonPoisson lieferten Mittdiug.Doves Eepert. d.Phys. Bd. 5; J. Statl, 
Anu. Phys. Chem. 139 (1870), S. 239; B. Weinstein, Ann. Phye. Cliem, 27 (1886), 
S. 514, 
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müsse, und trug diesem Umstände Reclmiing, zugleich in dei- Absieht, 
die Schwierigkeiten zu beheben, welche in der Annahme TOn Druek- 
diskontmuitaten an Trennungsfiächen liegen. In der Poissonscbon Theorie 
modiüziPien sich nicht die Gleichungen für die KapiUarifcätaphänomene, 
sondern nur die Bedeutung der zwei Konstanten K und H für das Gfesetz 
der Kohi,^ionskiafte. 

Maxwell*), Lord ßayleigh**}, van der Waals***) verfolgten die 
Annahme einer stetigen Variation der Dichte an den Trennungsfläehen in 
ihren weiteren Konsequenzen. Als einfachster Fall wird das Gleichgewicht 
einer Flüssigkeit A in Berührung mit ihrem gesättigten Dampfe B be- 
handelt. Von der Schwere soll abgesehen werden. Der ganze ßaum von 
Flüssigkeit und Dampf werde von Flächen, auf denen jedesmal die Dich- 
tigkeit konstant ist, durchzogen; transversal au diesen variiert der Wert 
der Dichtigkeit rapide innerhalb einer äußerst schmalen Schicht und 
kommt nach der einen wie nach der anderen Seite sehr bald bestimmten 
Grenzwerten p_^ bzw. p^^ nahe. 

Für die vollständige Durchführung des durch hydrodynamische (oder 
therm o dynamische) Prinzipien gelieferten Ansatzes hat sich ein spezielles 
Kraftgesetz der Kohäsion als hervorragend geeignet erwiesenf j, das nun 
hier sogleich zugrunde gelegt werde, nämlich das in (28) angeführte, 
wobei die Poteutialfunktion für zwei Masseneinheiten in einer Entfernung 
r dui'ch 

— 1>/^ 

dargestellt wird und Iz wie c positive Konstanten sind. Das von der ge- 
samten Masse der Substanz {A und B) herrührende Potential auf eine 
Masseneinheit an einer Stelle x, y, ist dann 



^{^, V) ^) = — ^ / 9 -7- "^^'j 



l sich über alle Volumenelemente dv der Substanz erstreckt 
und r die Entfernung des Aufpunktes x, y, s vom Elemente dv' bezeichnet. 
Diese Funktion ^(x, y, s) genügt nun im ßaume der Substanz überall 
der Differentialgleichung 

aau; »au( »äui 

(36) AV-|^ + |ji + i^-»>1' + 4^;.s,, 

und auf Grund dieser Beziehung kann d^ vorliegende Kraftfeld anstatt 

*) Maswell, Capillary action (So. papera 2, p. 541). 
**) Lord Rajleigh, Phil. Mag- 33 (1892), p. 203 (So. Papera 3, p. 513). 
***■) van der Waals, Zeitschr. f. pliya. Chemie 18 (1894), S, 667; H. HuUhof, 
Ann, Phya, Chem, (4) 4 (1901), S. 165. 
t) van der Waals, 1, c, S, 706, 
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als von Femkräfteii herstammend auch als ein ursprünglich gegebener 
Spannungszustaud in der Sabstanz folgendermaßen beschrieben werden*). 
Es werde 

gesetzt; die Substanz erscheint TOn den gerichteten „Kraftlinien", die senk- 
recht zu den Flächen V = konat. von größeren zu kleineren Werten von W 
führen, durchzogen; an jeder Stelle herrscht in Richtung der dort durch- 
laufenden Kraftlinie und in der entgegengesetzten Richtung eine Zug- 
spannung Z,, in allen Richtuugen senkrecht dazu eine Zugspannung Zj, 
dergestalt, daß für jeden abgeschlossenen Teil I der Substanz sich die 
Komponenten und Drehnngsmomente der von dem Übrigen Teil 11 anf I 
ausgeübten Kohäaionen genau wie aus der Verteilung dieser Spannungen 
auf der Oberfläche von I berechnen. 

In einer sehr geringen Entfernung von der Übergangs schiebt ist 
bereits nahezu V konstant, <i> Null, und Z^ = Z^ erklären die frühere Ko- 
häsion K, in der Übergangs schiebt resultieren aus der Differenz Z^ — Z, 
die Erscheinungen der Oberflächenspannung. 

Nach hydrodynamischen Prinzipien ist für das Gfleichge wicht des 
Systems Flüssigkeit und Dampf bei gleicher Temperatur erforderlich, daß 
das vollständige Differential 
(37) d¥ = ~ — 



und darin TT eine nur von Dichte und Temperatur der Stelle s 
Funktion ist, die als thermischer Drude**) angesprochen wird. Sehreiben 
wir -j ■ = a, so ist nach (36) in einiger Entfernung von der Übergangs- 
sehicht, wo die Flüssigkeit homogen erseheint, W — ~ 2aQ^, und wo der 
Dampf homogen erscheint, ¥ = — 2ap^. Wir setzen allgemein TT =ß-|-«p^ 
und nennen p den hydrostatischm Brück; nach beiden Seiten von der 
Schicht fort wird dann p sich einer und derselben Konstante ^q nähern, 
dem äußeren Drucke, Sättigungsdrucke des Dampfes. Die Gleichung (36) 
schreibt sich noch im Hinblick auf (31): 

(38) i^^ = -e^C^. 



■') a Bakker, Zeitächr. f. phjs. Ckemie 48 (1904), S, 17. 

'■*) Diese Bezeiehiiung gebraucht van der Waals; für denselben Begriff sj 
Ä. Lorenta {Z. f. plijaik, CSiem. 7): kinetiacter Druck. 



y Google 



344 



Zur Pbjsik. 



Nunmehr wird angenommen, daß die Abhängigkeit des p von q und 
der Temperatur auch in der Übergangsschicht durch eben dieselbe van 
der Waaiseohe Formel (35) wie in den homogenen Phasen dargestellt 
wird, was freilieh mehr an die Macht dieser Formel glauben heißt, als es 
in ihrer Ableitung eine Stütze fände. Die dadurch gegebene Kurve für p 
als Funktion des wachsenden Argumenta 1/p (siehe Artikel Kamerlingh 
Onnes, Enzyklopädie V 10) verläuft in dem Intervalle l/p_j bis 1/pg zwi- 
schen den zwei Punkten jp^, l/p^ und pg, 1/p^ ab-, auf- und wieder ab- 
steigend, zuerst unterhalb der Geraden ß = Po bis zu einem gewissen Treff- 
punkte mit ihr, hernach oberhalb derselben, und auf ihrem ersten unterhalb 
p = Pc liegenden Stücke muß es offenbar einen bestimmten Punkt p^^, 1/q^ 
geben, für den das bis dahin auf der Kurve genommene Integral 



-/?-» 



ist (Fig. 22). Für diese SteUe der Kurve ist dann nach (38):AM' = 0. 
Die der Wellenlinie (p^ > p > p^) entsprechenden Kombinationen p, 1/q 

sind für homogene Phasen instabil, in der Übergan^schicht findet van 
der Waals sie nun stabil. Wird (37) auf einem 
Wege aus dem homogenen Inneren der Flüssig- 
keit nach dem homogenen Inneren des Dampfes 
integi'iert, so entsteht 




N-" 



über jene Wellenlinie, genau die Formel, welche 
Clausius und Maxwell zur Bestimmung des 
Druckes p^ des gesättigten Dampfes vermöge 
der Isotherme durch Anwendung des zweiten Hauptsatzes der Wärme- 
theorie auf labile Zustände aufgestellt haben. 

Es mögen nun die Flächen konstanter Dichte speziell als eine Schar 
paralleler Ebenen s ~ konst. angenommen werden. Die Differentialgleichung 
(37) schreibt sich dann 



.'V-4»t!^, 



und liefert integriert 



Für p = pj j P — Pi geht -j— r abnehmend durch NuU hindurch, erlangt 
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also -j- -= (1)(ä) seinen größten Wert t!)^=")/8jr/(;(2Jo —i>i); hierhin werde 
;; = gelegt. An Stelle der früheren Oberflächenspannung tritt jetzt 

l-S -f(T, - I,) dl - ^ j"(«»)=<ij, 

anf der s-Ächse aus der homogenen Flüssigkeit nach dem homogenen 
Dampfe genommen. 

Die Kurve fiü- 't>(/) als Fimktion von z verläuft beiderseits von 5 = 
sehr bald asymptotisch an die s-Achse. Wird sie durch das oberhalb 
der g-Achse liegende Stück einer sie im Seheitel berührenden Parabel 
tt>j — <1) = (l)j ( — j und die links und rechts daran ansetzenden Stücke 
5^ — 5o und Äffl^ « der g- Achse bei gleichem Flächeninhalt über der 
S'-Achse angenähert ersetzt, so folgt 



während zugleich '^^o~ Tc~^ — ungefähr als diejenige Dicke der Über- 
gan gssehicht aufzufassen wäre, innerhalb deren die inhomogenen Ver- 
hältnisse hervortreten. 

In einer jüngsten Arbeit sucht Bakker*) durch seine Theorie die 
Beobachtungen von ßeinold und Rücker**) zu erklären, welche fanden, 
daß Seifenlamellen an den dünnsten Stellen, die durch ein diskontinuier- 
liches Auftreten von schwarzen Flecken gekennzeichnet sind, eine Dicke 
von rund IQ-^cm haben und unmittelbar daneben plötzlich auf eine Dicke 
von rund 5 -10"^ cm ansteigen. 

Bakker berechnet daselbst die Konstante k 

für Wasser Je = 7,53 - 10^^ ^gi y = 325», 
für Äther k = 1,54 ■ 10=^ bei T = 126". 



18. Entropie und Massendicliteii einer Trennnngsfläche. 

Wenn zwei aneinander grenzende Flüssigkeiten A und S sich im 
Gleichgewicht, auch in thermischer und chemischer Hinsieht, befmden und 
sie auch schon in sehr geringer Entfernung von der Trenaungsfläche homogen 
erscheinen, wird doch eine jede in der unmittelbaren Nachbarschaft der 
Grenze durch den Einfluß der anderen verändert sein. Gibbs***) hat 
einen Ansatz entwickelt, um diesen Einflüssen Rechnung zu tragen, ohne 



-■') a. Bakker, Zeitacht. f. phya. Chemie 51 (1905), S. 344. 
''■^j Proc. Eoy. 8oc. 30 (1878), p. 331; Phil. Ti-ane. 17a (1882), p. 4-17; Phil. 
Trane. 174 (1884), p. 645; Abu. Phjs. Chem. 44 (1801), S, 778. 

***) Gibbs, Equilihrium of teterogeneoua sabstances, p. 380. 
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irgendeine Hypothese bezüglich molekularer Anziehungskräfte zu machen. 
Die inhomogene Übergangsschichfc zwischen Ä und S ist erfahrungsgemäß 
¥on äußerst geringer Dicke. Man wähle irgendeinen Punkt in dieser 
Schicht und lege eine Fläche durch ihn und alle anderen Punkte in der 
Schicht, welche hinsichtUch der unmittelbar angrenzenden Materie ent- 
sprechend liegen; diese Fläche heiße Teilungsfläche. Die Wahl der Fläche 
ist noch einigermaßen willkürlich; man wird annehmen können, daß man 
sie beliebig aus einer Sehar sehr nahe gelegener ParaUelflächen, welche 
die ganze Schicht ausfüllen, herausgreifen kann. Die ia A, B und in der 
Übergangs Schicht in Betracht kommenden Stoffrerbindungen mögen sich 
aus den Stoffen a, b, . . . als unabhämgigm Bestandteilen aufbauen lassen. 
Für das ganze aus Ä, B und der Übergangs echi cht bestehende Gebilde 
sei U die gesamte innere Energie, S die gesamte Entropie und seien 
M^, M^, . . . die gesamten Massen von a, b, . . . Wir bezeichnen mit V, 
V" die Volumina von A und B, gerechnet bis zur Teilungsfläche, mit F 
den Flächeninhalt der Teilungafläche. Weiter seien u', s', q^, p^', ... die 
räumlichen Dichten der Energie, Entropie bzw. diejenigen der Bestand- 
teile ß, &, . . . im Räume von A dort, wo A homogen erscheint, und u", 
s", p^", Pj", ... die entsprechenden Dichten für B, wo B homogen erseheint. 
Die Quotienten aus den Differenzen 

[T- F'u- V"u", S - V's'- F"s", J}f„— Fp;— V"q^", . . . 
durch den Flächeninhalt F endheh schreiben wir u, s, a>^, to^, . . .; diese 
Quotienten heißen die Flächendichten der Energie, Entropie imd der Massen- 
hestandteile für die Teilungafläche zwischen A und B. 

Es wird angenommen, daß h' eine Funktion der Argumente s', qJ, 
Pft', . . ., desgleichen u" eine Funktion der Argumente s", g^", q", , . . ist, 
und nunmehr die weitere Annahme eingeführt, daß auch u nur eine Funktion 
der Argumente s, e>^, Wj, - ■ . ist (vgl. hierzu die am Anfange von Nr. 5 
berührte allgemeine Auffassung der räumlichen Energie dichte), und es 
wird daraufhin die Charakterisierung des Gleichgewichtszustandes durch 
das therm dynamische Prinzip geleistet, daß XJ ein Minimum bei kon- 
stanten Werten von S, M^, üfj, . . . ist. Dieser Ansatz, soweit er die 
homogenen Massen betrifft, ist bereits im Artikel Bryan, Enzyklopädie 
V 'A Nr. 26, zur Sprache gekommen. Hier soll es sich nur darum handeln, 
die besonderen Konsequenzen, welche aus der neuen Annahme einer 
tfbergangsschjcht fließen, zu verfolgen. 

Entwickelt man das vollständige Differential 
(39) ÜM = Tds + (ijm^ + ii.da, -)--■■, 

so ist T die Temperatur und ,«„, ,(tj, . . . heißen die Potentiale für die 
Bestandteile der Übergangsschicht. Zum Gleichgewicht ist erforderlich. 
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daß die Temperatur dieselbe wie in den angrenzenden homogenen Massen 
ist, weiter daß für jeden Bestandteil der Schicht, der auch io einer an- 
grenzenden homogenen Masse yorkommt, das Potential das gleiche wie 
dort ist. Kommt ein Bestandteil nur in der Schicht vor, so ist für ihn 
dagegen die Plächendichte in der Schicht von vornherein angewiesen. 
Ans (39) folgt 

d(Fu) = Tä(Is) + 0dF+ iiJ[Fm^) + ii.,d{FiOi) + ■■■, 
indem 

(40) = u — Ts — ,u„üj„ — ftjCOj 

gesetzt wird; ö ist nunmehr als die Oberfiächenspannung in der Teilungs- 
fläche anzusprechen, und es entsteht 

(41) d<}-= — &dT-e3ju.^~o>,dn„ . 

Eine Beziehung, welche u ale Funktion von s, o„, Mj, . ■ ■ oder ff ala 
Funktion von o^,, m^, . . . gibt, wird ala Fundamentalffleich/img für die 
Teilungs fläche bezeichnet. 

Analog hat man in der homogenen Masse Ä: 

(42) d(y'u) = TdirB") -p'dr + ii^d{VQ:) + ii^div^;) + ■■■, 

— p'= u'— Tb' — ji^qJ — «tPt'— ■ ■ -, 

(und zwar mit den nämlichen Werten von T und von u^, ft^, . . ., soweit 
die betreffenden Bestandteile in A wirklich vorkommen), und die ent- 
sprechenden Beziehungen in der homogenen Masse B; dabei bedeuten dann 
p nnd p" den hydrostatischen Drack in A bzw. in B. Für die Gestalt 
der Teilungsfläehe folgt, wie (10) gewonnen wurde; 

(43) y_y"=,(.l- + .^,). 

Von der Schwere ist einstweilen abgesehen. Die Dichten u, s, o>„, Oj,, 
sind im allgemeinen noch abhängig von der Wahl der Teilungsflache m 
der Schicht; im Falle einer ebenen Teilungsfläehe ist jedoch dei Wert 
s von dieser Wahl unabhängig, wie sieh leicht auf GErund von f43) 
ergibt. 

Sind die unabhängigen Bestandteile a,i, . . . derart fixiert, daß nicht 
e^' < sein kann und wird die homogene Phase A nur in bezug auf p^' bei 
konstant gehaltenen T, p', q^', . . . abgeändert, so spricht das Verhalten der 
idealen Gase und verdünnten Lösungen dafür, daß o'-r-^ mit nach Null 

" ' '<" dpa 

abnehmendem p^' einem bestimmten (und aus Stabilitätsröcksichten not- 
wendig) positiven Gfrenzwerte zustrebt, daß mithia für sehr kleine Werte qJ 
das Potential ji^ wesentlicJi durch einen Ausdruck AT^logp^' dai^gestellt 
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werden kann, worin K^ eine positive Funktion von 2*, p', p/, ... bedeutet*). 
Die GeBamtmenge toh a ist 

wenn nun weder M^^ noch p^', q^' negativ sein können, so kann bei kleinen 
Werten der räumliclien Dichten p^', p^" die Flachend iclite a^ beliebig 
große positive, aher nur kleine negative Werte bähen. Die Relation (41) 
zeigt nunmehr auf Grund der eben gemachten Ausführungen, daß eine 
geringe Beimengung eines Stoffes die zwischen zwei Medien bestehende 
Oberflächenspannung sehr stark vermindern, aber nicht sie beträchtlich 
vermehren kann. Ganz frisch gebildete Oberflächen lassen in der ßegel 
eine Änderung der Oberflächenspannung nicht erkennen, insofern die 
Herstellung der statischen, Oberfläehendichte Zeit beansprucht**). 

Bringt man auf eine reine Wasseroberfläche kleine Kampherstückchen, 
so löst sich der Kampher an den BerährungssteÜen mit dem Wasser und 
wird dort die Oberflächenspannung herabgesetzt. Die Kampherpartikelchen 
geraten in lebhafte Bewegung dadurch, daß diese Änderung der Oberflächen- 
spannung an Terschiedenen SteUen in verschiedenem Maße geschieht***). 
Lord Rayleighf) fand, daß die Bewegung des Kamphers erlischt, wenn 
die Wasseroberfläche durch eine Ölschicht, gleichgültig welcher Art, soweit 
veninreinigt wird, bis die Spannung eben auf den Betrag sinkt, den sie 
für Wasser, das mit Kampher gesättigt ist, erlangt, nämlich bis auf 
53 erg/cm^, d. i. 72''/q des Wertes 74 für reines Wasser. Diesen „Kampher- 
punkt" bringt bei Olivenöl eine Schicht von ungefähr 2 x 10"' cm Dicke 
hervor, Lord Bayleighff) hat den Einfluß noch geringerer Verun- 
reinigungen des Wassers auf die Oberflächenspannung gemessen und fand, 
daß der Abfall der Spannung erst bei einer Ölschicht von etwa 1 x 10~' cm 
mehr diskontinuierlich beginnt und nach Überschreitung des Kampher- 
punktes wieder träger wird. 

Der Ansatz (39) gibt Gibbs insbesondere Gelegenheit zu mannig- 
fachen Ausführungen über das Verhalten von Plüssigkeitshauten. 

Dieselben Prinzipien bringt Gibbs auch auf die Trennungsflächen 
einer Flüssigkeit gegen einen festen amorphen oder bristaUini scheu Körper 
in Anwendung. Bei KristaUen würde die Spaimung ß an den begrenzenden 

*) Gibbs, 1. c, p, 194, 
**) A, Duprö, Theorie mdcanique de \& chaleur, Parie 1869, p. 377; Lord Raj- 
leigh, Proe. Eoy. Soc. 47 (I390), p, 281 (So. papers 3, p, 341). 

***) Van der Menabrugglie, M^m. couronniäfi de l'Acad. de Belg. 84 (1869). 
t) Lord Rayleigk, Phil. Mag, 30 (1890) (Sc, papers S, p. 383). 
+t) Lord Eayleigh, Proc. Eoy. Soc, 47 (1890), p, 3G4 (Sc. papers .S, p, 347); 
A. Pockels, mture i3 (1891), p, 437; 48 (1893), p. 153. 
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Flächen noch eine Punktion der Stellung der Flächen im Kristall sein, 
und die Gestalt sehr kleiner, im Gleichgewicht mit der umgehenden Lösung 
stehender Kristalle würde wesentlich durch ilie Bedingung hestimmt sein, 
daß die Summe ^ßF der Oberflächenenergien aller einzelnen Flächen ein 
Minimum in bezug auf das Yörliegende Volumen ist. 

Bei Rücksichtnahme auf die Schwere modifiziert sich infolge des 
Ansatzes (41) die frühere Bedingung (43) für die Gestalt der Trennungs- 
fläche zu den Gleichungen: 

/-p"^6(2.4.^)+^„cos(«^), f-;=5«, 

wobei n die nach B hin gerichtete Normale, -p- + ^ "^iß mittlere Krüm- 
mung nach B hin und ra — co^ + Wj + ■ ■ ■ die totale Massendichtigkeifc an 
der S'ariablen Stelle der Teilungsfläche bedeutet. 

Die thermischen Beziehungen, zu denen der Ansatz (41) hinführt, 
waren bereits zuvor Ton W. Thomson*) durch Betrachtung geeigneter 
Kreisprozesse gewonnen worden. Um ein Beispiel zu geben, befinde sich 
eine ebene flüssige Lamelle A in gesättigtem Dampfe B. Die Teilungs- 
fläche sei auf jeder Seite der Lamelle derart gelegt, daß die Oberflächen- 
dichte des einzigen vorhandenen Bestandteiles a Null wird, dann folgt 
aus (41): da = -— sdT. Wird die Lamelle auseinander gezogen und leitet 
man den Vorgang isothermisch und ohne Kondensation, also bei fest- 
bleibendem GeeamtFolumen, so ist für die Einheit entstandener Fläche die 
zuzuführende Wärmemenge 

^ -^^ -^ dT dlogT 

Leitet man dagegen den Vorgang adiabatisch und bei konstantem äußeren 
Druck j>, 80 gehört zu p als Druck des gesättigten Dampfes eine fest- 
bleibende Verdampfungstemperatur T, und um diese aufrecht zu erhalten, 
muß sich für die Einheit entstandener Fläche eine Menge d^ Dampf konden- 
sieren, deren Betrag sich durch die Bedingung der Wärmezufuhr Null; 

s _ö^(s"-s') = 
ergibt. Dem entspricht eine Volumznnahme ^J^J der Flüssigkeit und 
eine Volumabnahme äJ^J' des Dampfes und ist danach zur Erhaltung des 
Druckes von außen her für die Einheit entstandener Oberfläche die Arbeit 



*) W. Thomson, Proc, Eoj. Soc. 9 (1858), p. 355 oder Phil. Mag. (4) 17 (1859), 
p. 61; van der Meiisbruggho, Bull, de l'Aead. de Bmxellea 51 (1876), p. 769, 62 
(187G), p. 31; P. Duhem, Ann. de !'&, Sorm. -sup, (S) 3 (1885), p. 207, 
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ZU leisten. Der iiier in eckige Klainment gesetzte Ausdruck folgt aus der 
Abhängigkeit zwiechen Temperatur und Druck des gesättigten Dampfes 
als der Differentialquotient dTjdp (vgl. Artikel Bryan, Enzyklopädie V 3, 
Gl. (138)) und es entsteht demnach 

dT _ _ dl 
d logj^ 

Das Produkt aus 6 in die -j— te Pot-enz des Molekularvolumens M^ 
der Flüssigkeit (d. i. des Volumens einer Menge M Grammen, wenn M 
das Molekulargewicht bezeichnet), nennt Ostwald molekidare OberßäcJwn- 
energie der Flüssigkeit. Der Differentialquotient — ä(M^0)/dT, (man 
könnte ihn molekulare Oberflächenmtropie nennen), liegt für eine große 
Reihe von Flüssigkeiten nahe am Werte 2,1 erg/em^ grad*). Dieses merk- 
würdige, von EStvÖs**) und von Eamsay unä Shields***) experimentell 
festgestellte Greeetz (siehe darüber den Artikel Kamerlingh Onnes, Enzy- 
klopädie V 10) bietet eine Methode dar, das Molekulargewicht von Flüssig- 
keiten auf Grund von KapiJJarkonatanten zu ermitteln. 

Zu denjenigen Kapillaritätserscheinungen, deren Theorie sich auf den 
Gibbsscben Ansatz (41) basieren laßt, gehört endlich die Abhängigkeit 
der Oberflächenspannung einer flüssigen Metaüelektrode gegen einen Elek- 
trolyten von der elektromotorischen Kraft ihrer Polarisation f). 
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*') Eotvii Ann. Phys. Chem. 37 (J886), S. 452- 

"*) Eamsay und Shields, Zeitachr. f. physik. Chem. 12 (1893), S. 433. 
+) Für die Theorien in diesem esperimentell reich durehforachten Kapitel der 
Blektrokapillarität vgl. F. Krüger, Gott. Nachr. 1904, S. 33; Jahrbuch d, Radio- 
aktivität und Elektronik 2 (1904). 
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Die Gmiidgleicliungeii fär die elektromagnetisclien 
Vorgänge in bewegten Körpern. 

(Nachrichten der K. GesDÜBchaft der "Wiasenschafteu zu GüttingeH. 

Mattematiacli-plijBi kaiische Klasse. 1908. S. 63 — 111.) 

(Vorgelegt in der Sitzung vom 21. Dezember 1907.) 

Einleitung. 

Über liie Grundgleichungen der Elektrodynamik für bewegte Körper 
herrschen zur Zeit noch Meinunga Verschiedenheiten. Die Ansätze von 
Hertz*) (1890) mußten verlassen werden, weil sich herausgestellt hat, daß 
sie mit veiscbiedenen expeiimentellen Eigebnissen in Widerspruch geraten. 

1895 publizierte H A Loieutz*-^; seine Theorie der optischen und 
elektrischen Erscheinungen in bewegten Koiperu, die, auf atomisti acher 
Vorstellung \uii der Eiektii7itat fußend, duich ihre großen Erfolge die 
kühnen Hypothesen, von denen sie getragen und durchsetzt wird, zu 
rechtfertigen scheint Die Loientz&che Theoiie***) geht aus von gewissen 
ursprünglichen Grleichunaen, die an jedem Punkte des „Äthers" gelten 
sollen, und gelangt daiaus durch Mittelweitsbildungen über „physikaliaeh 
unendlich khine" Beieiche, die schon zahlieiche „Elektronen" enthalten, 
zu den (rleichungen für die Voigange m ponderablen Körpern. 

Inabesondeie jiibt sich die Lorentasche Theorie Rechenschaft von der 
Nichtexistena emei Kelativbew egung dei Erde gegen den Jjichtäther; sie 
bringt diese Tatsache in Zusammenhang mit einer Kovarianz jener ur- 
sprünglichen Gleichungen bei gewissen gleichzeitigen Transformationen der 
Raum- nnd Zeitparameter, die von H. Poincaref) den Namon Lormits- 
Transformationen erhalten haben. Für jene ursprünglichen Grleichungen 
ist die Kovarianz bei den Lorentz- Transformationen eine rein mathe- 
matische Tatsache, die ich das Theorem der Relativität nennen wiU; dieses 
Theorem beruht wesentlich auf der Gestalt der Differentialgleichung für 
die Portpflanzung von Wellen mit Lichtgeschwindigkeit. 

*) Über dieGrundglen-liuiigen der Elelitiudjnimik furl ewegte Körper. Wiedemanns 
Annalen, Bd. 41, S 369 1890 (mch in Gesammelte Werke Ld I, S. 256, Leipzig 1393). 
'*) Versuch einer Theone dei elektnechen and opti3i.,hen Erscheinungen in. be- 
wegten Körpern, Leiden 1895 

***) Vgl. Bni'.yklnp'idie der mathematischen 'W iss nscha,ften, V S, Art. 14. Weiter- 
bildung der Maswellschen Theoiie ElektTDitintheoiii^ 

t) Bendioonti lel Ciuoi Matematico li Pilera n T XXI (1906), p. 12B. 
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Nun kann man, ohne noek zu bestimmten Hypothesen über den Zu- 
sammenhang von Elektrizität und Materie sich zu bekennen, erwarten, 
jenes mathematisch evidente Theorem werde seine Konsequenzen so weit 
erstrecken, daß dadurch auch die noch nicht erkannten Gesetze in bezug. 
auf ponderable Körper irgendwie eiae Kovarianz bei den Lorentz-Trans- 
formationen übernehmen werden. Man äußert damit mehr eine Zuversicht, 
als bereits eine fertige Einsicht, und diese Zuversicht will ich das Postu- 
lat der JRelativität nennen. Die Sachlage ist erst ungefähr eine solche, 
als wenn man die Erhaltung der Energie postuhert in Fällen, wo die 
auftretenden Formen der Energie noch nicht erkannt sind, 

Gfelangt man hernach dazu, die erwai-tete Kovarianz als einen be- 
stimmten Zusammenhang zwischen lauter beobachtbaren Größen bei be- 
wegten Körpern zu behaupten, so mag alsdann dieser bestimmte Zusammen- 
hang das Prinzip der Relativität heißen. 

Diese Unterscheidungen scheinen mir nützlich, um den gegen- 
wärtigen Stand der Elektrodynamik bewegter Körper charakterisieren zu 
können. 

H. A. Lorentz hat das Relativitätstheorem gefunden und das ßela- 
tivitätspostulat geschaffen, als eine Hypothese, daß Elektronen und Materie 
infolge von Bewegung Kontraktionen nach einem gewissen Gesetze er- 
fahren, 

A. Einstein*) hat es bisher am schärfsten zum Ausdruck gebracht, 
daß dieses Postulat nicht eine künstliche Hypothese ist, sondern vielmehr 
eine durch die Erscheinungen sich aufzwingende neuartige Auffassung des 
Zeitbegriffs. 

Das Prinzip der Relativität jedoch in dem von mir gekennzeichneten 
Sinne ist für die Elektrodynamik bewegter Körper bisher noch gar nicht 
formuliert worden. In der gegemvärtigen Ahhamähmg erhalte ich, indem 
ich dieses Prinsip formuliere, die Qnmdgleichimgm fä/r bewegte Körper in 
eiwer durch dieses Prine^ vöUig eindeutig iesUmmien Fassung. Dabei wird 
sidt, zeigen, daß keine der bisher fii/r diese Gleickimgen angenommenen 
Formen sich diesem Principe genmt fügt. 

Man soUte vor allem erwarten, daß die von Lorentz angenommenen 
Grundgleichungen für bewegte Körper dem Relativität spostulate ent- 
sprächen. Es zeigt sich indes, daß dieses nicht der Fall ist für die all- 
gemeinen Gleichungen, die Lorentz für beliebige, auch magnetisierte 
Körper hat, daß es aber allerdings approximativ (unter Vernachlässigung 
der Quadrate der Geschwindigkeiten der Materie gegen das Quadrat der 
Lichtgeschwindigkeit) der Fall ist für diejenigen Gleichungen, die Lorentz 

*) Annalea der Physik, Bd. 17, S. 891, 1905. 

Minkowski, Geäammelle AtbandluDBea. 11. "23 
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hemach für niehtmagEetisierte Körper erschließt; es kommt aber diese 
apätere Anpassung an das ßelativitatspostulafc wieder nur dadurch zu- 
stande, daß die Bedingung des Niehtmagnetisiertseias ihrerseits in einer 
dem Relativitätspostulate nicht entsprechenden Weise angesetzt wird, also 
durch eine zufällige Kompensation zweier Widersprüche gegen das Rela- 
tiTitätspostulafc. Indessen bedeutet diese Feststellung keinerlei Einwand 
gegen die molekular theoretischen Hypothesen von Loreutz, sondern es 
wird nur klar, daß die Annahme der Kontraktion der Elekia-onen bei Be- 
wegung in der Lorentzschen Theorie schon an einer früheren Stelle, als 
dieses durch Lorentz geschieht, eingeführt werden müßte. 

In einem Anhange gehe ich noch auf die Stellung der klassischen 
Mechanik zum Relativitätspostulate ein. Eine leicht vorzuuehmende An- 
passung der Mechanik an das Relativitätspostulat würde für die beobacht- 
baren Erscheinungen kaum merkliche Differenzen ergehen, würde aber zu 
einem sehr überraschenden Erfolge führen: Mit der Voramtelkmg des 
Hdatioitäispostulates sdiafft ma/n sich genau das hütreicketide Mittel, wti 
hernach die vollslmdigm Gesetze der Mechanik aUein aus dem Saine von 
der Erhaltung der Energie (und Aussagen über die Formen der Energie) 



§ 1- 
Sezeicbniingen. 

Ein Bezugsystem x, y, s, t rechtwinkliger Koordinaten im Räume und 
der Zeit sei gegeben. Die Zeiteinheit soll in solcher Beziehung zur 
Längeneinheit gewählt sein, daß die Lichtgeschwindigkeit im leeren 
Räume 1 ist. 

Obwohl ich an sich vorziehen würde, die von Lorentz gebrauchten 
Igen nicht zu ändern, scheint es mir doch wichtig, gewisse Zu- 
eiten durch eine andere Wahl der Zeichen von vornherein 
hervortreten zu lassen. Ich werde den Vektor 

der eUMrisehen Kraft ®, der magnetischen Erregung W, der elektrischen 

Erregung e, der magnetischen Kraft m 
nennen, so daß also ®, 501, e, nt an die Stelle von ®, SB, ®, § hei Lorentz 
treten sollen. 

Ich werde mich femer des Gebrauchs komplexer örÖßen in einer 
Weise, wie dies bisher in physikalischen Untersuchungen noch nicht üb- 
hch war, bedienen, namentlich statt mit t mit der "Verbindung it ope- 
rieren, wobei i die imaginäre Einheit ]/ — 1 bedeute. Andererseits werden 
ganz wesentliche Umstände in Evidenz treten, indem ich eine Schreibweise 
mit Indizes benutzen werde, nämlich oft an Stelle von 
X, y, 0; it Xi, x^, .-Cj, x^ 
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setzen und hierauf einen allgemeinen Gebraucli der Indizes 1, '2, B, 4 
gründen werde. Dabei wird e*? sich, wie ich ausdrücklicli hervorhebe, 
stets nur um eine vbersichtlichere Zusammenfassung rein reeUer Seziehungen 
handeln, und der Übergang zu reellen Gleichuagen wird sich fiberall so- 
fort vollziehen lassen, indem yon den Zeichen mit Indizes solche mit 
einem Index 4 stets rem imaginäre Werte, solche mit lieinem Index 4 oder 
mit zwei Indizes 4 stets reale Werte bedeuten werden. 

Ein einzelnes Wertsystem x, y, 3, t bzw. X-^, x^, x^, a;^ soll ein Saiini- 
Zeitptmki heißen. 

Femer bezeichne tD den Vektor Geschwindigkeit der Materie, e die 
IHelektrisitätskonstanie, jt die magnetische Permeabilität, ß die Leitfähigkeit 
der Materie, sämtlich als Funktionen von x, y, s, t (oder j:^. x^, x^, x^ 
gedacht, weiter p die eleldrische Baumdichte, § einen Vektor „elektrischer 
Strom", zu dessen Definition wir erst in der Folge (in § 7 und Sj kommen 



Teil. 
Betrachtung des Grenzfalles Äther. 

§2. 
Die Grundgleichuagen für den Äther. 

Die Lorentzsche Theorie führt die Gesetze der Elektrodynamik der 
ponderablen Körper durch atomistische Vorstellungen von der Elektrizität 
zurück auf einfachere Gesetze; an diese einfacheren Gesetze knüpfen wir 
hier ebenfaUs an, indem wir fordern, daß sie den Grenzfall e = 1, ;t = 1, 
6 =— der Gesetze für ponderable Körper bilden soüen. In diesem idealen 
GrenzfaRe e^I, ^=1, e^O soU ® = e, !DJ = in sein und sollen an 
jedem Raum-Zeitpunkte x, y, s, t die Gleichungen bestehen: 



(I) 








cnrl- 


"-si- 


= plD 


(11) 










div e = 


-P. 


(HI) 








cnri 


= + ^T = 


-0, 


(IV) 










div m - 


-0. 




Ich wiU 


nun 


sclireiben 


X„: 


t„ !C„ «. 


für : 


flu- 















g, it (i = y— 1), weiter 
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d. s. die Komponenten des Konvektionsstronies ptD und die mit i mul- 
tiplizierte Raum dichte der Elektrizität, ferner 

f.B> f=l; flS. A., fu, /■«* 
für 

"•iJ ^pl l"jj -^'^^x! ^*fyl — *£;. 

d. s. die Komponenten von in bzw. — ie nach den Achsen, endlich noch 
allgemein hei zwei der Reihe 1, 2, 3, 4 entnommenen Indizes h, h 

f„.--f,„ 

also 

f„--f,„fi,--f,„f,,--fi„ 



Alsdann schreihen aich die drei in (I) zusammengefaßten Gleichungen 
und die mit i mnltiplizierte Gleichung (II): 

9x. ^ dih 8^4 *^^' 

Andererseits verwandeln eich die drei in (III) zusammengefaßten 
Gleichungen, mit ~i multipliziert, und die Gleichung (J^), mit —1 



multipliz 


iert, m 


8^ + 80=. + 8x. 


-0, 


(B) 




ix, "•" 8»; + 8x, 


-0. 
-0, 






Sfc , 8A. , 8fi. 
8a^ ^ 8o=i ■*■ 8:k, 


_n. 



Mau bemerkt bei dieser Schreibweise sofort die vollkommene Sym- 
metrie des ersten wie des zweiten dieser Gleichunga Systeme in 'besug auf 
die Permutationen der Indizes 1, 2, 3, 4. 

§3. 
D^ Theorem der Relatmtät von Loreatz. 

Die Schreibweise der Gleichungen (I) — (IV) in der Symbolik des 
Vektorkalkiils dient bekanntermaßen dazu, eine Invarianz (oder besser 
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Kovarianz) des Gleidningssystems (Ä) wie des Gleichungs Systems (E) bei 
einer Dreliung des Koordinatensystems um den Nullpunkt iü Evidenz zu 
setzen. Nehmen wir z. B. eine Drehung um die s-Ächse um einen festen 
Winkel (p vor unter Festhaltung der Vektoren e, m, tt) im Baume, führen 
also anstatt ic^, x^, Xg, x^^ neue "Variablen x^', x^', x^, xl ein durch 

X-l= x^ cos g:) -f- a^ä sin gc, x^'= — x^ sin tp -\- x^ cos 95, x^'^ x^, x^= x^, 
dazu neue Größen q^', q^', q^, q^' durch 

p/" Pi cos <p + P2 siö y, 9/= — Pi sin t<. + pj, coe qj, 03'= pj, p/== p^, 
neue Größen f^^, . . .,f^^ durch 

fn "" /s3 ''"^ 9* + fix ^™ 'P; fii ~ ~ /ss ^^^ ^ + /31 <^°^ fl'i A'a ~ /lai 
/"h = /ii '^^^ f + /äi sin 9, fü = - /"u sm y + /s, cos y, /■j'^ = ^„ 

/j* fü. (/i,7i;=l,2,3,4), 

so wird notwendig d,u& (Aj daa genau entsprechende System (A'), aus 
(E) das genau entspiecheiide Svstem (ß 1 zwischen den neuen, mit Strichen 
versehenen Großen folgen 

Nun laßt stell auf Grunil äey Symmetrie des Systems (A) wie des 
Syste^ns ("Bj in den hidieei 1, S, 3, J sofort ohne jede Bedinwng das von 
Lorents ypfunäene Theurem d/r Belatuitat entnehmen. 

Ich will unter iij. eine lem imaginäre Größe verstehen und die Sub- 
stitution 

(1) x^'=x^, x^'=x^, x^=Xg<iosii!-^x^smiil>, a!/= — «5 aini^ + ^^cosi^t' 
betrachten. Mittels 

(2) - i tg i^ = '^~^_y =3, li' = Y log nat -J-^-^ 
wird 



sm IIb = - 



wobei — 1 < 5 < 1 ausfällt und l/l — g* mit dem positiven Vorzeichen 

zu nehmen ist. Sehreiben wir noch 

(3) x^=^x', x^'^y'j x^=s', xl=^it', 

so nimmt daher die Substitution (1) die Gestalt 

... . , , ^ — a< 4/ — 9S + * 
(41 X = X, y^y, s = , * •-- , 

yi — 5* yi— 9' 

mit lauter reell&ii KoeffMenten an. 

Ersetzen wir nun in den oben bei der Drehung um die ^!-Achse ge- 
uannten Gleichungen überall 1, 2, 3, 4 durch 3, 4, 1, 2, und gleichzeitig <p 
duich i%-, -50 erkennen wir daß wenn gleichzeitig mit dieser Substitution 
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(1) neue Größen pj', q^', pj', ß^' durch 

Pi'"=Pn Pb'=Ps' P3'=.p3 cos (^ -i- 4)4 sin iifi, 41/= — pj sinii/i + p^ cosii^, 
neue Größen f^^, . . ., /j'^ durcli 

f'ii = /41 *'*^^ *'^' + /la ™^ '^i /i's ^ ~ /41 ^^^ *^ + /is *'*'^ ^'''j /s'a ^ /sif 
fi^ — fiiCOäii>-^f^s\aiii>, /;; = — /■ggSinii/'+^gCosi^, fl_^ = fii, 

fli^'^-fl,. {/*, yfe - 1, 2, 3, 4) 

eingeführt werden, alsdann ebenfalls das System (A) in das genau ent- 
sprechende System (A'), das System (B) in das genan entsprechende 
System (B') zwischen den neuen, mit Strichen versehenen Größen über- 
gehen wird. 

Alle diese Gleichungen lassen sich sofort in rein reelle Gestalt um- 
sehreiben und man kann das letzte Ergebnis so formulieren: 

Wird die reelle Transformation (4) vorgenommen und vrerden her- 
nach x', y', /j t' als ein Bezugsystem für Raum und Zeit angesprochen, 
werden zugleich 




p'wl' = e i ":.__5- Y p'iu'j:' =?«)„, p'lDj' = ptoj,, 






i' = lUj 



eingeführt*), so kommen hernach für die Vektoren in', e', Itt' mit den 
Komponenten \o'^, \o'y', Xo'i'\ t'x-, t'y', ej-; Wr-, tnj', nis' in dem neuen Kooi-- 
dinatenaystem x, y, d und dazu die Größe p' genau die zu (I) — (IV) 
analogen Gleichungen (!') — (IV) zustande, und awar geht für sich das 
System (I), (II) in (!'), (IF), das System (UI), (IV) in (UI'), (IV) Über. 

Wir bemerken, daß hier e^ — jm^,, e^, -|- gm^, e, die Komponenten des 
Vektors e + [Bttt] sind, wenn B einen Vektor in Richtung der positiven 
s-Achse vom Betrage |ö| = 3 und [öltt] das vektorielle Produkt der Vek- 
toren t und m bedeutet. Analog sind dann ]n^ + 3Cj,i '^y~1^xi ™i die 
Komponenten des Vektors m — [De]. 

Die Gleichungen (6) und (7), wie sie paarweise müer einander stehen, 
können durch eine andere Verwendung imaginärer Größen in 



*) Die Gleichungen (5) ateiiea hier in anderer Folge, die Gleichungen (6) und 
(7) aber in der nämlichen Folge wie die zuvor genannten Gleichungen, die auf sie 
hinaaBkommen. 
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^^ + *ini' = (Cj. -\- im,) cos ii/j + (Cj, + inTj,) sin iiii, 
t^- + im^' = — (e^ + im.:,) sin i»^ + (e^, + mj,) cos iip, 
t\- + im;- = e, + Jm, 

zusammengefaßt werden, und wir merken noch an, daß, wenn y irgend- 
einen reellen Winkel bedeutet, aus diesen letzten Bezieliungen ferner die 
Kombinationen 

(8) {t'e + -iiniO cos (p + {ty' + ixz'y^ sin tf 

= (e^ + mj cos (95 -[- i^) + (e^ -|- im^) sin (y + »», 

(9) — (ei' + imi') sin 95 + (e^^ + *m^') cos (p 

= — (e^ + imj sin (91 + i-^ + (e^, -|- illlj,) cos (qs + i'^) 
hervorgehen. 

§4. 
Spezielle Lorentz- Transformationen. 

Die Rolle, welche die «-ßiehtung in der Transformation (4) spielt, 
kann leicht auf eine beliebige Richtung übertragen werden, indem sowohl 
das Aehsensystem der x, y, z wie das der x, y\ /, jedes einer und der 
nämlichen Drehung in bezog auf sich unterworfen wird. Wir kommen 
damit zu einem allgemeineren Satze. 

Es sei ö mit den Komponenten ö^, B^,, B, ein gegebener Vektor mit 
einem solchen von NuU verschiedenen Betrage |ö| = 3, (7er Ueiner als 1 
ist, von irgendeiner Richtung. Wir verstehen allgemein unter ü eine 
beliebige auf senkrechte Richtung und bezeichnen ferner die Kompo- 
nente eines Vektors r nach der Richtung ö oder einer Richtung ö mit 
r^ bzw. tff. 

Anstatt X, y, s, t sollen nun neue Größen x', y', s', t' in folgender 
Weise eingeführt werden. Wird kurz t für den Vektor mit den Kompo- 
nenten X, y, s im ersten, ferner t' für den Vektor mit den Komponenten 
x\ y', s' im zweiten Bezugsystem geschrieben, so soll sein für die B,ich- 
tv/ng von B: 

für jede mtf B senkrechte Riclitung b: 

(11) 4 -16 
und ferner: 

(12) f = 7=4- ■ 
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Die Bezeichnungen r^ und t^ hier sind in dem Sinne zu verstehen, 
daß der Richtung und jeder zu seniirechteu Richtung ö in x, y, s 
immer die Richtung mit den nämlichen Richtungskosinus in x ^ y , s' zu- 
geordnet wird. 

Eine Transformation, wie sie durch (10), (11), (12) mit der Bedin- 
gung < g < 1 dargestellt wird, will ich eine spezieUe Loreiiie -Trans- 
formation nennen, und soll ö der Vektor, die Richtung von D die Achse, 
der Betrag TOn u das Moment dieser spezieUen Ijorentz -Transformation 
heißen. 

Werden weiter p' und die Vektoren 1o', e', m' in x' , y', z dadurch 
definiert, daß 



(13) 



(14) g'tD;^—^—, e'tD; = pni„-, 

ferner*) 

(15) ^^^^'^^ VT^ ' 

IC 4- 'm\ =- (e -1- im — z[ö, e + im])n 

ist bv folijt der Satij, daß das Gleic}iimgssy><tem (Ii, (II) und (III), (IV) 
\ das genau entsprechende System zwischen den mit Strichen ver- 
, Großen uhetgekf 
Die Autlosung der Gleichungen (10), (11), (12) führt auf: 

11-'/ 11-« 

Wir schließen nun eine in der Folge sehr wichtige Bemerkung über 
die Beziehung der Vektoren H) und lu' an. Es möge wieder die schon 
mehrfach gebrauchte Bezeichnung mit den Indizes 1, 2, 3, 4 herangezogen 
werden, so daß wir x^, x^, x^', «/ füi x', j/", /, W und p^', p^', p,', p^' 
für p'to^', p'W^', p'töy, iQ setzen. Wie eine Drehung um die s-Aehse, so 
ist offenbar auch die Transformation (4) und allgemeiner die Transfor- 
mation (10), (11), (12) eine solche lineare Transformation von der Deter- 
minante + 1, ivodwch 
(17) iEi^ + V + «3°+ ^i> ^- i- x^ -{-y^ i- 8^ ~ f 

x;' + x^' + x.;^ 4- «;^ d. i x^ + /^ ^ /^ - 1'"- 

übergeJtt. 

*) Die runden Klammern sollen nur die Ausdrücke znsammenfaBsea, welche der 
Indes betrifft, und [ö,f-[-Jil!] hoII daa vektorielle Produkt von und e-{-ira be- 
deuten. 
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Es wird daher auf Grund der Ausdrücke (13), (14) auch 

- (pi' + q/ + 0s' + 9i) = ?'(!- »x' - ra/ - »/) = &\i - lü') 
in (»'^(1 — to'^) übergehen, oder mit andern Worten 

(18) ß]/l-n)S 

wobei die Quadratwurzel poaitiT genommen sei, eine Invariante bei Lo- 
rentz -Transformationen sein. 

Indem wir pj, pj, Pj, p^ durch diese Größe dividieren, entstehen die 
4 Werte 

Kwi seilen welchen die Beziekung 

(19) u>,^ + w/ + tv,^ + m;/ = - 1 

besteht. Offenbar sitid dieae 4 Werte eindeutig durch den Vektor JD 
bestimmt, und iimgekehrt fo^t aus irgend 4 Werten w^, tv^, w^, w^, 
wobei w^, Wg, Wg reeU, ~ iw^ reell und positiv ist nnd die Bedingung (19) 
statthat, rückwärts gemäß diesen Gleichungen eindeutig ein Vektor W 
von einem Betrage < 1. 

Die Bedeutung von w^, tv^, w^, w^ hier ist, daß sie die Verhältnisse 
von dXi, dx^, dx^, dx^ zu 

(20) y— {dx^^ -i- dx^: + dx}~-\^~dxj) = dt Vi — tD^ 

für die im Raum-Zeifcp unkte x^, x^, x^, x^ befindliche Materie beim Über- 
gang zu zeitlich benachbarten Zuständen derselben Stelle der Materie 
sind. Nun übertragen sich die Gleichungen (10), (11), (12) sofort auf 
die zusammengehörigen Differentiale dx, dt), dz, dt und dx', dy, dz', dt' 
und insbesondere wird daher für sie 

— {dx^ + dx^ -{■ dx.^ 4- dx^) = — (ßx^"^ + rfai^'^ + dx^^ -{■ dx^^) 
sein. Nach Ausführung der Lorenta -Transformation ist im neuen Bezug- 
system als Gfe seh windigkeit der Materie im nämlichen Raum-Zeitpunkte 

x', v', /, t' der Vektor to' mit den Verhältnissen -~ , -j^ , tT' "■!» Kom- 
' ■" ' dt ' dt ' dt 

ponenten auszulegen. 

Nunmehr ist ersichtlich, daß das Wertsystem 

aJj = iv^, x^ = w^, Xg =- ^yg, x^^ — iv^ 

vermöge der Lorentz -Transformation (10), (11), (12) eben in dasjenige 
neue Wertsvstem 
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übergeht, das für die Geschwindigkeit xo' nach der Transformation geaau 
die Bedeutung hat wie das eretere Wertsystem für die Geschwindigkeit 
vor der Transformation. 

Ist insbesondere der Vektor ö der speziellen Lorentz -Transformation 
gleich dem Geschwindigkeitsvektor ra der Materie im Banm-Zeitpunkte 
x^, x^, x„ x^, so folgt aus (10), (11), (12): 

w-l — 0, w^ — 0, w^ — 0, w^' = i. 
Unter diesen Umständen erhält also der betreffende Raum -Zeitpunkt nach 
der Transformation die Geschwindigkeit lu' = 0, er wird, wie wir uns aus- 
drücken können, auf Buhe iransformiert. Wir können, danach die In- 
variante ^1^1 — tti* passend als Buh-Dichie der Elektrizität bezeichnen. 

§5- 
Raum-Keit-Yettoren I*'"' und II*" Art. 

Indem wir das Hauptergebnis bezüglich der spezieRen Loren tz -Trans- 
formationen mit der Tatsache zusammennehmen, daß das System (Ä) wie 
das System (B) jedenfalls bei einer Drehung des räumlichen Bezugsystems 
um den Nullpunkt kovariant ist, erhalten wir das allgemeine Tlieorem der 
Melativität. Um es leicht verständlich zu formulieren, dürfte es zweck- 
mäßig sein, zuvor eine ßeihe von abkürzenden Ausdrücken festzulegen, 
während ich andererseits daran festhalten will, komplexe Größen zu ver- 



wenden, um bestimmte Symmetrien 



) lineare homogene Transformation 



(21) 



X^ = «ll^^l' + «1 

^5 = «ai^;/ + «sä%' 



.0 Evidenz zu f 






von der Determinante -|- 1 , in welcher alle Koeffizienten ohne einen In- 
dex 4 reell, dagegen k^^, a^j, «3^ sowie a^^, a^^, k^ rein imaginär (ov. 
K'ull), endlich k^^ wieder reeU. und spezieR > ist und durch welche 

übergeht, will ich al^emein eine Lorentz -Transformation neimen. 
Wird 

x^' = x', Xg' == y , x^ = z , x^ = it 

gesetzt, so entsteht daraus sofort eine homogene lineare Transformation 
von X, y, 3, t in x', y, 2', i mit lauter reellen Koeffizienten, wobei das 
Aggregat 

— 3? ~ y^ — s^ -^ ^ in — x"^ — y'^ — s'^ -|- t'^ 
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Übergeht und eiuöm jeden solchen Wertesystem x, y, 2, t mit positivem t, 
■wofür dieses Aggregat > ausfällt, stets auch ein positives t' entspricht; 
letzteres ist aus der Kontinuität des Aggregats in x, y, z, t leicht er- 
sichtlich. 

Die letzte Vertikalreihe des Koeffizienten Systems von (21) hat die 
Bedingung 

(22) < + a^, + < + < = 1 

zu erfüllen. 

Sind K^i = 0, ei2i = 0, «j^ = 0, so ist a^^l und die Lorenta-Trajis- 
formation reduziert sich auf eine hloße Drehung des räumlichen Koordi- 
natensystems um den Nullpunkt, 

Sind a^^, a^^, a^^ nicht sämtlich Null und setzt man 
«14 : «24 : «34 : «^ =- 0^ : Dj^ : ö. : i, 
so folgt aus (22) der Betrag 



Andererseits kanu man zu jedem Wertesystem a^^, «j^, a^^, a^^, das in 
dieser Weise mit reellen Bj., \i,j, D^ die Bedingung (22) erfüllt, die spesieUe 
.Lorentz-Transforraation (16) mit k^^, a^^, ag^, a^ als letzter Vertikalreihe 
konstruieren und jede Lorentz -Transformation mit der nämlichen letzten 
Vertikalreihe der Koeffizienten kann alsdann zusammengesetzt werden aus 
dieser speziellen Lorentz-Traneformation und einet sieh daran anschließen- 
den Drehung det> raumliihen Koordinatensystems um den Nullpunkt. 

Die Grpsamtheit aller Lorentz-Transformationen bildet eine Gruppe. 

Unter emem Haum-Zpit Vektor I. Art soll Terstanden werden ein be- 
liebiges Sv^tem von viei Qioßen p^, p^, pg, p^ mit der Vorschrift, bei 
jeder Loientz Transformation (21) es durch dasjenige System p^', p^', pg', p/ 
zu ersetzen, das aus (21) für die Werte X-^, %', x^', xl hervorgeht, wenn 
för x^, a^, «3, x^ die Werte p^, p^, p^, p^ genommen werden. 

Verwenden wir neben dem variablen ßaum-Zeit-Vektor I. Art 
^1 ^ai ^8' ^4 einen zweiten solchen variablen Raum-Zeit -Vektor I. Art 
Wi, «a, «3, «4 und fassen die bilineare Verbindung 
.gg, /afl(a^a«3 ~ «sM^) + /■bi(^sWi - X^M^) + U,{^yU^ - *s%) 

mit sechs Koeffizienten U^,-..,fu: auf. Wir bemerken, daß diese einer- 
seits sich in vekfcorieller Sehreibweise aus den vier Vektoren 
x^, x^, a^s; «1, «a, %; f^^, /"si, f^^i fu, fu, fii 
und den Konstanten x^ und u^ aufbauen läßt, andererseits aymmetriach 
in den Indizes 1, 2, 3, 4 ist. Indem wir a:^, x^, x^, x^ und m^, Mj, u^, u^ 
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gleichzeitig gemäß der Lorentz -Transformation (21) substituieren, geht 
(23) in eine Verbindung 

+ fiii^i'^h' ~ ^4'%') + fL(j^2'K - «iX') + fLi^'^i — ^iK) 

mit gewissen alleia von den seeha Größen f^^, . . .,f^^ und den sechzehn 
Koeffizienten Kj^, «12, -",«44 abhängenden sechs Koeffizienten /"33,...,/3'4 Über. 

Einen Baum- Zeit -Veläor II. AH definieren wir als ein System Ton 
sechs Großen f^^, f^nfi^, fn, f^i, fsi ™it ^^^ Vorschrift, es hei jeder Lorentz- 
Transformation durch dasjenige neue System f^'^, f^^, f^^, fl^, f^^, f^^ zu er- 
setzen, das dem eben erörterten Zusammenhange der Form (23) mit der 
Form (24) entspricht. 

Das allgemeine Theorem der Relativität betreffend die Gleichungen 
(I) — (IV), die „Grund gleichlingen für den Äther", spreche ich nunmehr 



Werden x, y, s, it (.RaumkoordiDaten und Zeit x i) m. 
Lorenf 3 - Transformation unterworfen tmd gleichzeitig pt»^, (ilB^, ptu,, *? 
(KoBTektionsstrom and Ladungsdiehte xi) als Eaum- Zeit-Vektor I. Art, 
ferner m^, m , m^, — it^, —iiy, — »e, (magnetische Kraft und elektrische 
Erregung x — i) als Baum- Zeä- Vektor II. Art transformiert, so geht das 
System der Gleidkmigen (I), (11) und das System der Gleiclmngen (III), (IV) 
je in das System der entsprechend lauiendeit Beziehungen zwischen den'eni- 
sprechenden neu eingeführten Größen üher. 

Kurzer mag diese Tatsache auch mit den Worten angedeutet werden: 
Das System der Gleichungen (I), (II) wie das System der Gleichui^en 
(III), (IV) ist kovariant bei jeder Lorentz-Transfonnation, wobei pTO, iQ 
als Raum-Zeit-Vektor I. Art, nt, — ie als Raum -Zeit-Vektor II. Art zu 
transformieren ist. Oder noch prägnanter: 

plö, iQ ist ein Baum -Zeit -Vektor I. Art, m, — it ist ein Baum-Zeit- 
Vektor IL Art. — 

Ich füge noch einige Bemerkungen hier an, um die Vorstellung eines 
Raum -Zeit -Vektors II. Art zu erleichtern. Invarianten für einen solchen 
Vektor nt, — ie bei der Gruppe der Lorentz -Transformationen sind offenbar 

(25) m^ - e^ = fS, + fl + //, + f\ + /"^ + fl, 

(26) me = i(M^, -{• f,J,^ + f,,f,:> . 

Ein Raum-Zeit -Vektor 11. Ai-t m, — ie, (wobei m und e reelle Raum- 
Vektoren sind), mag sjw^^aj- heißen, wenn das skalare Quadrat (m — ie)^ = 0, 
d. h. m* — e^ = und zugleich (me) = ist, d. h. die Vektoren m und e 
gleichen Betrag haben und zudem senkrecht aufeinander stehen. Wenn 
solches der Fall ist, bleiben diese zwei Eigenschaften für den Raum-Zeit- 
Vektor IL Art bei jeder Lorentz -Transformation erhalten. 
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Ist der Raum-Zeit -Vektor II. Art m, — it nicJU singulär, so drehen 
wir zunäehat das räumliehe Koordinatensystem so, daß das Vektorprodukt 
[me] in die 2-Achse fäUt, daß mj-=0, 6^=0 ist. Dann ist 

also ^-^i^^ — - verschieden von ^t * '^nd wir können daher ein komplesea 
Argument <p -\- iifi derart bestimmen, daß 

tg [if + iit) - i±-^^ 

ist. Alsdann wird mit Rücksicht auf die Gleichung (9) durch die zu -^ 
gehörige Transformation (1) und eine nachherige Drehung um die ^'-Aehse 
durch den Winkel rp eine Lorentz-Transformation bewirkt, nach der auch 
noch nij, = 0, Ej, == werdeuj also nunmehr m und e beide in die neue 
a:-Linie fallen; dabei sind durch die Invarianten m^ — e^ und (me) die 
schließliehen Größen dieser Vektoren und ob sie von gleicher oder ent- 
gegengesetzter Richtung werden oder einer Null wird, von vornherein fixiert. 

g 6- 
Begriff öer Zeit. 

Durch die Loreniz- Transformationen werden gewisse Abänderungen 
des Zeitparameters zugelassen. Infolgedessen ist es nicht mehr statthaft, 
von der GleichzeUigkeU zweier Ereignisse an sich zu sprechen. Die Ver- 
wendung dieses Begriffs setzt vielmehr voraus, daß die Freiheit der 6 
Parameter, die zur Angabe eines Bezugsjatems für Raum und Zeit offen 
steht, bereits in gewisser Weise auf eine Freiheit von nur 3 Parametern 
eingeschränkt ist. Nur weil wir gewohnt sind, diese Einschränkung stark 
approximativ eindeutig zu treffen, halten wir den Begnff der Gleichzeitig- 
keit zweier Ereignisse als an sieh existierend.*) In Wahrheit aber sollen 
folgende Uanstände zutreffen. 

Ein Bezugsystem x, y, s, t für Raum- Zeitpunkte (Ereignisse) sei 
irgendwie bekannt. Wird ein Raumpunki A{x^, y^, 0^ zur Zeit ^q ^ 
mit einem anderen Raumpunkte P(x, y, 3) zu einer anderen Zeit t ver- 
glichen und ist die Zeitdifferenz t — ^0 (es sei etwa t > t^) Meiner als die 
Länge AP, d. J. die Zeit, die das Licht zur Fortpflanzung von Ä nach P 
braucht, und ist 5 der Quotient . u" < 1| ^'^ können wir durch die 
spezielle Lorent? Tranffoimition die 4P ■ils Aih'se und q als Moment 

*) Ungetahi wie W esen (^ebannt an eine enge Umgel ung emes Punktes aut 
einer Kugel Oberfläche daranf verfallen könnten die Kugel lei ein geonjpiiiaehes <tp- 
hilde, an welchem ein DnrchmeBSBr m ■Jich ausgesPichnet ist 
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liat, einen neuen Zeitparameter t' einführen, der (s, Gleichung (12) in § 4) 
für beide Raum-Zeitpuatte A, t,, und P, t den gleichen Wert t' = er- 
langt; es lassen sich also diese zwei Ereignisse auch als gleichzeitig 



Nehmen wir weiter zu einer und derselben Zeit ti, = zwei ver- 
schiedene Raumpunkte A, B oder drei Kaumpunkte A, B, C, die nicht 
in einer Geraden liegen, und. vergleichen damit einen Raumpunkt P außer- 
halb der Geraden AB oder der Ebene ABC zu einer anderen Zeit t und 
ist die Zeitdifferenz t ~ t^ (es sei etwa t > t^ Meiner als die Zeit, die 
das Licht zur Fortpflanzung vori der Geraden AB oder der Ebene ABC 
nach P braucht, und q der Quotient aua der ersteren und der letzteren 
Zeit, so erseheinen nach Anwendung der speziellen Lorentz- Transformation, 
die als Achse das Lot auf AB, bzw. ABC durch P und als Moment g 
hat, alle drei {beziehungsweise vier) Ereignisse A, t^; B, t^^; {C, t^ und 
B, t als gleichzeitig. 

Werden jedoch vier Raumpunkte, die nicht in einer Ebene liegen, 
zu einer und derselben Zeit t^ aufgefaUt, so ist es nicht mehr möglich, 
durch eine Loren ta - Transformation eine Abänderung des Zeitparameters 
vorzunehmen, ohne daß der Charakter der Gleichzeitigkeit dieser vier 
Raum -Zeitpunkte verloren geht. 

Dem Mathematiker, der an Betrachtungen über mehrdimensionale 
Mannigfaltigkeiten und andererseits an die Begriffsbildungen der so- 
genannten nicht -Euklidischen Geometrie gewöhnt ist, kann es keine 
wesentliche Schwierigkeit bereiten, den Begriff der Zeit an die Verwendung 
der Lorentz- Transformationen zu adaptieren. Dem Bedürfaisse, sich das 
Wesen dieser Transformationen physikalisch naher zu bringen, kommt 
der in der Einleitung zitierte Aufsatz von A. Einstein entgegen. 

Zweiter Teil. 

Die elektromagnetisclieii Vorgänge. 

§7- 
Bie OruiidgleJchimgeu für ruhende Körper. 

Nach diesen vorbereitenden Ausführungen, die wir des etwas ge- 
ringeren mathematischen Apparates wegen an dem idealen Grenzfalle £ = 1, 
j[ = 1, (j = entwickelten, wenden wir uns jetzt zu den Gesetzen für 
die elektromagnetischen Vorgänge in der Materie. Wir suchen diejenigen 
Beziehungen, die es ■ — ■ unter Voraussetzung geeigneter Grenzdaten ■ — 
ermöglichen, an jedem Orte und zu jeder Zeit, also als Funktionen von 
Xf y, Zy t zu finden: die Vektoren der elektrischen Kraft @, der magne- 
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tischen Erregnng SR, der elektri sehen Erregung e, der magnetischen Kraft 
nt, die elektrische llaumdichte p, den Vektor „elektrischer Strom §", {dessen 
Beziehung zum Leitungsstrom hürnach durch die Art des Auftretens der 
Leitfähigkeit zu erkennen sein wird), endlich den Vektor to, die Ge- 
schwindigkeit der Materie. 

Die fragliehen Beziehungen scheiden sieh in zwei Klassen, 

erstens diejenigen Gleichungen, die, wenn der Vektor ID als Funktion 
von X, y, e, t gegeben, also die Bewegung der Materie bekannt ist, zur 
Kenntnis aller anderen eben genannten Größen als Funktionen von 
x, y, s, t hinführen, — diese erste Klasse speziell will ich die Grund- 
gleichungen nenneu, — 

zweitens die Ausdrücke für die ponderomotonst^n Kräfte, die durch 
Heranziehen der Gesetze der Mechanik weiter Aufschluß über den Vektor 
lö als Funktion von X, y, S, t bringen. 

Für den Fall ruhender Körper, d. i. wenn io(x, y, g, i) == gegeben 
ist, kommen die Theorien von Maxwell (Heaviside, Hertz) und von 
Lorentz zu den nämlichen Grundgleiehungen. Es sind dies 

1) die Differentialgleichungen, dio noch keine auf die Materie hezüg- 
liehen Konstanten enthalten: 



(I) 


curl m ^ - -= $ . 


m 


dive^^ p. 


(iii) 


c„rie+»=0 


(IV) 


iivm-0: 



2) weitere Beziehungen, die den Einfluß der vorhandenen Materie 
charakterisieren; sie werden in dem wichtigsten Falle, auf den wir uns 
hier beschränken, für isotrope Körper, angesetzt in der Gestalt 

(V) e^K®, 5Öi = fint, § = 0®, 

wobei e die Dielektrizitätskonstante, /i die magnetische Permeabilität, 
e die Leitfähigkeit der Materie als Funktionen von x, y, n und ( bekannt 
za denken sind, § ist hier als Leitu/ngsstrom anzusprechen. 

Ich lasse nun an diesen Gleichungen wieder durch eine veränderte 
Schreibweise eine noch versteckte Symmetrie hervortreten. Ich setze wie 
in den v orange schickten Ausfuhrungen 

x^ — X, x^ — y, x^ — «, x^=- it 
und schreibe 

*i j hl Hl *4 
für 
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ferner 

für 

und noch 

für 



/;., /ii. u., fu, A... fM 

m^, iHj,, lii^, — ic^, — ü^, —i 
I', F.,,, F,.,, -F,,,, F,„ F,, 



a«^, m^, m,, -m,, -*s^, -«©,; 

endlich soll für andere Paare von ungleichen, der Reihe 1, 2, 3, 4 
entnommenen Indizes h, 7c stets 

f..--/'.., F„--F,„ 
gelten. (Die Buchstaben /', F soRen an das Wort Feld, s au Strom 
erinnern.) 

Dann schreiben sieh die Gleichungen (I), (II) um in 



' + ^-^ + 1 



2 Ai , Sf, 



(A) 









und die Gleichungen (III), (IV) schreiben sich um in 



(B) 



-fi' + '-P' +-f---o, 



-+ - 



Die Grundgleichungeu für bewegte Körper. 

Nunmehr wird es uns gelingen, die Grundgleichungen für beliebig 
bewegte Körper in eindeutiger Weise festzustellen, ausschließlich mittels 
folgender drei Axiome: 

Das erste Axiom soll sein: 

Wenn eine einzelne Stelle der Materie in einem Momente ruht, also 
der Veictor IB für ein System x, y, s, t Null ist, — die Umgebung mag 
in irgendwelcher Bewegung begriffen sein — , so sollen fftr den Raum- 
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Zeitpunkt X, y, s, t zwisclieii p, den Vektoren §, e, m, E, 3W und deren 
Ableitungen nach 3, ij, r, t genau die Beziehungen (Al, (B), (V) statt- 
haben, die zu gelten hatten, falls alle Mateiie luhte 

Das Sil fite Axiom soll aem 

Jede Qeschu. mätgleit der Mate) te ist -^ 1 , / lemf} nh die Fort- 
pfiamungsgeschuindigleit des Lichtes mi leeien Baume 

Das dtifte Axiom soll sein 

Du Gl undgletchingen sind von soldiet A>f, daß u-exn i, y, ä, U 
irgmdnnei Loients-Tiansformation miteiwmfm und dabei einerseits m, 
— it, andererseits 9K, — *® je als Romn- Zeit-Yeldor IL Art, §, ip als 
Maum- Zeit- Vektor L Art transformiert werden, die Gleichungen dadurdi in 
die genau entsprechend lautenden Gleichingen swischen den transformierten 
Größen übergehen. 

Dieses dritte Axiom deute ich auch kurz mit den Worten an: 

in, —it und 59J, —i^ sind je ein Baum -Zeit-Vektor IL Art, §, /p 
ein Baum- Zeit-Vektor I. Art, 
und dieses Axiom nenne ich das Prinzip de}- Eelativität. 

Diese drei Axiome führen uns in der Tat Ton den vorhin genannten 
Grundgleichungen für ruhende Körper in eindeutiger Weise zu den Grund- 
gleichungen für bewegte Körper. 

Nämlich nach dem zweiten Axiom ist in jedem ßaum-Zeitpunkte 
der Betrag des Geschwindigkeitsvektors jw|<l. Infolgedessen können 
wir dem Vektor je stets umkehrbar eindeutig das Quadrupel von Größen 



zuordnen, zwischen denen die Beziehung 

(27) <-l-w/+ <+?(;/=-! 

statthat. Aus den Ausführungen am Schlüsse des § 4 ist ersichtlich, daß 

dieses Quadrupel sich bei Lorentz- Transformationen als Haum-Zeit-Vektor 

I, Art verhält, und wir wollen es den Baum- Zeit -Vektor Geschtvindigkeit 

nennen. 

I'assen wir nun eine bestimmte Stelle x, y, z der Materie zu einer 
bestimmten Zeit ( auf Ist in diesem Raum - Zeitpunkte ID = 0, so haben 
wir für ihn nach dem ersten Axiom unmittelbar die Gleichungen (A), 
(B), (V) aus § 7. Ist in ihm h) + 0, so existiert, weil :W| < 1 ist, nach 
(16) eine spezielle Lorentz-Transformation, deren Vektor B gleich diesem 
Vektor ^(x, y, B, t) ist, und wir gehen allgemein zu einem neuen Be- 
zugsystem x', y', s , i gemäß dieser bestimmten Transformation über. 
Für den betrachteten Raum -Zeitpunkt entstehen dabei, wie wir in § 4; 
sahen, die neuen Werte 
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(28) ^v{ = 0, w; = 0, M'/ =0, wl-^i, 

und also der neue Gfesehwindigkeitsvektor »'"-0, de-r Mmtm- Zeitpunkt 
ivird, wie wir uas dort aus drückten, (mf Muhe transformiert. Nun sollen 
aacL dem dritten Axiom aus den Gruudgleicliungen für den Raum -Zeit- 
punkt x', y, 3, t dabei die Grundgleiehungen für das eutspr eckende System 
x, y, z', t', gesehrieben in den transformierten Größen w', q', %', t', m', 
®', SOI' und deren Differentialquotieuteu nach x', y, e', f heivorgehen. 
Diese letzteren Gleichungen aber müssen, nach dem ersten Axiom, weil 
jetzt 11)'= ist, genau sein: 

1) diejenigen Differentialgleichungen (A'), (B'), die aus (A) und (B) 
einfach dadurch hervorgehen, daß alle Buchstaben dort mit einem oberen 
Strich versehen werden, 

2) die Gleichungen 

(V) t'^iiB', m'^iim-, r^ßlä', 

wobei £, li, Dielektrizitätskonstante, magnetische Permeabilität, Leit- 
fähigkeit für das System af, y, z', t', d. i. also im betrachteten Raum- 
Zeitpunkte X, y, s, t der Materie sind. 

Jetzt gehen wir durch die reziproke Lorentz- Transformation rück- 
wärts za den ursprünglichen Variablen x, y, B, t und den Größen 10, p, 
§, e, m, l£, W und die Gleichungen, die wir dann aus den eben ge- 
nannten erhalten, werden die von uns gesuchten allgemeinen Grund- 
gleichungen für bewegte Körper sein. 

Nun ist aus den Ausführungen in § 4 und § 5 zu ersehen, daß 
sowohl das Gleichung System (A) für sich wie das Gleichungs System (B) 
für sich kovariant bei den Lorentz-Transformationen ist; d. h. die 
Gleichungen, die wir von (A'), (B') rückwärts erlangen, müssen genau 
gleiehlauten mit den Gleichungen (A), (B), wie wir sie für ruhende 
Körper annahmen. Wir haben also als erstes Ergebnis; 

Von den Grundgleichungen der Elektrodynamik für bewegte Körper 
lauten die DifferetiÜalgleichungen, gesdiriehen m p vmd den Victoren §, e, 
m, @, SÄ, genau wie für ruhende Körper. Die Geschwindigkeit der 
Materie tritt in diesen Gleichungen noch nicht auf. In vektorieEer 
Schreibweise sind diese Gleichungen also wieder 

(I) curl m — -^- = § , 

(II) div e = p, 
(in) curl Ig -I- ^ _ 0, 

.' (IV) divSOi^O. 

Die Geschwindig'keit der Materie tvird ausschließlich auf die Ziisatg- 
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bedingungeB verwiesen, welche den Einfluß der Materie cmf Grwtd ihrer 
spesieUen Konstanten e, (i, 6 charaläerisieren. Transformieren wir jetzt 
diese Zusatzbedingungen (V) zurück aaf die ursprün glichen Koordinaten 
X, y, s und die m-sprüngliche Zeit l. 

Nach den Formeln (15) in § 4 ist für die Richtung des Velitore tti 
die Komponente von e' dieselbe wie von e + [iDin], die von m' dieselbe 
wie von ni— [we], für jede dazu senkrechte Richtung W aber ist die 
Komponente von e' bzw. m' gleich der entsprechenden Komponente von 
e + [tom] bzw. von m — [lue], jedesmal multipliziert noch mit ■ 

Andererseits werden ö' und W hier zu (5 -|- [mäJi] und SR — [W®] in 
den ganz analogen Beziehungen stehen wie e' und m' zu e -+- [wm] und 
m — [We] So führt die Kelation e'=£®', indem man bei den Vektoren 
zueilt die Komponenten nach der Richtung In, dann diejenigen nach zwei 
zu lö und aufeinander senkrechten Richtungen m behandelt und die in 
letzteien lallen entstehenden Gleichungen mit |/l — ID^ multipliziert, zu 

(Cj e + [tam] = £(IS+ [xoW]). 

Die Relation 9)1'= /im' wird analog iiuf 

(D) a)i-[lDe] = ft(ni-[löe]) 

hinauslaufen. 

Weiter folgt nach den Transformationsgleichungen (12), (10), (11) 
in § 4, indem dort q, t^, r,,, i, r'„, r'n, t' durch jwj, §„, , S^j Q> ^'a, ^h, p' 
zu ersetzen sind, 

so daß ans §' — 6 S' nunmehr 



hervorgeht. Nach der Art, wie hier die Leitfähigkeit 6 eingeht, wird 
es angemessen sein, den Vektor § — plD mit den Komponenten §„, — plWj 
nach der Richtung to und §m nach den auf lö senkrechten Riehtungen jö, 
der für ö = verschwindet, als LeÜirngsstrom zu bezeichnen. 

Wir bemerken, daö für e=l, fL=l die Gleichungen e'=®', ni' = 9Ji' 
durch die reziproke Lorenta- Transformation, die hier die spezielle mit 
— W als Vektor wird, gemäß (15) sofort zu e = 15, 11! "= iOi führen und 
daß für ff = die Gleichung §' = zu § =- plip führt, so daß in der Tat 
als Grenzfall der hier erhaltenen Gleichungen für £ = 1, fi=l, ff = 
sich die in § 2 betrachteten „Grandgleichungen für den Äther" ergeben. 
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Die Gmndgleichungen in der Theorie yon Lorentz. 

Sehen wir nua zu, inwieweit die G rundgleiehangeti, die Lorentz 
annimmt, dem Relativitätspostulafce, das soll heißen dem in § 8 formu- 
lierten ßelativitätsprinzipe entsprecben. In dem Artikel „Eieiitronentheorie" 
(Bnzykl. der matk Wiss,, Y2, Art 14) hat LorentK für beliebige, auch 
magnefcisierte Körper zunächst die Differentialgleichungen (s. dort S. 209 
unter Berücksichtigung von Gl. XSX' daselbst und von Formel (14) auf 
S. 78 desselben Heftes): 

(Illa") curl (§ - [W®]) = S-|--|^ + WdiTSl- curl[tt)®], 

(I") div2) = p, 

(IV") curl e = - ^ , 

(V") (HtS^O. 

Dann setzt Lorentz für bewegte nicht magoetiaierte Körper (S. 223, 
Z. 3) fi = 1, S ^ § und nimmt dazu das Eingehen der Dielektrizitäts- 
konstante £ und der Leitfähigkeit 6 gemäß 
(&1. XXXIV", S. 227) S) - (S = (£ - 1) (g + [W S]), 
(Gl. XXXm", S. 223) g = e(® + [wag]) 

an. Die Lorentzschen Zeichen ®, S, 2), § sind hier durch @, 2K, e, m 
ersetzt, während S bei Lorentz als Leitungsstrom bezeichnet wird. 

Die drei letzten der zitierten Differentialgleichungen nun decken sieh 
sofort mit den Gleiehungen (11), (HI), (IV) hier, die erste Gleichung 
aber würde, indem wir 3 mit dem für ff = verschwindenden Strome 
§ — iDp identifizieren, in 

(29) curl (§ _ [tn ©]) = § + -|® _ enrl [Hl ®] 

übergehen und verschieden von (I) hier ausfallen. Danach entsprechen 
die allgemeinen Differentialgleichungen von Lorentz für beliebig magne- 
tisierte Körper nicht dem ßelativitätsprinzipe. 

Andererseits würde die dem Relativ ifätsprinzipe entsprechende Form 
für die Bedingung des Mchtmagnetisiertseias aus (D) in § 8 mit ^ = 1 
nicht wie bei Lorentz als S5 = §, sondern als 

(30) S8-[n)lä] = §-[n)^] (hier SK-[ro®] = m~[roe]) 
anzunehmen sein. Nua geht aber die zuletzt hingeschriebene Differential- 
gleichung (29) durch § ^ S9 in dieselbe Gleichung (abgesehen von der 
Verschiedenheit der Zeichen) über, in welche (I) hier sich durch 
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m — [iD e] = 9)1 — [ID ®] verwandeln würde. So kommt es durclt eine 
Eompensation zweier Widers}>mche gegen das Relativitätsprinzip zustande, 
daß für nicht magnetisieite bewegte Körper die Differentialgleichungen 
von Lorentz sicli zuletzt dem ReLitiTitätsprinzipe doch anpassen. 

Macht man weiter fui nicht magnetisierte Körper von (30) hier Ge- 
brauch und setzt demgemäß § = S + [W, 33 — ©] , so würde zufolge (C) 
in §8 

(b - 1) (15 + [roS]) = s; - e + [VD DD, ® - ®]] 

anzunehmen sein, d. i. für die Richtung von tD: 

(s - 1) (IS + [WSB])w = (® - (5)™, 
und für jede zu w senkreclite ßiclitung W; 

(i - 1) (S + [lüS])ö = (1 - W') (® - tS)„, 
d. i. mit der oben genannten Lorentzsehen Annahme nur in Übereinstim- 
mung bis auf Fehler von der Ordnung tu^ gegen 1. 

Anch nur mit dem gleichen Grade der ÄnM,herung entspricht der 
oben genannte Lorentzsehe Ansatz für 3 den durch das E.elativitätsprinzip 
geforderten Beziehungen (vgl. (E) in § 8), daß die Komponenten S™ bzw. 
Sü, gleich den entsprechenden Komponenten von e(@ + [W®]), multipli- 
ziert in l/l — ID^ bzw. in , ,.-. seien. 

§ 10. 
Die Gniiidgleichimgen nach E. Cohn. 

E. Cohn*) nimmt folgende Grundgleichungen an: 
curl (31 + [lüE]) == II + ro div g + 3, 

~ curl {E - [roajf]) ^^-^i-toAWm, 
(32) ^ = aE, ®==6E-[idM], m-iiM+[ioE], 

wobei E, M als elektrische und magnetische Feld Intensität (Kraft), @, Wi 
als elektrische und magnetische Polarisation (Erregung) aufgefaßt werden. 
Die Gleichungen lassen noch das Vorhandensein von wahrem Magnetismus 
zu; woUea wir davon absehen, so ist div 3K = zu setzen. 

Bin Einwand gegen diese Gleichungen ist, daß nach ihnen für £ = 1 
fi -= 1 nicht die Vektoren Kraft und Erregung zusammenfallen. Fassen 
wir jedoch in den Gleichungen nicht E und M, sondern E— [tt)9Jt] und 
M -(- [tu 1£] als elektrische und magnetische Kraft auf und substituieren 

*) Nachrichten der K, Gesellaoliaft derWiasenechafteu au Göttiugen, mathematisch- 
physikaliache Klasse, 1901, S. 74 (auch in Annalea der Physik, Bd. 7 (4), 1902, S. 39). 
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im Hinblick bieiauf for K, W, E, M, di^ (ä die Zeichen t,m, 11 + [tliSK], 
m — [we], p so geben zunächst die Diflerentialgleichnngen in unsere Gflei- 
chungen übei und zugl^ioli veiwandelii die Bedlugungen (32) sich in 

3 = 6(e + [ro50t]), 
e + [in, m - [xot\\ = £ (lä + \yom\), 
5m - [lu, @ + [\x>m\\ = (i(m - [ttiej); 

damit würden in der Tat diese Giieicliongen von Cohn bis auf Fehler 
von der Ordnung to^ gegsn 1 genau die durch das Relativitätsprinzip ge- 
forderten werden. 

Erwähnt sei noch^ daß die von Hertz angenommenen Gleichungeu 
(in den Bezeichnungen von Cohn) lauten wie (31) mit den anderen Zu- 
satz bedin gujigen 

(33) ^^sE,m = !i.M, S = öE; 

und dieses Gleiehungssystem würde auch nicht bei irgendwelcher ver- 
änderten Bezugnahme der Zeichen auf beobachtbare Größen sich dem 
Relativitätsprinzipe bis auf Fehler von der Ordnung lü^ gegen 



§ 11. 
Typische Darstelluug der Grundgleichungen, 

Bei der Aufstellung der Grundgleichungen leitete uns der Gedanke, 
füi' sie eine Kovarianz bezüglich der Gruppe der Lorentz -Transformationen 
zu erzielen. Jetzt haben wir noch die ponderomotorisohen Wirkungen 
und die Umsetzung der Energie im elektromagnetischen Felde zu be- 
hamäeln, und da kann es von vornherein nicht zweifelhaft sein, daß die 
Erledigung dieser Fragen jedenfalls zusammenhängen wird mit den ein- 
fachsten, an die Grundgleichungen anknöpfenden Bildungen^ die wieder 
Kovarianz bei den Lorentz -Transformationen zeigen. Um auf diese Bil- 
dungen hingewiesen zu werden, wiR ich vor allem die Grundgleichungen 
jetzt in eine typische Form bringen, Me ihre Kovarianz hei der Lorentz- 
schm Gruppe in Emdens seist. Dabei bediene ich mich einer Reehnungs- 
methode, die ein abgekürztes Operieren mit den Raum -Zeit -Vektoren I. 
und II. Art bezweckt, und deren Regeln und Bezeichnungen, soweit sie 
für uns nützlich sein werden, ich hier zuvörderst zusammenstelle. 

1". Ein System von Größen 
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angeordnet in p- Horizontal-, g -Vertikalreihen heißt eine p x g-reihige 
Matrix*) und werde mit einem einzigen Zeichen, etwa hier A, bezeichnet. 

Werden alle Größen a,^,. mit dem nämlichen Faktor c multipliziert, so 
soll die entstehende Matrix der Größen ca^^ mit cA bezeichnet werden. 

Werden die Rollen der Horizontal- und Vertilralreihen in Ä vertauscht, 
so erhält man eine gx^-reihige Matrix, welche die transponierte von A 
heißt und mit A bezeichnet werden soll: 



Hat man eine zweite Matrix mit gleichen Anzahlen p und q, wie A, 

! Kl, ■-■> hi I 



so soE A-\- B die ebenfalls p x g-reihige Matrix aus den entsprechenden 
Binomen «jj -\- ?>,,(, beileuten. 

2". Hat man zwei Matrizen 



wobei die Anmhl der Horisontalreihen der siveiten gleich der Ansahl der 
VerUkah-eihen der ersten ist, so wird unter AB, dem Produkte aus A und B, 
die Matrix 



Terstanden, deren Elemente durch Kombination der Horizontah'eihen von 
A und der Vertikalreihen von E nach der Regel 

fh^ 1, 2, . . ., p\ 
C..-'^>.h. + a,,h,, + .-. + a,^b^, (;t=l,2,...,J 

gebildet sind. Für solche Produkte gilt das «sso2wj;toeGeBetz(^.H) 5= J.(5jS); 
hierbei ist unter S eine dritte Matrix gedacht mit so viel Horizontal- 
reihen, als B (und damit aneh AB) Vertikalreihen hat. 

Für die transponierte Matrix zu C = AB gilt C •^ BA. 

3". Es werden hier nur Matrizen in Betracht kommen mit höchstens 
vier Horizontah-eihen und höchstens vier Vertikalreihen. 

") Man könnte aiioh daran decken, statt des Cayleyschen llatrizenkalkiilB den 
Hamiltonschen Quaternionenkalkül heranzuzieken, doch erscheint mir der letztere 
für unsere Zwecke als zu eng und achwerflillig. 
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(34) 



; ^3i 



1, 


0,0, 





0, 


1,0, 








0, 1, 








0,0, 


1 



f- 



Als Einliättsmai/rix (und in Gieiehungen für Matrizen kurzweg mit 1) 
werde die 4 x 4-reiliige Matrix der folgenden Elemente 

Ijezeichnet. Für ein Yielfaclies c ■ 1 der Einheitsmatrix (in dem unter 1" 
festgesetzten Sinne einer Matrix CÄ) soll dann in Gleicliungen für 
Matrizen kurzweg c stehen. 

Für eine 4 x 4-reihige Matrix A soll Det A die Determinante aus 
den 4x4 Elementen der Matrix bedeuten. Ist dann Det j1 4= 0, so ge- 
hört zu A eine bestimmte rezifvoke Matrix, mit J.~^ bezeiehiiet, so daß 
j1 ~ ^ A = \ wird. — 

Eine Matrix 

0, /"lä, /■,=, fu 1 

f,uf^2, 0,fs,\' 

in welcher die Elemente die Relationen f^ 

aUemiermde Matrix. Diese Relationen 

Matrix f ^ —f ist. Alsdann werde mit f* und als die duale Matrix von 

f die ebenfalls alteruierende Matrix 

i f«. 0, fi.. fsi 

bezeichnet. Dabei wird 

(38) r'f-f„fu + fiBfn+f,J^, 

das soll nun heißen eine 4 x 4-reihige Matrix, in der aUe Elemente 

außerhalb der Hauptdiagonale tou links oben nach rechts unten Null 

sind und alle Elemente in dieser Diagonale untereinander übereinstimmen 

und gleich der hier rechts genannten Verbindung aus den Koeffizienten 

von f sind. Die Determinante Ton f erweist sich dann als das Quadrat 



/jj erfüllen, heißt eine 
daß die transponierte 



(3o) 



f'-\ 



dieser Verbindung und 
Abkürzung 

(37) 
erklären. 



oUen das Zeichen Defc " f eindeutig als 
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4". Eine lineare Transformation 
(38) x^ = «41 a:,'-!- «^2*8'+ «13*3'+ «u*i' (Ä = 1- % 3j 4) 

werde auch einfach durch die 4 x 4-reihige Matrix der Koeffizienten 



als Transformation A, bezeichnet. Durch die Transformation A geht der 
Ausdruck 

x^^ + x.^ + %^ + ^^ 
in die quadratische Form 

2a,^iAx;^ (/i, it = 1, 2, 3, 4) 

über, wobei 

wird, d, h. die 4 x 4-reihige (symmetrische) Matrix der Koeffizienten «^^ 
dieser Form wird das Produkt AA der transponierten Matrix von A in 
die Matrix A, Soll also durch die Transformation der neue Ausdruck 

x[^ + x;"" + x:;' + xi^ 

hervorgehen, so muß 

(39) ÄA = 1 

die Matrix 1 werden. Dieser Relation hat demnach A zu entsprechen, 
wenn die Transformation (38) eine Lorentz -Transformation sein soll. Für 
die Determinante von A folgt aus (39): (Det A)^ =1, Det A -= + 1. Die 
Bedingung (39) kommt zugleich auf 

(40) A-i = Ä 

hinaus, d. h. die reziproke Matrix von A muß sich mit der transponierten 
Ton A decken. 

Für A als Lorentz-Transformation haben wir noch weiter die Be- 
stimmungen getroffen, daß Det A =■ + 1 sei, daß jede der Größen «j^, «j^, 
'^3if '^43.1 '^4S! '^is i'^'^i imaginär (bzw. Xuli), die anderen Koeffizienten in A 
reell seien und endlich noch «^^ > sei. 

5". Ein Eaum-Zeit-Vektor I. Art s^, s^, s^, s^ soll durch die 1x4- 
reihige Matrix seiner vier Komponenten: 

(41) s = I Sj, Sj, .=3, S4 I 

repräsentiert werden und ist bei einer Lorentz-Transformation A durch 
sA zu ersetzen. 
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Ein Eaum-Zeit-Vektor II. Art mit den Komponenten f^^, f^-^, fi^, /ij, 
, /jii soU durch die alternierende Matrix 



(42) f. 



0, A„ f,., fu 
/■>., 0, /■„,/•„ 
f,„f,„ o,/-,. 
f«, /•«, f.., 



repräsentiert werden und ist (s. die in § 5 (23) und (24) festgesetzte 
Regel) bei einer Loretitz-Transfonnation A durch AfA^A'YA zu er- 
setzen. Datei gilt in bezug auf den Ausdruck (37) die Identität 

Dei ^ (A/'A) = Det A Det^f. Es wird danach Deb^f eine Invariante bei 
den Lorentz -Transformationen (s. Gleichung (26) in § 5). 

Für die duale Matrix f* folgt dann mit Rücksicht auf (36): 

(A-Y*A) (A-yA) = A-VYA - Det^/". A-^A = Det ''f, 

woraus zu ersehen ist, daß mit dem Raum -Zeit -Vektor IL Art /' zu- 
sammen auch die zugehörige duale Matrix f* sich wie ein Raum-Zeit- 
Vektor II. Art abändert, und es beiße deshalb f* mit den Komponenten 
fw fnr fsi< faai /au fis ^^^ duale Eaum- Zeit -Vektor von f. 

6". Sind w und s zwei Raum -Zeit -Vektoren I. Art, so wird unter 
tvs (wie auch unter sw) die Verbindung 

aiis den bezüglichen Komponenten zu verstehen sein. Bei einer Loreutz- 
Transformation A ist wegen (wA)(As) = «ys diese Verbindung invariant. 
— Ist WS ^ 0, so BoEen w und s normal zueinander heißen. 

Zwei Baum -Zeit -Vektoren I. Art w, s geben ferner zur Bildung der 
2 X 4-reihigen Matrix 



Anlaß. Es zeigt sich dann sofort, daß das System der sechs GröSen 
(44) Wj Sg — Wj Sj , iüä Si — ^f j Sj , Wj s^ ~ w^ s, , iv, s^ — w^s^, 

sich bei den Lorentz -Transformationen als Raum- Zeit -Vektor 11. Art ver- 
hält. Der Vektor II. Art mit diesen Komponenten (44) werde mit [w, s] 

bezeichnet. Man erschließt leicht Det^[i!?, s] = 0. Der duale Vektor von 
[w, s] soll [to, s]* geschrieben werden. 
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Ist w ein ßaum-Zeit-Vektor I. Art, f ein Kaum -Zeit- Vektor IL Art, 
so bedeutet wf zunächst jedenfalls eine 1 x 4-reiliige Matrix. Bei einer 
Lorentz- Transformation A geht tv in w'="wf\, fm f ~ A~^fA über; da- 
bei wird M)'/"= wAA~YA = (w/')A, d. h. wf transformiei-t sich wieder 
als ein Kaum-Zeit -Vektor I. Art. 

Man verifiziert, wenn w ein Vektor I., f ein Vektor II. Art ist, leicht 
die wichtige Identität 

(45) [«., wß + [w, wp-f - (ww)f. 

Die Summe der zwei Raum -Zeit -Vektoren II. Art links ist im Simie der 
Summe zweier alternierenden Matrizen zu verstehen. 

Nämlich für Wj = 0, Wg = 0, Wg = 0^ w^^ = -i wird 

»/- I iftL, >U, ifa, ii «--f - I '7.., ifn, if,i, I; 
[», »/] - 0, 0, 0, f.„ /■„, f„; [», «./■«] - 0, 0, 0, ^„ /■„, f„, 
aud die Bemerkung, daß in diesem speziellen Falle die Relation (45) zu- 
trifft, genügt bereits, um derselben allgemein sieher zu sein, da diese 
Relation kovarianten Charakter für die Lorenta- Gruppe hat und zudem Jn 
Wj, »3, Wg, tv^ homogen ist. 



Nach diesen Vorbereitungen beschäftigen wir uns zunächst mit den 
Gleichungen (C), (D), (E), durch welche die Konstanten e, [i, 6 eingeführt 
werden. 

Statt des RaumTektora W, Geschwindigkeit der Materie, führen wir, 
wie schon in § 8, den Raum -Zeit -Vektor I. Art w mit den vier Kompo- 
nenten 



"' yft^ 


^' "'-VT^, 


w' • y 


ein; dabei gilt 






(46) 


WW = W^ + IS 


,' + ">,' + if, 



yi- 



und - iw^ > 0. 

Unter F und f woUen wir jetzt wieder die in den Grundgleichungen 
auftretenden Raum -Zeit -Vektoren II. Art 9)1, — i® und m, — ie ver- 
stehen. 

1q (j) ^ _ ^ j- iiaben wir wieder einen Raum -Zeit -Vektor I. Art; 
seine Komponenten werden sein 

*3 = ^.Fai + w^F^, + w^F^^, 
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Die drei ersten 


Größen 


*i 


*si *3 sind b 


des RaujuTektor 








(47) 

und ferner ist 






e+[toaK] 


(48) 






^^ ((.s) 



!- Komponente 



Da die Matrix F eine alternierende ist, gilt offenbar 

(49) W* = W?!*! + »3*2 + tVs^s + M'i*i = ö, 

der Vektor <t> ist also normal zu «f; wir können diese Relation auch 
schreiben: 

(50) *4 = <Wi*i+toj,*3 4-»^*3)- 

Den Raum-Zeit -Vektor I. Axt 4> will ict elekirische Rvh-Kraft nennen. 

Analoge Beziehungen wie zwischen ^wF,^,'^l,to stellen sich zwischen 
— wf, e, m, ID heraus und insbesondere wird auch — wf normal zu w sein. 
Es kann nunmehr die Relation (C) durch 
{0} wf^BwF 

ersetzt werden, eine Formel, die zwar vier Gleichungen für die hezüg- 
liohen Komponenten liefert, jedoch so, daß die vierte im Hinblick auf 
(50) eine Folge der drei ersten ist. 

Wir bilden ferner den Raum-Zeit -Vektor I. Art M' =-= iivf*, dessen 



Komponenten sind: 


















•fi 


--K 




■>,/■„ + « 


./; 


+ 10 


/■>■), 






"fi 


--•( 


«Ja 


+ w 


.f, 


+ !» 


f..). 






Y, 


--K 


».f.. + «'/., 




+ «. 


A). 






1*. 


-->( 


»,& + 


«/,. + «> 


/. 




). 




Davon sind die 
Raumvektors 


drei ersteren Y,,V 


, V, bz» 


. die «- 


r,. 


Komponente 


(51) 

und weiter ist 






"yi 


-_[»'] _ 










(52) 






f.- 


«(lfm) 
yi-m" 










zwischen ihnen besteht die 


Beziehung 










(53) 


wV 


-»,¥ 


+ w,,V 


+ w,'V 


+ 


•«,¥ 


1-0 




die wir auch 


















(54) 




^4 — 


•■(lo.>Pi 


H- ro^Ya + w 


f.) 
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schreiben können; der Vektor H* ist also wieder normal zu w. Den Raum- 
Zeit-Vektor I. Art T wiU ich magnetische Ruk-Kraft nennen. 

Analoge Beziehuagen wie zwischen itof*, m, e, 10 haben zwischen 
iwF*, SSt, ®, lu statt und es kann die Rßlation (D) nunmehr durch 

(D) wF* = iiwf* 

ersetzt werden. 

Die Gleichungen |C) und jD} können wir benutzen, um die Feld- 
vektoren F und f auf und Y zurückzuführen. Wir haben 

wF^-<^, wF* = - *>Y, wf = - £*, wf* *¥ 

und die Anwendung der Regel (45) führt im Hinblick auf (46) zu 
(65) F- [»,*]+.>[», Vf, 

(56) f- s [«.,*] + ! [», Vf, 
d. i. 

f„ -«(«.,<(>,- .0,0,)+ i (iB.I'i-ii'i'l'j), ii.>.f. 
Wir ziehen ferner den Uaum-Zeit-Vektor II. Art [0, 'I'] mit den sechs 
Komponenten 

0^\|/^— 0^\{/^^ 03^4 — 0^^2, 031^4 — 04 "('s 

in Betracht. Alsdann verschwindet der zugehörige Banm-Zeit-Vektor I. Art 

«■[*, l"] - - (<""!') * + (»*) i" 
wegen (49) und (53) identisch. Führen wir nun den Raum-Zeit-Vektor 
I. Art 

(57) a - !»[0, Tf 
mit den Komponenten 

a, i j 0„ 0„ 0, u. s. f. 

"fj, f.. 1'4 
ein, so folgt durch Anwendung der Regel (45): 

(58) \ß;^]-i[w,Sf, 
d. i. 

0,Y,~0,¥,-i(iB,Q4-i(i4Qj), U.S. f. 

Der Vektor Q erfüllt offenbar die Relation 

(59) (»a) - »,a, + wfi, + «i,a, + «..,a., - o, 

die wir auch 

a, - ■(»,a, -h B.aj -I- m.a,) 
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achreiben können, ist also wieder normal su w. Falls W = ist, hat man 
tt.^ = 0, Vi = 0, «i = und 

(60) «1 = <t>2^3 - <I>sV3, ßa = 0„Vi-tt)iVs, ß3 = *jVä-<t>sVi. 

Den Raum-Zeit -Vektor I. Art Q will ich als RvJi-Strahl bezeichnen. 

Was die Relation (E) anbelangt, welche die Leitfähigkeit ö einführt, 
so erkennen wir zunächst, daß 

_ I ID I ä + e 
— WS = — (w\Si + tl>iiSi + WsS^ + U\S^)'^—=== = Q 

die Buh -Dichte der Elektrizität (s. § 8 und § 4 am Schlüsse) wird. Als- 
dann stellt 

(61) s + (ws)iv 

einen Ranm- Zeit -Vektor I. Art vor, der wegen ww=^—l offenbar wieder 
normal zu w ist und den ich als Hiih-Strom bezeichnen will. Fassen wir 
die drei ersten Komponenten dieses Vektors als x-, y-, «-Komponente eines 
Raum-Vektors auf, so ist für den letzteren die Komponente na«h der 
Richtung von lü: 

und die Komponente nach einer jeden zu ID senkrechten Richtung iö wieder 

§w = So; 

es hängt diese] Kaum-Vektor also sehr einfach mit dem Kaum-Vektor 
S = § — pW zusammen, den wir in § 8 als Leitungsstrom bezeichneten. 

Nunmehi kann durch Vergleich mit (|) = — wF die Relation (E) auf 
die Gestalt gebiacht werden: 

{E| +(_?/s);( ^—0i<F 

Diese Foimel faßt wieder viei Grleiuhungeu zusammen von denen jedoch, 
weü es sieh beiderseits um zu it noiraale Raum Zeit-Vektoren L Art 
handelt, die vierte eine Fol^e der diei eisten ist 

Endlich werden wir noch die Difieientialgleichuiigen (A) und (B) in 
eine typische Form umsetzen. 

§ 12. 
Der Differentialoperator lor. 

Eine 4 x 4-reihige Matrix 

Sn, Sis, Si3, S,, 

1 Sa, , Sao , Sm - Sa± 

^Sl> ^Sit; ''SSI ^31 
S.l, S,„ Sj„ S„ 
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mit der Vorsciirift, sie bei einer Lorentz-Transformation A jedesmal durch 
Ä8A zu ersetzen, mag eine Baum-Zeü-Matrix IL Art heißen. Eine der- 
artige Matrix liat man insbesondere 

in der alternierenden Matrix f, die einem Raum - Zelt -Vektor IL Art f 
entspricht, 

in dem Produkte fF zweier solcher alternierender Matrizen f, F, das 
bei einer Transformation A durch (A-yA) (A-^FA) = A'^fPA zu er- 
setzen ist, 

femer, wenn w-i,w^,w^,w^ und Qj, Qj, Qg, Q^ zweiRaum-Zeit-Vektort;u 
I. Art sind, in der Matrix der 4x4 Elemente iS^j, = mJ^^i, 

endlich in einem Vielfachen L der Einheitsmatrix, d. h. einer 4x4- 
reihtgen Matrix, in der alle Elemente in der Hauptdiagonale einen gleichen 
Wert L haben und die übrigen Elemente sämtlich Null sind. 

Wir haben es hier stets mit Funktionen von Raum-Zeitpunkten ir, y, e, it 
zu tun und können mit Vorteil eine 1 x i-reikige Matrix, gebildet aiis 
dm Differentiationsstftnholen 



! 



dy ' 



oder auch 

rnn\ \ d 3 d 3 1 

^ ' 1 9^1 8x^' Sxg' 3*4 I 

geschrieben, verwenden. Für diese Matrix wiU ich die Ablcürsung lor 

brauchen. 

Es soll dann, wenn S ivie in (62) eine Raum-Zeit-Matrix IL Art 
bedeutet, in sinngemäßer Übertragung der Regel für die Pro duktbil düng 
Ton Matrizen, unter lor S die Ix 4-reihige Matrix 

\K„ K,, K„K,\ 
der Ausdrücke 

(64) K, ^ ^g^^ + 11^ -F g-* -^ ^-^^^ (h ^ 1, 2, 3, 4) 

verstanden werden. 

Wird durch eine Lorentz-Transformation A ein neues Bezugsyatem 
Xj', x^', Xg', x^' für die Raum-Zeitpunkte eingeführt, so mag analog der 
Operator 

, , I 3 3 S ■ 

angewandt werden. Geht dabei S in 5" = ASA = [ySVi| über, so wird 
dann unter lor' S' die 1 x 4-reibige Matrix der Ausdrücke 

7i- ' _ 3 Sit j_ SSt^ dSs,. SSii, rt- _ 1 9 ^ A-, 
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zu Terstehen sein. Nun gilt für die Differentiation einer beliebigen Funk- 
tion Ton einem Raum-Zeitpunkte die Regel 

d ,8 , d , d 

= a^ «u + ä^ «.. + ä^ «3. + g^ «.*, 

die in einer leicht verständüeheii Weise symbolisch als 

lor' = lor A 
ZU deuten ist, und mit Uüoksiciit iierauf folgt sogleich 
(65) lor S' = lor (ACA-^ÄA)) = (lor S)A, 

d. h. wenn S eine Baum-Zeit-Mairix IL Art vorstellt, so transformiert sich 
lor S als ein Baum- Zeit-Vektor I. Art. 

Ist insbesondere L ein Vielfaches der Einheitsmatrix, so wird unter 
lor L die Matrix der Elemente 
,„., \8L dL dL Sil 

(6ö) _ \w,' w,' ä^' uA 

zu verstehen sein. 

Stellt s==|Si, »2, Sj, s^l einen Baum-Zeit-Vektor I. Art vor, so wird 

P'') '»" - T:., + &-, + to. + H, 

ZU erklären sein. Treten bei Anwendung einer Lorentz- Transformation A 

die Zeichen lor', s' an Stelle von lor, s, so folgt 

lors' = (lorA)(As)=loi'S, 
d. h. lor s ist eine Invariante bei den Lorentz-Transformationen. 

In all^t diesen Beniekungen spielt der Operator lor selbst die Bolle 
eines Baum- Zeit-Vektors I. Art. 

Stellt f einen Raum-Zeit -Vektor IL Art vor, so hat nun — lor f den 
■Raum-Zeit -Vektor I, Art mit den Komponenten 



Sa,, 


+ S^ + 8i7^ 


SA, 


+ s^ + 8-i:- 


Si. ^ 8«, 


, s/„ 




+ £? 



zu bedeuten. Hiernach läßt sich das System der Differentialgleichungen 
(A) in der kurzen Form 

{A) lor/ s 
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zusammenziehen. Ganz entsprecheaii wird das System der Differential- 
gleichungen (B) zu schreiben sein: 

[B) lor_F'*==0. 

Die im Hinblick auf die Definition (67) von lor s gebildeten Ver- 
bindungen lor (lor /■) und lor (lor F*) versehwinden offenbar identisch, 
indem f und F* alternierende Matrizen sind. Dai-nach folgt aus {Ä) für 
den Strom s die Beziehung 

während die Relation 

(69) lor (lor .F*) = 

den Sinn hat, daß die vier in [B] angetviesmen Gleichimgen rntr drei un- 
abhängige Bedingungen für den Verlauf der Feldvektoren repräsentieren. 

Ich fasse nunmehr die Resultate zusammen: 

Fs iedettte tu den Maum- Zeit -Vektor I. Art ■■- , , — ziz. (xo Ge- 

achwindigkeit der Materie), F den Baum-Zeit-Vektor II. Art SÄ, — i® 
(9JE magnetische Erregung, ® elektrische Kraft), f den Raum -Zeit- V^tor 
II. Art Tfl, — ie (tu magnetische Kraft, e elektrische Erregung), s den 
Ittmm- Zeit-Vektor I. Art §, iq (q elektrische Baumdichte, §^plti Leitunga- 
strom), £ die Dielädrizitätskonstante, (i die magiietische PermeabiUtät, ß die 
LeUfähigkeit , so lauten (mit den m § 10 imd § 11 erklärten Symbolen 
der Matrizenrechnung) die Grundgleiclinngen für die elektromagnetischen 
Vorgänge in hewegten Korpein 

|A| lor/-=-s, 

{B) lorJ'* = 0, 

iC| wf^BwF, 

(DJ wF'^^nwf^, 

|B| s-{-(ivs)iü awF. 

Dabei gilt ww = — 1, es binl die Baum Zeü-Vekprm 1. Art wF, 
wf, wF*, wf*, s + {ws)w samflicfi normai zu w mid endUch besteht für 
das Gleicimngssystem {B) de? ZusammenJianq 
lo (Ih^J^j = 
In Anbetracht der zuletzt genannten Umstände steht hier genau die 
erforderliche Anzahl von unabhängigen Gleichungen zur Verfügung, um 
bei den geeigneten Greuzdaten die Vorgänge vollständig zu beschreiben, 
wofern die Bewegung der Materie, also der Vektor lo als Funktion von 
X, y, z, t bekannt ist. 
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§ 13. 
Das Produtt der FeldTektoren fW. 

Endlich fragen wir nach den Gesetzen, die vi 
Vektors w als Punktion von x, y, s, i führen. Bei den tieranf bezüg- 
lichen Untersuchungen, treten diejenigen Ausdrücke in den Vordergrund, 
die durch Bildimg des Frodukts der zwei aliemiermäen Matrizmi 





0, /■„, /,„ fu \ 


0, F„, _F„, _F„ 


f- 


f..,o.f,.f.^ ^_ 


F„, 0, F,„ i?. 




/„, U f.« 


Fu, Fa, F„, 


sich darbieten. Ick schreibe 




S„-i, S„, S,„ 


Su 










8„, 8„, S„, 


S^-L 




so, daß dabei 




pi) s„ + s„ + s„ + s„ 


-0 


Tffird. 




Alsdann bedeutet L die in den Indizes 


, 2, 3, 4 symmetrisc 



le Ver- 
bindung 

(12) i - i (/■„J^« + f„-F., + /'u-F„+/;.-P,. + f„f,. + /;.-F,.), 

und es wird 

Sn-\(f«A, + UF>t + f„F„-f„F„-f„F„-f,^F,^), 

Si,-A,F„ + f„F„, u. s. t. 

Indem ich die Bealitätsverhältnisse zum Ausdruck bringe, will ich noch 

■Z,, -•2', I 



(73) 



(74) S- 



achreiben, wobei dann 



^11, ^12f ^13J ^14 




2„ 


K: 


S,„ S„, S„, S„ 




^, 


r„ 


s,„ «„, s„, s„ 




X., 


r;, 


s„, s„, s„, s„ 




-!Z„ - 


-ir„ 



-iT,\ 
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2_ _ i (m,n, - m,!K, - m.SK. + e.S, - c,% - t.®,) 
2, - lll.SW, + e,e„ Y, - 1II,SK, + t,(S„ u. s. t. 

(76) X, - e,äR. - e,ä»,, 

T, - ni,e, - m,(ä„ u. s. t. 
T, - i (m,SB, + ni,aK, + iti.M. + t,S. + e,g, + e.g.) 

imd aucli 

(76) i - i (m..3B, + m,!«, + m.äji, - e.S.- e,e, - t,g.) 

sämtlich reell sind. In den Tlieorien für ruhende Körper liommen die 
Verbindungen X^, X^, X„ Y„ Y^, Y„ Z„ Z,, Z, unter dem Namen 
„jilaxwellsche Spannnngen", die Größen T^, T^, T^ als „Poyntingscher 
Vektor", T^ als „elektromagnetische Energiedichte für die Volumeneinheit" 
Tor und wird L als „Lagrangesche Funktion" bezeichnet. 

Wir finden nun andererseits durch Zusammensetzung der zu / und 
F dualen Matrizen in umgekehrter Folge sofort 

-S„-I, -s„, -s,„ -s„ 

~S„, -S„^L, -S,„ -S„ 

(77) F'f- _g^^^ _g^^^ -.S.,~i, -S.. 

-s„, -s,„ -s„, -s„-i 

und können hiernach setzen 

(78) fF-S-L, F*f--S-L, 

indem wir iintcr L das Vielfache L ■ 1 der Einheitsmatrix, d. h. die Matrix 

der Elemente 

IT, : /'e,,^!, .,„ = 0, Ä + /A 

I "' \ h,k=l,2/d,4 J 

verstehen. 

Daraus folgern wir weiter, indem hier SL'^LS ist, 

und finden, da f*f=X)ei^ f, F*I^=Det^^ist, die interessante Beziehung: 

(79) SS = Xä-Det^/-Detä^, 

d. h. das ProduJä der Matrix S in sich se^si ist ein Vielfaches der Eirt- 
heOsmaMx, eine Matrix, in welcher außerhalb der Hauptdiagonale alle 
Elemente Null und in der Diagonale alle Elemente gleich sind und als 
gemeinsamen Wert die hier rechts angegebene Größe haben. Es gelten 
also allgemein die Belationen 
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Indizes h, Tz aus der Seihe 1, 2, 3, 4 und 

(81) S^,S,, + S,,S,, + S,^.%, + S,,S^, = i^ - Det '^fDet ^ 7^ 
für h^ 1,2, 3,4:. 

Indem wir jetzt anstatt F und f in den Verbindungen (72), (73) 
mittels (55), (Ö6), (57) die elektrische Ruh-Kraft <t>, die magnetische Suh- 
Kraft V, den Ruh-Strahl Q einführen, gelangen wir zu den Änsdröcken: 

(82) i = - 1 edxi) + i- fi'W, 

(83) S„ = -y£<t)^e^j-y^¥¥e^, 

+ i((t)^0j — **m;^m,j.) + ^(Y^Vf- V Yif.wJ 
- ß^2f j- Eftw^Q, (/«, k = 1, 2, 3, 4); 

darin sind noch einzusetzen 

Nämlich jedenfalls ist die rechte Seite von (82) ebenso wie L eine 
Invariante bei den Lorentz- Transformationen und stellen die 4x4 Ele- 
mente rechts in (83) ebenso wie die ä^j eine Raum-Zeit-Matris IL Art 
dar. Mit Rücksicht hierauf genügt es schon, um die Relationen (82), 
(83) allgemein behaupten zu können, sie nur für den Fall Wj = 0, w^ — 0, 
«"s = 0, w^ = i zu verifizieren. Für diesen Fall ID = aber kommen (83) 
und (82) durch (47), (51), (60) einerseits, e = £®, 50i = /im andererseits 
unmittelbar auf die Gleichungen (75) und (76) hinaus. 

Der Ausdruck rechts in (81), der 



^ (i (mm - eG))' + (em)(lä50i) 



ist, erweist sich durch (ein) = £tt)Y, (®9R) =[i<t>'^ als ^ 0; die Quadrat- 
wurzel aus ihm, ^ genommen, mag im Hinblick auf (79) mit Det * 5 
bezeichnet werden. 

Für jS, die transponierte Matrix von S, folgt aus (78), da f f, 

F = -F ist, 

(84) Ff^S - L, f-^F--'- = ~S-L. 

Sodann ist _ 
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eine alternierende Matrix und bedeutet zugleich einen Raum-Zeifc -Vektor 
n. Art. Aus den Ausdrücken (83) entnehnien wir sofort 

(85) S-S=-(£ft-l)KQ], 
woraus noch (vgl. (57), (58)) 

(86) iv{S - S)* = 0, 

(87) H(S- Si - (su~ 1)Q 
herzuleiten ist 

Wenn m emem Bmmt ZettpimUe die Jlaieiie ruht, ID = ist, so be- 
deutet (86) das Seitehen det Gleichungen 

ferner hat man dann nach (83): 

jSun wird man durch eine geeignete Drehung des räumlichen Koordinaten- 
systems der X, y, s um den Nullpunlit es bewirken können, daS 

i;^ = r, = 0, X, ^ ^; =^ 0, r, = x^ = 

ausfallen. Nach (71) hat man 

(88) X, + r^ + .2, + 2", - 

und nach dem Ausdruck in (83) ist hier jedenfalls T^'> 0. Im speziellen 
Falle, daß auch Q verschwindet, folgt dann aus (81) 

-K^ = y;^ = Z^ = Tf = (Det* S'f 

und sind T, und von den drei Größen X^, T^, Z, eine = + Det *"S, die 

zwei anderen = — Det * S. Versehwindet ?} nicht, so sei etwa ßg ^ 0, 
dann hat man nach (80) insbesondere 

r,x, = 0, r,r, = 0, z^T^ j^t^t,-o 

und findet demnach Q^ = 0, Q^ = 0, Z, T,. Aus (81) und im Hin- 
blick auf (88) folgt alsdann 

X, = - r =±Det* S, 



- Z^.^ T,^y DBt^ S+siiQs^>'Dei^ S. — 
Von gamz hesonderer Bedeutung wird endlich der Baum- Zeit -Vektor 
I.Art 

(89) ^=lorS, 

für den wir jetzt eine wichtige Umformung nachweisen wollen. 
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Nach (78) ist S ^ L + fF und es folgt zunäclist 
lor S = lor i + lor fF. 

Das Symbol lor bedeutet einen Differentiationsprozeß, der in lor fF 
einerseits die Komponenten von f, andererseits die Komponenten von F 
betreffen wird. Entsprechend zerlegt sich lor fF additiv iu einen ersten 
tmd einen zweiten Teil. Der ei-ste Teil wird offenbar das Produkt der 
Matrizen (lor^F sein, darin lorf als 1 x 4-reibige Matris: für sich auf- 
gefaßt. Der zweite Teil ist derjenige Teil von lor fF, in dem die Diffe- 
rentiationen nur die Komponenten von F beireffen. Nun entnehmen wir 
aas (78) 

fF^-F"'f*-2L; 

infolgedessen wird dieser zweite Teil von lor fF sein — (lor F*)f* + dem 

Teil, von — 2lorL, in dem die Differentiationen nur die Komponenten 

von F betreffen. Danach entsteht 

(90) lor S = (lor /) F ~ (lor F*)f* + N, 

wo N den Vektor mit den Komponenten 

y, _ i If- F„ +^F„ + f^ F„ + if'-' J-u + f' F„ + f'- F„ 

(7( = 1, 2, 3, 4) 

bedeutet. Durch Benutzung der Grundgleiebungeu { A ) und { B } gebt 

(90) in die fundwmentdle Delation 

(91) lor Ä = - sF -L N 
über. 

Im Grenzfalle ^ = 1, .«■=!, wo f =• F ist, verschwindet JV" identisch. 

Allgemein gelangen wir auf Grund von (55), (56) und im Hinblick 
auf den Ausdruck (82) von L und auf (57) zu folgenden Ausdracken der 
Komponenten von JV: 

(92) jV = _ ± 0* ^ ^ 4- 'l''!' 1^ 

für Ä = 1, 2, 3, 4. 

Machen wir noch von (59) Gebrauch und bezeichnen den Raum-Vektor, 
der ßj, flg, Q3 als X-, y-, s-Komponenten hat, mit $ß, so kann der letzte, 
dritte Bestandteil von (92) auch auf die Gestalt 



y Google 



GirundgleichungeE für die elektromaguetisclieii Vorgänge. 391 

gebracht werden, wobei die KlamniHr das skalare Produkt der daria auf- 
geführten zwei Vektoren anzeigt. 



Die pondei-oiuotorische» Kräfte. 

Wir stellen jetzt die Relation K = lor S = ~ sF -[- N ausführlicher 
dar; sie liefert die vier Gleichuiigen 

(94) K,->^ + ff + ^~'§-fS, + i,m,-S.SIt, 



(95) K, = "-- + ^J'- + 'i-?# - »e, + ä.9) 

^ ' ' pic py e« PI s 



(96) 7i:,_^.+«ä!+M_^._5(ä_ + ä,a»,~8,s». 

-4-<i>*i'--i-'i''t'J^-h 'iSt(äB? 

(97) -'-i:._-|S«--?^-l?l-^-ä.{S. + ä.e, + ä.(ä. 

\ / j * da: dy ds dt x s > y p • i i 



+ i ,1,0 ^ + i. vry »5 _ 4üi /ss I") . 

'2 9t ' 3 3t yi_n)S \ St/ 



yr. 

Es id nun meine Meinung, daß hei den elektromagndischen I 
die ponderomotorische Kraft, die an der Materie in einem Smim-Zeitpwnkte 
X, y, s, t angreift, berechnet für die Völmmeneinheit, als x-, y-, z-Kompo- 
nmten die drei ersten Komponenten des swm Baum-Zeit -VeMor w normalen 
Barnn-Zeit-Velckirs 

(98) K + {wK)w 

hat wnd daß f&rner der Energiesatz seinen Ausdruck in der dbigeii vioien 
MdaUon findet. 

Diese Meinung eingehend zu begründen, sei einem folgenden Auf- 
satze vorbehalten; hier will ich nur noch durch einige Ausführungen zur 
Mechanik dieser Meinung eine gewisse Stütze geben. 

Im Grenzfalie e = 1, ji ^ 1, 6 = ist der Vektor iV"= 0, ^ = ptn, 
es wird dadurch tvK — und es decken sich diese Ansätze mit den in 
der Elektronentheorie üblichen. 
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Anhang. 
Mechanik und Relativitätspostulat. 

Es waie hnchst unbefriedigend j dürfte man die neue Auffassung des 
Zeitbegrifla, die durch die Freiheit der L or entz-Tr ans form ationen gekenn- 
zeichnet ist, nur für ein Teilgebiet der Physik gelten lassen. 

Nun sagen viele Autoren, die klassische Mechanik stehe im (xegeaeatz 
zu dem Relativität spostulate, das hier für die Elektrodynamik zugrunde 
gelegt ist 

Um hierüber ein Urteil zu gewinnen, fassen wir eine spezielle Lorentz- 
Traü'-tormation ids Auge, wie sie durch die Gleichungen (10), (11), {12) 
dargeateEt ist, mit einem von NuE verschiedenen Vektor B von irgend- 
einer Richtung und einem Betrage q, der < 1 ist. Wir wollen aber für einen 
Moment noch keine Verftigung über das Verhältnis von Längeneinheit 
und Zeiteinheit getroffen denken und demgemäß in jenen Gleichungen 
statt (j i', g schreiben et, et', ~, wobei dann c eine gewisse positive Kon- 
stante vorstellt und q -Cc sein muß. Die genannten Gleichungen ver- 
wandeln sich dadurch in 

es bedeutet, wie wir erinnern, r den Raumvektor x, y, s und r' den Raum- 
vektor x', y s'. 

Gehen wir in diesen Gleichungen, während wir ü festhalten, zur 
G renze c = oo über, so entsteht aus ihnen 

if -- tn , rÜ = r„ — qt, t' = t. 
Diese neuen Gleichungen würden nun bedeuten einen Übergang vom räum- 
lichen Koordinatensysteme x, y, £ zu einem anderen räumlichen Koor- 
dinatensysteme x', y, / mit parallelen Achsen, dessen Nullpunkt in bezug 
auf das erste in gerader Linie mit konstanter Geschwindigkeit fortschreitet, 
während der Zeitparameter ganz unberührt bleiben soll. 

Auf Grund dieser Bemerkung darf man sagen: 

Die Massisclie Mechanik postuliert eine Kovarianz der physikalischen 
Gesetse für die Gruppe der homogefnen Imem-en Tramformaiiomn des Aus- 
drucks 

(1) -x^-y'~£^+ cH' 

in sich mit der Bestimmung c — od. 

Nun wäre es geradezu verwirrend, in einem Teilgebiet der Physik 
eine Kovarianz der Gesetze für die Transformationen des Ausdrucks (1) 
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in sieh bei einem bestimmten endlieben c, in einem anderen Teilgebiete 
aber für c = oo zu finden. Daß die Newtonsche Mechanik nur dieae 
Kovarianz für c — oo behaupten und sie nicht für den Fall von c als 
Lichtgeschwindigkeit ersinnen konnte, bedarf keiner Erklärung. Sollte 
aber nicht gegenwärtig der Versuch zulässig sein, jene traditioneile Ko- 
varianz für c — cc nur als eine durch die Erfahrungen zunächst gewon- 
nene Approximation an eine exaktere Kovarianz der Naturgesetze für ein 
gewisses endliches c aufzufassen? 

Ich möchte aueführen, daß durch eine lieformienmg der Mechanik, 
wobei an Stelle des Newtonsdteti Jtelativitätsposiulates mit c ^ oo ein solches 
für ein endliches c triti, BOgar der axiomatische Äafbau der Mechanik er- 
heblieh an Vollendung zu gewinnen scheint. 

Das Verhältnis der Zeiteinheit zur Längeneinheit sei derart normiert, 
daß das ßelativitätspostulat mit c = 1 in Betracht kommt. 

Indem ich jetzt geometrische Bilder auf die Mannigfaltigkeit der vier 
Variablen x, y, s, t übertragen will, mag es zum leichteren Verständnis 
des Folgenden bequem sein, zunächst y, z völlig außer Betracht zu lassen 
und X und t als irgendwelche schiefwinklige Parallelkoordinaten in einer 
Ebene zu deuten. 

Ein Raum -Zeit -Nullpunkt {x, y, s,t=^ 0, 0, 0, 0) wird bei den 
Lorentz-Transformationen festgehalten. Das Gebilde 

(2) -x^-if-s^ + t^'^l, t>0, 

eine hyperholoidisdie Schale, mnfaßt den Raum-Zeitpuuktji(3!,i/,s,# = 0,0,0,l) 
und alle Raum -Zeitpunkte J.', die nach Lorentz-Transformationen als 
(x', y, s', t' = 0, 0, 0, 1) in den neu eingeführten Bestimmungf^atücken 
x', y', z', t' auftreten. 

Die Richtung eines Radiusvektors OA von nach einem Punkte 
A! von (2) und die Richtungen der in A! an (2) gehenden Tangenten 
sollen normal zueinander heißen. 

Verfolgen wir eine bestimmte Stelle der Materie in ihrer Bahn zu 
aüen Zeiten t. Die Gesamtheit der Raum-Zeitpunkte x, y, z, t, die der 
Stelle an den verschiedenen Zeiten t entsprechen, nenne ich eine Raum- 
ZeitUnie. 

Die Aufgabe, die Bewegung der Materie zu bestimmen, ist dahin 
aufzufassen: Es soll für jeden Baum-ZeitpwnM die JRichtung der daselbst, 
durchlaufenden Bavm-Zeiüinie festgestellt werden. 

Einen Raum-Zeitpunkt P{x, y, s, t) auf Buhe transformieren, heißi^ 
durch eine Lorentz-Transformation ein Bezugsjstem x', y', d , t' einführen 
derart, daß die ('-Achse OÄ die Richtung erlangt, die in P die dort 
durchlaufende Raum-Zeitlinie zeigt. Der Raum t' = konst., der durch P 
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zu legeu ist, soll dann der in P auf der Raum -Zeitlinie normale Raum 
heißen. Dem Zuwachs dt der Zeit t von P aus entspricht der Zuwachs 
(3) dz = Ydt^ - dx^ - df - dz^ = dtyi~xo^ = ^*^ 

des hierbei einzuführenden Parameters f. Der Wert des Integrals 

J^dt — y^— (dXi^ + dse/ + dXs^ + dx^^), 
auf der Eanm-Zeitlinie voa irgendeinem festen Anfangspunkte P" an bis 
zum variabel gedachten Endpunkte P gerechnet, heiße die Eigmzeii der 
betreffenden Stelle der Materie im Raum-Zeitpunkte P. (Es ist das eine 
Yerallgemeinerung des von Lorentz für gleichförmige Bewegungen gebil- 
deten Begriffs der Ortsseit) 

Nehmen wir einen räumlich auegedehnteu Körper R" zu einer be- 
stimmten Zeit f, so BoR der Bereich aller durch die Eaum-Zeitpuukte li", t" 
führenden ßaum-Zeitlinien ein Haum-ZeUfadm heißen. 

Haben wir einen analytischen Ausdruck 0,(a;,;/, 2, i), so daß Q(x,y,0,t) = O 
voa jeder Raum-Zeitlinie des Fadens in einem Punkte getroffen wird, wobei 

-©"-©■- ©'+(!?)">». ?l>» 

ist, so wollen wir die Gesamtheit Q der betreffenden Treffpunkte einen 
Querschnitt des Fadens nennen. An jedem Punkte P(a;, y, s, t) eines 
aolchen Querschnitts können wir durch eine Lorentz -Transformation ein 
Bezugsyetem x', y, s', (' einführen, so daß hernach 

|?,_o, f,-o, -K_^o, -|5->o 

wird. Die Richtung der betreffenden, eindeutig bestimmten i'- Achse 
heiße die obere Normale des Querschnitts Q im Punkte P und der Wert 
dJ= ff f dx'dy'ds' für eine Umgebung von P auf dem Querschnitt 
ein Inkaltsdement des Querschnitts. In diesem Sinne ist E", f selbst 
als der zur i- Achse normale Querschnitt t = f des Fadens und das "Volumen 
des Körpers 7?" als der Inhalt dieses Querschnitts zu bezeichnen. 

Indem wir den Raum JE" nach einem Punkte hin konvergieren lassen, 
kommen wir zum Begriffe eines tmmdlich dünnen Raum -Zeitfadens. In 
einem solchen denken wir uns stets ekie Raum-Zeitlinie irgendwie als 
Haupüime ausgezeichnet und verstehen unter der Eigenmt des Fadens 
die anf dieser Hauptlinie festgestellte Eigenzeit , unter den Normal- 
guersehmtten des Fadens seine Durchqueruugen durch die in den Punkten 
der Hauptlinie auf dieser normalen Räume. 



') Die Bezeiclmuiig mit Indizes und die Zeicten lü, id nehmen % 
1 früher festgesetzten Sinne in Gebrauch (s. § 3 und § 4), 
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Wir formulierpn minmehr das Prhwlp von thr Erhaltung der 1 

Jedem Eaume R zw einer Zeit t gehört eine positive Große, die 
Masse in E zur Znt t, zu. Konvergiert R nach einem Punkte x.y,z.i 
hin, so nähere sich der Quotient aas dieser Masse und dem Volumen von 
J? einem Grenzwert ^(p, y, 5, i). der Massendichie im Raum -Zeitpunkte 
T, y. s, t. 

Das Prinzip tod der Erhaltung der Massen besagt: Für eiiieit un- 
endlich dUnnea Maum-Zeüfaden ist dos ProduH fidJ" ans der Massen- 
ditMe fi an einer Stelle x, y, s, t des Faden? (d. h. der Hauptlinie des 
Fadens} und dem Inhalt dJ des durch die Stelle gehenden sur t-Achse 
■normalen Qiierschniits stets längs des gansen Fadens kvmtant. 

Nun wird als Inhalt dJ^ des durch x, y, S, t gelegten Normalquer- 
schnitts des Fadens 
(4) dJ= --— d.T^ - i,„,ä.T= ^ äJ 

zu rechnen sein und es möge 

als Buh 'Massendichte an der Stelle x, y, g, t definiert werden. Alsdann 
kann das Prinzip von der Erhaltung der Massen auch so formuliert werden: 

Für einen imendliek dünnm Baum-Zeitfaden ist das Produkt aus der 
Buh 'Massendichte und dem Inhalt des Normdlgtierschmtis an einer Stelle 
des Fadens stets längs des ga/ngen Fadens Iconstard. 

In einem beliebigen Haum- Zeitfaden sei ein erster Querschnitt Q" 
und sodann ein zweiter Querschnitt Q^ angebracht, der mit (^ dessen 
Punkte auf der Begrenzung des Fadens, aber nur diese gemein hat, 
und die Raum-Zeitlinien innerhalb des Fadens mögen auf Q^ größere 
Werte t als auf Q" zeigen. Das von Q" und Q^ zusammen begi'enzte, 
im Endlichen gelegene Gebiet soE dann eine Raum- Zeit- Sichel, Q* die 
untere, Q'- die obere Begrenzung der Sichel heißen. 

Denken wir uns den l'aden in viele sehr dünne Raum -Zeitfäden zer- 
legt, so entspricht jedem Eintritt eines dünnen Fadens iu die untere Be- 
grenzung der Sichel ein Austritt aus der oberen, wobei für beide das im 
Sinne von (4) und (5) ermittelte Produkt vdJ^ jedesmal gleichen Wert 
hat. Es verschwindet daher die Differenz der zwei Integrale jvdJ^, 
das erste erstreckt über die obere, das zweite über die untere Begrenzung 
der Sichel. Diese Differenz findet sich nach einem bekannten Theoreme 
der Integralrechnung gleich dem Integrale 



/ / / /lor vwdxdyd^'dt, 
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erstreckt über das ganze Gebiet der Sichel, wobei (vgl. (67) in § 12) 

1" "" - TiV + TSf + ^^ + T^ 
ist. Wird die Sictel auf einen Raum -Zeitpunkt x, y, &, t zusammen- 
gezogen, so folgt hiernach die Differentialgleichung 

(6) lor VW - 0, 

d. i. die Kontinuitätsbedingung 

S^m, dpio^ S(Uü. , Si» „ 
d:c ^ 3y ^ ds ^ dt ~^' 

Wir bilden ferner, über daa ganze Gebiet einer Eaum-Zeit-Siehel 
erstreckt, das Integral 

(7) N ^-ffffvdxdydsdt. 

Wir zerschneiden die Sichel in dünne Baum-Zeitfäden und jeden dieser 
Fäden weiter nach kleinen Elementen dv seiner Eigenzeit, die aber noch 
gegen die Lineardimensionen der Normalquerschnitte groß sind, setzen 
die Masse eines solchen Fadens vdJ„ = dm und schreiben noch t** und t^ 
für die Eigenzeit des Fadens auf der unteren bzw. der oberen Begrenzung 
der Sichel; alsdann ist das Integral (7) auch zu deuten als 

ffvdJJx =f(t'-T'*)dm 
über die samthchen Fäden in der Sichel. 

N«n fasse ich die Raum-Zeitlinien innerhalb einer Raum -Zeit- Sichel 
gleichsam wie substanzielle Kurven aus substanzieUen Punkten bestehend 
auf und denke sie mir einer kontinuierlichea Lagenverändoruag innerhalb 
der Sichel in folgender Art unterworfen. Die ganzen Kurven sollen 
irgendwie unter Festhaltung der Endpimkte auf der unteren und der oberen 
Begrenmmg der Sichel verrückt und die einzelnen subatanzieUen Punkte 
auf ihnen dabei so geführt werden, daß sie stets normal zu den Kurven 
fortschreiten. Der ganze Prozeß soU analytisch mittels eines Parameters & 
darzustellen sein und dem Werte ■9' = sollen die Kurven in dem wirklich 
stattfindenden Verlauf der ßaum-Zeitlinien innerhalb der Sichel entsprechen. 
Ein solcher Prozeß aoU eine virtueUe Verrüchung in der Sichel heißen. 

Der Punkt x, y, 0, t in der Sichel für & = möge beim Parameter- 
werte & nach X -j- dx, y -\- äy, s + 8s, t ^ St gekommen sein; letztere 
Größen sind dann Funktionen von x, y, z, t, &. Fassen wir wieder 
einen unendlich dünnen Raum-Zeitfaden an der Stelle x, y, s, t auf mit 
einem Isor malquer schnitte von einem Inhalte dj^ und ist d J^ -f SdJ„ 
der Inhalt des N"or malquer Schnitts an der entsprechenden Stelle des 
variierten Fadens, so woUen wir dem Frinsipe von der Erhaltung der 
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1 in der Weise ßechnung tragen, daß wir aa dieser variierten Stelle 
eine Ruh-Massendicltte v + dv gemäß 

(8) {v + dv) (,dJ„+ 8dJ^ = vdJ^ = dm 

annehmen, unter v die wirkliche Ruh -Massen dichte an x, y, s, t ver- 
standen. Zufolge dieser Festsetzung variiert dann das Integral (7), über 
das Grebiet der Sichel erstreckt, bei der virtuellen Verrückung als eine 
bestimmte Funktion N + dN von & und wir wollen diese Funktion 
N -r tfN die Massenwirkung bei der virtuellen Verrüekuug nennen. 
Ziehen wir die Schreibweise mit Indizes heran, so wird sein: 

(9) d{x,+ 8x,)^dx, + 2i^^'^'^'-^^-^^ \h^l,2,i'^)' 

Nun leuchtet auf Grund der schon gemachten Bemerkungen alsbald 
ein, daß der Wert von N + iJN beim Pavameterwerte # sein wird: 

(10) N + dN =^ fffS'^ -''^-j^dxdydzdt, 

über die Sichel erstreckt, wobei d(T-{-ST) diejenige Größe bedeutet, die 
sich aus 



y-(dx^ + ddx^y - {dx^ + ddx^y - (dx^ + ddx^y ~ (dx^ + ddx^y 
mittels (9) und 

dxi =- Wj^di, dx^ = iv^dr, dx.^ -- w^dt, dx^ = w^dr, d-^ = 
ableitet; es ist also 

Nun woUen wir den Wert des Differentialquotienten 

einer Umformung unterworfen. Da jedes öa:^ als Funktion der Argumente 
a\, x^, x^, x^, & für 3- — allgemein verschwindet, so ist auch allgemein 
^ ■ - '' = für & — 0. Setzen wir nun 

(13) f e|-'').^=o = ^" (/»^ 1,2, 3, 4), 

so folgt auf Grund von (10) und (11) für den Ausdruck (12): 

Für die Systeme x-^, x.,, x^, x^ auf der Begrenzung der Sichel soUen 
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äXi, iJa^j, ÄiCj, dx^ tei jedem Werte & verscJiwmdeij und sind daher 
auch Ij, la, I3, ^^ überall Null. Danach Terwandelt sich das letzte Integral 
durch partielle Integration in 



111/2 



^ 



'-+ 



S^^k^ 



+ - 



^ + - 



1 dxdydzät. 



Darin ist der K lamm eraus druck 



Die erste Summe hier verschwindet zufolge der Kontinuitätshedingung (6), 
die zweite läßt sich darstellen als 



wobei durch ^ Differentialquotienten in Richtung der Raum-Zeitlinie 

einer Stelle angedeutet werden. Für den Differentialquotienten (12) resultiert 
damit endlich der Ausdruck 



////-(^^' + *^' + %^' + t'5.)''-^»''^*- 



(14) 



Für eine virtuelle Verrückang in der Sichel hatten wir noch die 
Forderung gesteRt, daß die aiibatanzieU gedachten Punkte normal zu den 
aus ihnen hei^esteUten Kurven fortschreiten sollten; dies bedeutet ffir 
Ö- = 0, daß die ^^ der Bedingung 
(15) w^ g, + w,i, + w, % + w, I, = 

zu entsprechen haben. 

Denken wir nun an die Maxwellschen Spannungen in der Elektro- 
dynamik rahender Körper und betrachten wir andererseits unsere Er- 
gebnisse in den §§ 12 und 13, so liegt eine gewisse Anpassung des 
Samiltonschen Pringipes für kontinuierlich e 
an das Bdativität^stulat nahe. 

An jedem Raum -Zeitpunkte sei (wie 
Matrix 11. Art 



(16) S = 



bekannt, worin X^, Y^, . 






edehnte elasfcisolie Medien 


§ 13) eine Raum-Zeit^ 


r„ Z,, ~iT, 




r,, 2,, -ii". 




r., z., -ii. 




r,, -iZ,, T, 




., T, reelle Größen 


sind. 
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Für eiue virtuelle Verrüefeimg in einer Eaum-Zeit-Sichel bei den 
vorhin angewandten Bezeichnungen möge der Wert des Integrals 

(17) W+ äW-JJJJ{^ S,„ ?4=«*'»>) äxdpdsdi, 

über das Gebiet der Sichel erstreckt, die Spannungswirhung bei der vir- 
tuellen Verrückung heißen. 

Die hier vorkommende Summe, ausfükrlicher und mit reellen Größen 
geschrieben, ist 

Wir "woUen nun folgendes Minimalprinmp fw die Mechanik ansetzen: 
Wird irgendeine Baum- Zeit -Sichd ahgegrm^, so soll hei jeder vir- 

tudlen Verrüchimg in äer Sichd die Summe aus der Massenwirkung und 

aas der Spannungswirhmg für den wirMick stattßndenden Verlauf der Ramn- 

ZeitUnien in der Sichel stets ein Ssctremum sein. 

Der Sinn dieser Aussage ist, daß bei jeder virtuellen Verröckuug in 

den vorhin erklärten Zeichen 

sein seil. 

Nach den Methoden der Variationsrechnung folgen aus diesem ^Minimal- 
prinzipe unter Rücksichtnahme auf die Bedicgung (15) und mittels der 
Umformung (14) sogleich die folgenden vier Differentialgleichungen 

(19) v'^' = K, + %w,, ih = 1, 2, 3, 4), 



die Komponenten des Kaum -Zeit -Vektors I. Art £^ = lorjS sind und 
X ein Faktor ist, dessen Bestimmung auf Grund von ww = — 1 zu er- 
folgen hat. Durch Multiplikation von (19) mit w^ und nachherige 
Summation Über ?( = 1, 2, 3, 4 findet man % — Kw und es vs-ird 
K-'ir(Kw)w offenbar ein zu w normaler Eaum- Zeit -Vektor I. Art. 
Schreiben wir die Komponenten dieses Vektors 
X, Y, Z, iT, 
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SO gelangen wir nunmebi' ku folgenden 



(31) 



' dt dx ' 
d dz 



" dt ~dx ■ ^' 



z, 



" = T, 



ä d 

" dt d: 






d-c ' dl 



_^.Z'' j.'- 



und auf Grund dieser Umstände würde sich die vierte der Gleichungen (21) 
als eine Folge der drei ersten darunter ansehen lassen. 

Aus (21) leiten wir weiter die Gesetze für die Bewegung eines 
materiellen Funhtes, das soll heißen für den Verlauf eines unendlich 
dünnen Eaum- Zeitfadens ab. 

Es bezeichne x, y, 3, t einen Punkt der im Faden irgendwie an- 
genommenen Hauptlinie. Wir bilden die Gleichungen (21) für die Punkte 
des Normalguerschnitts des Fadens durch x, y, z, i und integrieren sie, 
mit dem Inbaltselement des Querschnitts multipliziert, über den ganzen 
Raum des Normalquerscbnitts. Sind die Integrale der rechten Seiten 
dabei H^, H Ü^, B^ und ist m die konstante Masse des Fadens, so 
entsteht 

d dx j, 

dt dt ^' 

dt dt I" 

(22) 

— ~= R 

dt dt '' 

m ^ - -f- = J^c 

Dabei ist wieder R mit den Komponenten R^., R^, B,, iif, ein Eaum- 
Zeit-Vektor I. Art, der zu dem Kaum-Zeit-Vektor I. Art tv, Geschwin- 
digkeit des materiellen Punktes, mit ö 

dx dy d; . dt 
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normal iet. Wir wolleu diesen Vektor M die iewegende Kraft des materiellen 
Punktes uennen. 

Integriert man jedoch die Gleichungen statt Über den Normalquer- 
sclinitt des Fadens entsprechend über den sur t-Ächse normalen Querschnitt 
des Fadens, der durch 3:, y, s, t gelegt ist, so entstehen (s. (4)) die 
Gleichungen (22), multipliziert noch mit -jr, insbesondere als letzte 
Gleichung darunter 

dt \dTl ^ X dt I 'J » dt ' ^ ' dt 

Man wird nun die rechte Seite als Ärheitsleistmtg am materiellea Punkte 
für die Zeiteinheit aufzufassen hahen. In der Gleichung selbst wird man 
dann den Energtesatß für die Bewegung des materiellen Punktes sehen 
und den Ausdruck 

»•(s'-i)-«'(7rb?-')='»(-^l"l'+|-l'°l' + -") 

als Mnetische Energie des materieRen Punlites ansprechen. 

Indem stets dt ~>_ dz ist, konnte man den Quotienten — -, als das 

Vorgehen der Zeit gegen die Eigenzeit des materiellen Punktes bezeiclmen 
und dann sich ausdrücken: Die kinetische Energie eines materiellen 
Punktes ist das Produkt seiner Masse in das Vorgehen der Zeit gegen 
seine Eigenzeit. 

Das Quadrupel der Gleichungen (22) zeigt wieder die durch das 
Reiativitätspostnlat geforderte volle Symmetrie in sc, y, z, it, wobei der 
vierten Glehchmtg, wie wir dies bereits in der Elektrodynamik analog an- 
trafen, gleichsam eine höhere physikalische Evidens sumschreibm ist. Auf 
Grund der Forderung dieser Symmetrie ist nach dem Muster der vierten 
Gleichung schon sofort das Tripel der drei ersten Gleichungen aufzubauen 
und im Hinblick auf diesen Umstand ist die Behauptung gerechtfertigt: 
Wird das Belativitätspoatulat an die Spitse der Mechanik gestellt, so folgen 
die vollständigen JBcwegtmgsgesetze allein aus dem Satse von der Energie. 

Ich möchte nicht unterlassen, noch plausibel zu machen, daß nicht 
von den Erscheinungen der Gravitation her ein Widerapiuch gegen die 
Annahme des Relativität spostulates zu erwarfen ist.*) 

Ist B* (x*, if*; z*, i*) ein fester Raum-Zeitpunkt, so soU der Bereich 
aller derjenigen Raum-Zeitpunkte S(x, y, s, (), für die 



*) In einec ganz anderen Weise, als ioli hier yorgehe, tat H. Poiccare (Rendi- 
oonti del Gircolo Matematico di Palermo, T. XXI (1906), p. 129) das Newtoneche 
Attraktionsgesetz dem Eelatiyitätepoatnlate anzupassen Tersucht, 

Minkowski, Gesammelte AbluuidlitDgen. II. 3G 
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(23) (x - ^f + (y - yy + (^ - ^*)^ = (i - (*)^ « - i* ^ 

ist, das Strahlgehüde des Raum-ZeitpvmkteB £* heißen. 

Von diesem Gebilde wird eine beliebig angenommene Raum-Zeitlinie 
stets nur in einem einzigen E au m-Zeitp unkte B geschnitten, wie einerseits 
ana der Konvexität des Gebildes, andererseits aus dem Umstände hervor- 
geht, daß alle Riehtungen der Ranm-Zeitlinie nur Eichtungen von Ji* 
nach der konkaven Seite des Gebildes sind. Es heiße dann £* ein Liclit- 
punkt von B. 

Wird in der Bedingung (23) der Punkt B(x, y, s, () fest, der Punkt 
B*(ar^, 1/*, ß*, ;*) variabel gedacht, so steEt die nämliche Relation den 
Bereich aEer Eaum-Zeitpunkte B* dar, die Lichtpunkte von B sind, und 
es zeigt sich analog, daß auf einer beliebigen Raum-Zeitlinie stets nur 
ein einziger Punkt jS* vorkommt, der ein Lichtpunkt von B ist. 

Es möge nun ein materieller Punkt F von der Masse n% bei Vor- 
handensein eines anderen materieEen Punktes F* von der Masse m* eine 
bewegende Kraft nach folgendem Gesetze erfahren, SteEon wir uns die 
Ranm-Zeitfäden von F und F^ mit Hanptlinien in ihnen vor. Es sei 
BG ein unendlich kleines Element der llauptlinie von F, weiter B* der 
Lichtpunkt von B, C'- der Lichtpunkt von C auf der Hauptlinie von F*, 
sodann OÄ' der zu B*G* parallele Radiusvektor des hyperboloidischen 
Grundgebildes (2), endEch B* der Schnittpunkt der Geraden B*C* mit 
dem dm-ch B zu ihr normal gelegten Räume. Die bewegende Kraß des 
Massenpunktes F im Baum-Zeiipunide B möge mm seüz derjenige m BO 
normale Baum-Zeit-Vektor I. Art, der sich additiv msammensetut aus dem 
Vektor 

(24) m,n*{p^)'Bm 

in Bichtung BD* und dazu einem geeigneten Vektor in Bichtung B*C*. 
Dabei ist unter OA'/B^I)* das Verhältnis der betreffenden zwei parallelen 
Vektoren verstanden. 

Es leuchtet ein, daß diese Festsetzung einen kovarianten Charakter 
in bezug auf die LorentKSohe Gruppe trägt, 

Wir fragen nun, wie sich hiernach der Raum-Zeitfaden von F ver- 
Tiält, faEs der materieEe Punkt F* eine gleichförmige Translationsbewegung 
ausführt, d. h. die Hauptlinie des Fadens von i*'* eine Gerade ist Wir 
verlegen den Kaum-Zeit-NuEpunkt in sie und können durch eine Lorontz- 
Transformation diese Gerade als i-Achse einführen. Nun bedeute x, y, s, t 
den Punkt B und es sei x* die Eigenzeit des Punktes B^, von aus 
gerechnet. Unsere Festsetzung führt hier zu den Gleichungen 
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(25) 

und 

(26) 

wobei 

(27) 

und 



Grund gl eichungen fvir die olektromogne tischen Vorgänge. 



■ + y" + 2' -((-,•)' 



r^)'+P)"+ (?)"=©■-' 



t De dre Grle h n^en ( o) la teu h liibetrafilit von (27) 
d e Gle chuncre f 1 e Bewegi. a^ e nes materiellen Punktes 
zehn g e aes festen Zent ma na h len Newtonschen Gesetze, 
tatt de Ze t i d E g uze t t des te llen Punktes tritt. 
Cle ch ng (26j o It ol n len Zu amm häng zwischen 
Ze t f r len mate eilen P kt 

Es möge un d e Bahn lea Ea mp kte x, y, z für die 
e ne Elhj e n t de ^ oß n Hai! a hse a 1er Exzentrizität e sf 
ih i^ d e exze t s he Anomal e bedeuten T den Zuwachs an 
für einen vollen Umlauf in der Bahn, endlich «T = 2nr ssin, 
geeignetem Anfangspunkte von r die Keplerache Gleichung 

(29) nx='E~t sin E 

besteht. Verändern wir noch die Zeiteinheit und beaeichnen 
geseh windigkeit mit c, so entsteht aus (28); 



genau wie 

unter An- 

nur daß 

Die vierte 

id 



»nen t 
in und in 
Eigenzeit 
sodaß bei 



(30) 



S-1-?.. 



1 + ' 



19^ 



Unter V'eraachlässigimg von c~* gegen 1 folgt dann 



mit - ndt (l + Y , 
woraus mit Benutzung von (29) sich 
(31) 



i+l 



nt + konst. = (^ + v ' — 2) '*^ ~l « * 



ergibt. Der Faktor ■ — ^ hierin ist das Quadrat des Verhältnisses einer g( 
wissen mittleren Geschwindigkeit von F in seiner Bahn zur Lichtge 
schwind igkeit. Wird für m* die Masse der Sonne, für a die halbe groß 
Achse der Erdbahn gesetzt, so beträgt dieser Faktor 10"*, 
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404 Zur Physik. 

Ein Anziehungsgeaetz für Massen gemäß der eben erörterten und mit 
dem Relativitätspostulate verbundenen Formulierung würde zugleich eine 
Fortpflanmmg der Gravitation mit lAchtgesdiwindiglieit bedeuten. In An- 
betraebt der Kleinheit des periodischen Termes in (31) dürfte eine Entschei- 
dimg gegen ein solches Gesetz und die TOrgeachlagene modifizierte Mechanik 
zugunsten des Newtonscheu Attraktion 9 gesetzes mit der Newtonseben 
Mechanik aus den astronomischen Beobachtungen nicht abzuleiten sein. 
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Eine Ableitung der Gmiidgleicliungen für die 

elektromagnetisclien Vorgänge in bewegten Körpern 

vom Standpunkte der Elektronentlieorie. 

(Aus dem Nachlaß von Hermann Minkowski bearbeitet von 

Mas Born in Göttingen.) 

(Mathomatisohe Acnalen, Band 68, S. 526—556.) 



Kurze Zeit vor seinem Tode hat mir Hermann Minlioweki ^ 
weise den Grundgedanken der yorliegenden Arbeit mitgeteilt. Ea handelt 
sich dabei um eine Ableitung der Grundgleichungen für die elektromag- 
netischen Vorgänge in bewegten Körpem, die sieh nabe an den von 
H. A. Lorentz eingeschlagenen Weg*) anschließt; es soUen nämlicli aus 
den im freien Äther geltenden Grundgleichungen die Gesetze für bewegt« 
Körper dadurch hergeleitet werden, daß die Bewegungen der in der 
Materie eingebetteten Elektrizität (Elektronen) verfolgt werden. Minkowski 
behauptete damals, daß der von Lorentz eingeschlagene Weg, die Mittel- 
werte der von den Elektronen heri-iihr enden Effekte zu bestimmen, mathe- 
matisch äquivalent sei einer Beihenentwieklung nach einem Parameter, 
der die mittlere Verscbiebung der Elektronen aus ihren Ruhelagen im 
Inneren der Materie mißt. Einige Tage später teilte er mir mit, daß das 
Glied 1. Ordnung in dieser Reihe in der Tat als dielektrische Polarisation 
gedeutet werden könne; seiner Überzeugung nach müsse das Glied 2. Ord- 
nung die Magnetisierung darstellen. Aus der Beschäftigung mit diesen 
ingängen hat ihn der Tod herausgerissen**). 



*) Ygl. H. A. Lorentz, Enzyklopädie der mathematischen Wieseiiscliafteii, V 3, 
Alt. 14, Abschnitt IV, Elekttotoaguetisclie Vorgänge in ponderahlen Körpern, S. 200. 

M. Abraham, Elektromagnetische Theorie der Strahlung, Leipzig 1908, 2. Aufl., 
2. Abschnitt, Elektromagnetische Vorgänge in wägbaren Körpern, § 28, S. 338. 

**) In seinem auf der 80. Natnrforaoher- Versammlung zu Eöki gehaltenen Vortrage 
„Eaum und Zeit" (Physikalische Zeitschrift, 10, Jahrg. 1909, 8. 104, und Jahresberichte 
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406 Zi=r Phyaik. 

Als mir von Herrn Hubert die auf die ] 
Papiere Minkowskis anvertraut wurden, habe ich sogleich gesucht, ob 
darin auf den genannten Gfegenstand bezügliche Aufzeichnungen vorhanden 
seien. Ich konnte aber nur wenige Anhaltspunkte finden; denn diese über 
hundert eng mit Formeln bedeckten Blätter enthalten kein einziges Wort 
des Testes oder der Erklärung der gebrauchten Zeichen. Erst als es mir 
gelungen war, die Miukowakiechen Ideen gemäß seineu mündlichen Mit- 
teilungen an rekonstruieren, habe ich in seinen Aufzeichnungen Stellen 
gefunden, die mit den von mir gewonnenen Formeln identisch zu sein 
scheinen. 

Aus diesen Gründen übergebe ich diese Aiboit uutei Minkowskis 
Namen der Öffentlichkeit. In der Äusdrucksweise und den Bezeichnungen 
werde ich mich nach Möglichkeit Minkowskis Gebrauche anschließen, und 
ich verweise dieserhalb auf seine Abhandlung: Die Grmidgtachungfn für 
die delitromagnetischm. Vorgänge in iewegten Kör]}tiij^) 



Einleitung. 

In der zitierten Äbkandlnng hat Minkowski die Grundgleichungen 
für die elektromagnetischen Vorgänge in bewegten Körpern mit Hilfe 
der in § 8, S. 368, formulierten Asiome aufgestellt. Dabei werden 
die in der Tat wohl nicht mehr angefochtenen Grundgleichungen für 
ruhende Körper (§ 7, Gleichungen (I) bis (V), S. 367) als bekannt voraus- 



Dieser Standpunkt entspricht nicht den Absichten von H, A. Lorentz, 
der die Vorgänge in materiellen Kölnern durch geeignete Hilfshypothesen 
über Verschiebungen und Bewegungen der in die Materie eingelagerten 
Elektronen zu erklären sucht. Hierbei werden nicht die aus der Erfahrung 
induktiv gewonnenen MaxweU-Hertzschen Grundgleichungen für ruhende 
materielle Körper, sondern die für den reinen Äther von Lorentz hypo- 
thetisch angenommenen Gesetze, die eine Art Idealisierung der MaxweU- 
schen Gleichungen sind, als Ausgangspunkt gewählt. Diese Gesetze ver- 
knüpfen die Vektoren elektrische Feldstärlce ® und magnetische Erregung des 



der deutBcii an Mathematiker- VereinigungjBd 18,^ 75, luchals&oaderabdnickerscliiBnen, 
Leipzig, B. G. Teubner 1903; diese de« A\>h'indlungen, Bd II, 8 131) hat aiml.oi*Bki 
auf die Mögliolikeit einer sololiei! elektronentheoretisclicn Ablpitwig der Grund- 
gleiokungeij hingewiesen und eine Veruflentlitliung darüber in iuesicht geitellt 

*) Nachrichten der K. Gesellschaft dei Wissenschaften zu Gdttingon, mathe- 
matiBch-phyaikalisclie Klasse, 1908, S 54 diese Ges Abhandlungen, Bd K, S 352 
(Im. folgenden aitierf als „GrandgleichiuigPn" , die beitpnzlhlen dpr Zitatf beziehen 
sich auf vorstehenden Abdruck.) 
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Die Grundgleichungeii vom Stattdimnitt. der Elektiont ntheorie 407 

reinen Äthers Wt*) mit dem KonTektion&strom der Elektrizität, ist q die. 
Jtautndiehte und ffl der ßanmvektor Gesihwtnäigkeit der ElekttiMiat (der 
Elektronen), so lauten die Grundgleieliuiiyen für den Äther 

(I) curl M -g-^ = — ß ro, 

(K) div tä = p , 

(in) curl® + -^^^0, 

(IV) div älE = . 

Dabei ist ein geeignetes Bezugsystem rechtwinkliger Raum -Koordinaten 

X, y, z und der Zeit t angenommen; die Lichtgeschwindigkeit im leeren 

Räume ist mit c bezeichnet**). 

Lorentz teilt nun die Elektronen, deren Ladungen und Bewegungen 
in den rechten Seiten der Gleichungen (I), (II) auftreten, in mehrere 
Gruppen ein. Die erste Gruppe bilden die Lei^mgseteMronm, die sich 
wesentlich unabhängig Ton der Materie durch diese hindurch bewegen; 
sie konstituieren den „Leitungastrom" und ihre Ladungen bilden die 
„wahre Elektrizität". Die zweite Gruppe bilden die PolarisaUonsdelclronen, 
die Gleichgewichtslagen im Inneren der materiellen Moleküle besitzen, aus 
denen sie durch die Einwirkung des elektromagnetischen Feldes verschoben 
werden können; die dadurch abgeänderte Dichte der Elektrizität wird als 
die der „freien Elektrizität" bezeichnet. Die dritte Gfruppe sind die 
Magnetisienmgselekirmien, die Umlaufs beweguugen um Zentra innerhalb 
der Materie ausführen und, analog den Ampereschen molekularen Kreis- 
strömen, zu den Erscheinungen der Magnetisierung Anlaß geben. Indem 
nun Lorentz die Mittelwerte der Anteile des Konvektionsstromes, die Ton 
den drei Arten der Elektronen herrühren, in geeigneter Weise umformt, 
gelaugt er zu seinen Grundgleichungen für die elektromagnetischen Vor- 
garne in den materieilen Körpern. Wie Minkowski***) gezeigt hat, sind 
diese Gleichungen für bewegte Köi^pei' nicht mit dem Relativitätspostulat 
vereinbar; und die Gleichungen, die Lorentz spezieil für nichtmagnetisierte 
Körper angibt, sind es nur approximativ, was aber seinerseits nur durch 

*) Ie Üb er eia Stimmung mit H. A. Lorenta Laben wir die den. Znatand des Äthers 
charakteriaietenden Vektoren in dieser Weise zu bezeichnen, am sie nachher in den 
GrundgleichuBgen für materielle Körper richtig deuten eu könuen; daraus entspringt 
die Abweichung der hier gebrauchten Bezeichnung von der Minkowskis in § 2 der 
zitierten Arbeit. 

**) Um den Vergleich mit der Lorent^jachen Theorie zu erleichtern, habe ich 
ea vermieden, c^l ku setzen; durch den Gebrauch der Minkowskischen Indizesbe- 
zeichnnng wird die Rechnung durch das Mitführen von e nicht belastet. 

***) Grundgleichungen, Einleitung, 8. 353. Vgl. auch S. 437 vorliegender Arbeit, 
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zwei sieh kompensierende Widersprüche gegen das Eelativitätsprinzip zu- 
stande kommt*). 

Indem wir uns die Aufgabe stellen, die Grundgleichvmgen für be- 
wegte Körper allgemein auch unter Zulassung der Magnetisierung aus 
den Grundgleiehungen im Äther abzuleiten, bemerken wir zuerst, daß 
TOD der eharakterisfciseben Hypothese der Elektronentheorie, der atomisti- 
schen Struktur der Elektrizität, bei der Lorentzschen Ableitung nur ein 
sehr beschränkter Gebrauch gemacht wird; denn durch die Mittelwert- 
bildung über „physikalisch unendlich kleine" Bereiche wird diese Struktur 
ToUständig verwischt, und die Mittelwerte, auf die es allein ankommt, 
werden als stetige Funktionen des Ortes und der Zeit angesehen. 

Wir verziehten daher überhaupt darauf, auf die feinere Struktur der 
Elektriaität einzugehen. Von den Lorentzschen Voreteilongen benutzen 
wir nur soviel, daß wir annehmen, die Elektrizität sei ein Konümmm, das 
die Materie Obm-aU durcJtdringt, srnn Teü sich frei innerhalb derselben be- 
wegen Icann, sum Teil a&er. an sie gefesselt ist imd nw sehr Meine Be- 
wegwngen relativ su ihr (msfOhren Tcann. 

Will man näheren Anschluß an Lorentz erreichen, so kann man alle 
im folgenden vorkommenden Größen als jene Lorentzschen Mittelwerte 
ansehen; es ist dann aber hier nicht nötig, sie als solche durch besondere 
Zeichen von den auf die einzelnen Elektronen bezogenen Größen zu unter- 
scheiden, weil wir von den letzteren nirgends Gebrauch machen. 



Um von vornherein sicher zu sein, daß alle Formeln mit dem Rela- 
tivitätspostulate in Übereinstimmung sind, genügt es, bei der mathematischen 
Formulierung der soeben ausgesprochenen Grundannahme die von Minkowski 
eingeführte vierdimensionale Vektorrechnung und die von ihm statuierten 
Symmetrien, vor allem die der Eaumkoordinaten x, y, B und der mit ci 
multiplizierten Zeit t, in den Vordergrund zu rücken. Dadurch wird die 
Kovarianz der Formeln gegenüber Lorentz -Transformationen in Evidenz 
gesetzt. 

Ferner setzen wir voraus, daß alle vorkommenden Geschwindigkeiten 
kleiner als die Lichtgeschwindigkeit sind. 



*) Letzteren Mangel hat Herr Ph. Prank (Ännalen der Physik (4), Bd. 27, 1908, 
S. 1059) beseitigt, indem er, dem Lorentzschen Gedankengange sonst im wesentlichen 
folgend, die dem Eelativitätspostulate äquivalente Kontfaktion sbjpothese an einer 
früheren Stelle einführt, als ea bei Lorentz geschieht. 
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Die Grundgleiehuugen vom Standpunkte der Elettronentheotie. 409 

§1- 

BezeidmungeD. 

Nach Minkowski ersetzen wir 

X, y, &, ict 
durch 

Mit iti bezeichnen wir den Raumvektor GescJiivmäigkeit der Materie mit 
den Komponenten 

ni_„ nij,, w,. 

Aus diesen bilden wir den Raum-Zeit -Vektor I. Art iv mit den Kom- 
ponenten: 



.1/,_M' »V'-f -1/'-^ ]/'-¥ 

wobei lln| — ■j/lö/ + to^+ W/ den Betrag der Geschwindigkeit iDedeutet. 
Die Größen »■„ erfüllen die Relation: 

it\^ -]- ii'2^ + w'a" + it'J' — — 'i ■ 
Die Geschwindigkeit der Elektrisitcd haben wir in (I) bis (IV) mit xö be- 
zeichnet; diesem EaumTektor ordnen wir in analoger Weise einen Raum- 
Zeit-Vektor I. Art w zu. 

Aus der Dichte q der Elektrizität bilden wir die gegenüber Lorentz- 
Transformationen invariante Biih-Bichte: 



Po 



'iV^-'^- 



Die Eaumvoktoren magnetische Erregung Wt und elektrische Feldstärke lä 
fassen wir zu dem Raum -Zeit- Vektor 11. Art F zusammen, indem wir 

n^, m,^, m^, - m^, - i%, - i®^ 

durch 

-P'aa; -^'si. ^'u, -^'u, ^u! ^si 
ersetzen. 

Mit Hufe des Minkowski sehen Differentialoperators ior, der als der 
Raum-Zeit -Vektor I. Ai-t 

\da:,' dw^' 8ks' dx^'] 
definiert ist, können wir dann die Grundgleichungen (I) bis (IV) in 
folgende symbolische Gleichungen zusammenfassen; 

CA) lorF--j,«r, 

(B) Ior F* - 0. 
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§2. 

Die Zerlegiiug der elektrischeu Strömung'. 

Die Strömung der Elektrizität, die durch den Raum-Zeit -Vektor w 
und die Ruh-Dichte p^ cliarakterisiert ist, deuken wir uns aus zwei sich 
SU perpouier enden Teilen zuaammengesetat. 

Der 1. Teil, der aus den Lorentzsclieu „Leitungselektronen" gebildet 
zu denken ist, habe die Ruh-Dichte ß^'' und der zugehörige Raum-Zeit- 
Vektor Geschwindigkeit aei mit m^''' bezeichnet. Überhaupt werden alle 
auf diesen Stromanteil bezüglichen Größen durch den oberen Index l ge- 
kennzeichnet. Dieser Teil des Konvektionsstromes bewege sich unab- 
hängig von der Bewegung der Materie innerhalb derselben. Er wird zur 
Entstehung 1 a Le tungs troms "V e anlaasung g 1 eu. 

De 2 T } \ r btr mung 1p v n den Lo e tzs 1 en Pola sat ouu 
und Magnet e ungs lektrone geh 1 let st 11 n w entl he der 
Bahn d M te o tollen n 1 wen g n h al we 1 en n 1 zwa 

soll folgendes statthaben 

Voi Jen n len nale teUe i t e iralen P mktm te e niqte i und s d dort 
Icompens e> enden Mekfrisitaismenge t sei em Qumitum a s diese} RukeJage 
verschöbet und fth e t>ouöfd Beioeguiqen ielatjv zi Mate e ais ah a ■cä 
wer le e ot d pse m t(ipful rt 

Um d ese Annahme zu for nul eren denken wi una vork fig (mdem 
wir die das Relativitatsprmzip berücksichtigende naheie Bestimmung 
dieser Versebieljung für § 3 vorbehalten) sowohl die Rub-Diehte, als auch 
die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors dieses Stromanteila außer 
TOü Xf y, 2, t noch abhängig von einem Parameter 9- derart, daß für 
^ = die Ruh-Dichte verschwindet und die Geschwindigkeitskomponenten 
in die entsprechenden der Materie übergehen. Wegen der vorausgesetzten 
Kleinheit der Abweichungen werden wir nach Potenzen von & entwickeln 
können; bezeichnen wir die Differentiation nach bei festen x, y, s, t 
mit 8, so wird man für diesen zweiten Teil des Konvektionsstromes 

ff. «((,.«.) + *'**(p,.») + ... 

schreiben können. Die gesamte Strömung der Elektrizität ist demnach; 

P„^= p^o^w + s-d(p„w) + ^^-Sd{Q^w) + ■■■. 

Die Glieder dieser Reibe werden wir einzeln betrachten und zeigen, daß 
das erste Glied, das von & frei ist, den von Minkowski mit s bezeichneten 
Stromvektor bildet, der den Leitungastrom und den an der Materie haften- 
den KouTektionastrom der Elektrizität darstellt daß das zweite Glied mit 
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dem Faktor &■ dls der H'iuptteil der dielektrischen Polarisation der Materie 
zu deuten ist und das dritte Glied mit ** einerseits zu dieser Polarisation 
noch einen ßeitiag liefertj andererseits als Magnetiaienmg der Materie 
aufgefaßt werden muß 

Die Frage nach der Bedeutung der höheren Glieder der Reihe (1) 
fällt aus dem Kahmen der vorliegenden Untersuchung heraus. Bedenkt 
mau, daß bereits die Magnetisierbarkeit bei den meisten Substanzen 
äußeist gering i\t, deiart, daß schon das ind' quadratische GJlied der Reihe (1) 
einen kleinen numeiischen Wert bekommt, so wird man annehmen können, 
daß ilei Einfluß dei hoheien Glieder auf die Beobachtungen bei den meisten 
Substanzen umneil lieh ist, sofern ihnen überhaupt eine physikalische Be- 
deutung zukommt. Die Eigenschaften der stark magnetisi erbaren (ferro- 
magnetischen) Körper sind aber überhaupt noch zu wenig aufgeklärt, als 
daß man toü ihnen aus für eine so weitgehende Theorie experimentelle 
Stützen erwarten dürfte. 



§3. 
Die Darstellung der vai-iierten Strömung. 

Den im vorigen Paragraphen betrachteten zweiten Teil der Strömung 
kann man amlytisch als eine „Variation" der Strömung der Materie an- 
sehen*). Um diese naher zu charakterisieren, stellen wir diesen Anteil des 
Konvektionsstiomi analog der nach Lagrange bezeichneten Weise dadurch 
dar, daß wir t, y, ' und t als Funkfcionen dreier Parameter, |, ij, S, welche 
die einzelnen miteiiellen Teilchen individualisieren, und der Eigenzeit r 
ansehen; außerdem mögen diese vier Punktionen noch von einem Para^ 
meter * derai-t abhängen, daß sie für 'S- =- die Bewegung der Materie 
dai^teUen; wir schi'eiben also 

wobei identisch in allen fünf Argumenten die Bedingung 

(3) © + §) + ©-«■(£)'=-«' 

erfüllt sein möge. Die Geschwindigkeitskomponenten der Materie sind 

*) Dieae Variation ist nicht unähnlich der virtuellen Veri-ückung, die Minkowski 
im Anhang der zitierten Arbeit S. 390 zur Ableitung der Grün dgl eich un gen der 
Mechanik benutzt. 
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Ersetzen wir 
durch 


1,1, i 




so können wir kiir; 


z sclireiben: 




(2-) 


^« = ^.(^i-gs 


„ i.. t, 


(3') 


i(t) 


'=1. 



(ß = l,2,3,4), 



Wir wollen für die häufig vorkommenden DifferentiationsprozeBse 
folgende Abkürzungen gebrauchen. Eine Funktion q> von x^, x^, %, x^, &■ 
kann man vermöge der Transfonnation (2'} auch als Punktion von ^^, 
§j, Ist lij * ansehen. Wir bezeichnen 






- bei festgehaltenen Sj, |g, Ej, * mit (p' , 

r ^l! k' ^s> ^4 mit (p, 



■ä^ „ ,, *ij s^üj *s' ^4 "!'* '^9'- 

Die Operationen q)', (p siud also vertausuhbar; die Operation d<p ist aber 
mit keiner der beiden ersten verfcauschbar. 

Die Ruh-Dichte Qq der Elektrizität wird ebenfalls eine Funktion, der 
|„ und & sein: 

Da wir voraussetzen, daß die Materie vor der Verrückung, d. h. für 5-= 0, 
elektrisch neutral sei, müssen wir annehmen, daß 

^^, 9.(1.. i„ i„ 1.1 0) - 

Dagegen setzen wir voraus, daß die Größen 

Po^i- Qo^i' Qühi Po^4 
sowie ihre Ableitungen nach %■ bei festgehaltenen x^^, x^, x^, x^^ für &■ = 
endUche, nicH iämUsch veischwindende Grenzwerte hesitisen. 

Daß dies mit den über die x^ und p^ gemachten Annahmen verträg- 
lich ist, zeigt z. B. der Ansatz 

«. -/.a, s., £., ü + »'<pji„ i„ lä, a, 

(.,-»I*(S„S„ Js, I,); 
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hier stellt 

die Strömung der Materie dar, po verschwindet für -ö- = 0; es bleibt aber 

endlich und von Null versehiedeu. 

Der Sinn dieser Forderung ist der: 

Es soll durch die Vereehiebung der Ladungen aus ilirer Ruhelage 
jedes neutrale Teilchen der Materie in ein geladenes System (im ein- 
fachsten Falle in einen Dipol) verwandelt werden; im Sinne der Elek- 
tronentheorie werden die Größen q^x^ die „elektrischen Momente" der 
Teilchen bestimmen; in der Tat werden wir diesen Umstand im folgenden 
klar erkennen. Daher müssen wir diesen Produkten für %■ = Q einen end- 
lichen Grenzwert zuschreiben. Man kann das auch so auadröcken, daß 
unsere Variation der Strömung eine Art „räumlicher Doppelbelegung" der 
Materie ist. Die Funktionen fl!„ sind infolge dieses Umstandea bei ■& = 
nicht in Potenzreihen entwickelbar; wohl ist dieses aber, wie wir sehen 
werden, mit den Komponenten des Konvektionsstroms iQ^x'a der Fall, 
auf die es allein ankommt; hier bedeuten die vier Größen ix'a die Kom- 
ponenten des Raum -Zeit -Vektors Geschwindigkeit; sie gehen für ■& -= 
in die Komponenten w^ der Geschwindigkeit der Materie über. 

Der JJnzerstorbarlteü der Elektrizität tragen wir dadurch Rechnung, 
daß wir die „Kontinuitätsbedingung" 



oder kur?. 



identiscli m den ar„ und %■ erfüllt annehmen. 

Wir müssen noch eine weitere Voraussetzung über die Größen 'x„ 
machen, die die Verschiebimg des elektrischen Teilchens aus seiner Ruhe- 
lage bestimmen. Wir nehmen an, daß die Verschiebung jedes elehtriscken 
Teüdiens m einem Bezugsysteme, in dem das su denselben Werten i, tj, g 
gehörige maierielle Teilchen ruht, durch einen Batimvektor (d. h. einen 
Baum - Zeit -Vektor 1. Art mit verschwindender Zeitkomponente) dar- 
gestellt wird. 

Das läuft darauf heraus, daß die Raum-Zeit -Vektoren I. Art x und w 
normal sind (vgl. „Grundgleichungen", § 11, 6", S. 378): 
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(6) 2"-*'-°- 



Demnach bat die Variation der Zeit t die Bedeutung des folgenden skalaren 

Produkts 

(5') / = ~ {W^x + \oJj + W^g) . 

Aus (5) ergibt sieb speziell durcb Mviltiplikation mit p^ und Differentiation 
nach ^ bei festgehaltenen x, y, s, t: 

(6) 2'«'"''(«'«*") - " 

oder 

(6') -SCPo^) =^(tD.d(?o«) + »/(po^) + tOjiQ^k)). 

Eine weitere Nornialitätsbedingung erhält mau, wenn man die Identität (3) 

bzw. (3') nach & bei festen x, y, s, t difPereuziert r 

(7) ^x^dxa = 0. 

Geht man hier zur Grenze & ~ über, bo kommt: 

CO J;«',««',-o. 

Dabei haben die dtv^ die folgende Bedeutung: 

Endlich betrachten wn die Voitifion der Buh-Didde q^. Diese soll nicht 
unabhängig vanieieUj sondern so, daß ihre Ableitung nach & an einer 
SteUe X, y, z t mit dem elektiisehen Momente p^^ ^^ dieser Stelle durch 
die Identität m den x, und & 

^^> dx ^ dy ^ d^ ^ dt "Po 

oder 

verbunden ist. 
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Die Bedeutung dieser Gleichung ist die folgende: Wir nahmen au, 
daß das yerschobene Quantum Elektrizität vor der Verschiebung durch 
die gleiche Menge entgegengesetzter Elektrizität kompensiert wurde; da- 
her ist die linke Seite von Gleichung (9) nicht NuU, was bedeuten wiirde^ 
daß die Abnahme der in einem Volumen befindliehen Elektrizitätsmenge 
bei der Verschiebung gleich der durch die Begrenzung des Volumens 
tretenden Menge ist; vielmehr tritt bei der Verschiebung jene vorher kom- 
pensierte Ladung des entgegengesetzten Vorzeichens zutage, und das ist 
eben in erster Näherung die bei festgehaltenen x, y, 2, t genommene Ab- 
leitung — (^"po- Die spezielle Form des obigen Ansatzes wird durch die 
vom Belativitätsprinzip geforderte Symmetrie gerechtfertigt. 



§4- 
Die ßellienGütwieklung der vai-iierten Strömung. 

Unsere Aufgabe ist es, die Größen q^x'a in jedem Raum-Zeitpunkte, 
d. h. bei festgehaltenen Xg, in einer Potenzreihe nach & zu entwickeln; 
gemäß der Bedeutung des Symbols 3 haben veir also: 

(10) po^" ■= '&'*(Po^")o + T ^S{q^x[)„ + ■ ■ - , 

wo in den Koeffizienten 9- = zu setzen ist. 
Es ist 

Ö{QqX'„) ~ PflfSajQ + s:a6Qa- 
Wir wollen die Operation d durch den mit dem Punkte bezeichneten „Bub- 
stajitiellen" Differentialquotienten ersetzen. Daau sehen wir se'a als Funktion 
der x^ und 9- an, wobei die x^ ihrerseits Functionen der |„ und & sind: 

4 = x'.{x,{i,, is, Is, S*; *), - ■ -. i^Ai, k> h, L; *); *)■ 

Dann ergibt sich durch Differentiation nach # bei festen |„: 



Andererseits bilden wir dieselbe Größe x'a, indem wir zuerst die mit dem 
Punkte, dann die mit dem Striche bezeichnete Operation vornehmen; sehen 
wir also ä:^ als Funktion der x^ und ■9- an und die a;„ ihrerseits als 
Funktionen der 1^, and &: 

i« = ^.(^i(^i, k, h, U »)> ■ ■ -, ^4(^1, 1.. l,, l.\ ^); *), 

so folgt durch Differentiation nach g^ bei festen ^^, gg, |g, &: 



iß) 



-.2A„ 
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Aua den Gleichungea (k), {ß) finden wir; 

^-1 /da: dx' \ 

Um ö(pQÖCÖ) zu erhalten, haben wir dies mit p^ zu multiplizieren und die 
mit x'a multiplizierte Gleichung (9') hinzuzufügen; wir addieren außerdem 
noch die mit x^ multipliziei-to Kontinuitätsgleichung (4'), ao daß wir 
achließlich erhalten: 

oder 

(11) 'J(po^") -2w ^^0^" ' ^'l^ ~ ^"^^ ■ ^"^ ■ 

Diese Gleichung gilt identisch in den x^, und -S-. Wenn wir sie nochmals 
nach •& bei festen x^ differenzieren, können wir diese Operation nnter den 
in der Summe vorkommenden Differentiationszeiehen nach a;,^ ausführen. 
Daher wird: 

Jetzt können wir die Reihe (10) in folgende Gestalt setzen: 

(13) eo:j^;=^^j[^eo44-Y<J(eo^")]<>'-[*foij + Y.5(eo40]^") 

wohei in den Paktoren von &, &^, . . . überall S' = zu setzen ist; dabei 
haben die Größen %x„, S{^^i^) endliche, nicht identisch verschwindende 
Grenzwerte. Gemäß Verabredimg brechen wir die ßeihe mit den hin- 
geschrie ebenen Gliedern ab. 

§ 5. 

Formale Herstellung der in der Ibewegten Materie gültigen 

Differentlalgleiclinngen. 

Wir setzen zur Abkürzung: 
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ferner, indem wir uns erinnern, daß 

ist: 

(16) Y { *«„(0o*A - ^^*(Po^Jo 1 = Q.r 

Diese Größen sind die Komponenten der aus den Vektoren erster Art 

w, p bzw, Siv, — (pg x\ durch „rektorielle" Multiplikation gel)ildeteji 

ßaum-Zeit -Vektoren II. Art: 

(15-) [w, p] - P, 

(16') y [««■,(«.*).]-«. 

Jetzt fügen wir den Ausdruck (10) zu q^^'>w^^ hinzu und können, wenn 
wir noch 

(17) <'i;'«f^j' = s„ 

setzen, die Komponenten des gesamten Konvektionsstromes (1) in folgen- 
der Weise sehreiben: 

(18) i,iir.-s.-^£-^(F., + e.f), 

oder in der Miukowskischen Symbolik: 

(ISO ä»-s + lor(i'+e)- 

Setzen wir das in die Grundgleiehung (A) ein, so geht diese über in 

(19) Ior(_F+P+e)_-s. 

Führen wir den Raum-Zeit -Vektor II. Art 

(20) f^F+P+Q 

ein, so können wir den Grundgleichungen die Gestalt geben: 
{A) lor;^ ^-S, 

{B) lor^*= 0. 

Damit haben wir formal die in der bewegten Materie geltenden Differen- 
tialgleichungen gewonnen (siehe Grundgleichungen, § 12, Formeln {A) 
(B), Seite 385). 
Ersetzen wir 

/■«, /.„ /■„, /u, Au, fu 



durch 



^Es, 
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und 
durch 



iä., -; s„ 



imd fassen die hier Torkommenden Größen bzw, zu' den Raumvektoreii 
m, e, § zusammen, so können wir den Gleichungen {A}, (B) die reelle 
Gestalt geben: 

(!') curl m 57 = — s , 

(ir) dive = p, 

(Iir) curl @ + -^ -?^ = 0, 

(iv) div m -' 0. 

Das sind die in ruhenden oder bewegten Körpern geltenden DifFerential- 
gleiehangen, wenn die Vektoren m, e, S bzw. als die magnetische Feld- 
stärke, die dielektrische Erregung, der Strom und die Größe p als die 
Dichte der Elektrizität gedeutet werden dürfen. Es wird unsere Aufgabe 
sein, aus den Definitioiisgleichnngen (15), (16), (17), (20) diese Bedeutung 
herauszulesen; die letzteren Gleichungen müssen ferner die Beziehungen 
enthalten, welche die beiden Vektoren „Erregung" mit den beiden Vektoren 
„Feldstärke" verbinden nnd in welche die Materialeigenschaften eingehen. 
Allerdings werden wir sehen, daß, genau wie bei Lorentz, diese Beziehungen 
hier viel allgemeiner sind als die von Minkowski behandelten, der sich 
auf isotrope, dispersionsfreie Körper beschränkte; unsere Gleichungen 
können durch geeignete Zusatzhypothesen den mannigfaltigen Eigenschaften 
der Substanzen angepaßt werden, und die einfachste Annahme führt auf 
die Ton Minkowski erhaltenen Formeln. Um diese Sachlage zu über- 
blicken, behandeln wir zunächst den einfachen Fall ruhender Körper. 



Eiihende Körper. 
Buht die Materie, ist also to = 0, so hat nach § 1 der Raum-Zeit- 
Vektor w die Komponenten 

(21) Wi = 0, iv^ = 0, »3 = 0, w^ - i. 

Der Vektor § hat hier ohne weiteres die Bedeutung der Stromstärke des 
frei durch die Materie fließenden Leitimgsstroms; die TOn diesem trans- 
portierte Elektrizitätsmenge p = p''* heißt gewöhnlich „wahre Elektrizität", 
während sie von Minkowski kurzweg elektrische Ladung genannt wird. 
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Aus den Ortho gonalitätsbedingungen (5), (5') und (6), (6') folgt, daß 
für tt = 

(22) i>, = 

ist. Die Bedeutung der drei eisten Komponenten von p, 

ist leicht zu erkennen. So ist z. B. das erste Glied ^{Qoi^a)^^« '^°° Pa 
in erster Annäherung das elektrische Moment eines Teilchens der Materie, 
und das zweite Glied von pg liefert die für jeden Raum-Zeitpunkt x, y,^ z, t 
dazu tretende Korrektion, wenn man die Annäherung einen Schritt weiter 
treibt. Demnach sind die Größen p^,, p^, p^ als die Komponenten des 
Vektors p, dielektrische Polarisation, aufzufassen. 

Die Komponenten des Raum -Zeit -Vektors IL Art P reduzieren sich 
für ffl = wegen (21) und (22) auf: 

(23) Pe3 = 0. -Püi^O, P,s = 0, Pj, ip^, F,i--iJ?„ P34 = -^t>,- 

Infolge der Normaliiätsbedingungen (5) und (7) sind für 1« = 

(24) ((»0^4)5^0 = 0- f^'^i = 0. 

Daher werden die Komponenten des Raum-Zeit-VelEtors 11. Art Q: 

ft, - 1 ¥ (ßK^9,^'>o-SK(.Qoy)o), Qu = o> 

(25) e« - y V (*W.(Po*)o-^tf«(?o^)o)- Q^i. = 0; 

Die ersten drei dieser Größen sind das mit — multiplizierte Vektorprodukt 
der Relativgeschwindigkeit der Ladung gegen die Materie in das elektrische 
Moment; bezeichnet man den letzteren Vektor, dessen Komponenten 
*(9o^)o? *(Co^)o' ■^(Po^)o ^i^^^! ™^* P* ^^^ ^^^^^ ^^'^'°- 

(26) q = .j^Lpt. ^^'o\, 

so wird dieser Vektor als magnetisches Moment*') oder Magnetisiemmg zu 
bezeichnen sein, and man hat: 

(250 q.„ = - ci„ ^31 - - %> Q12 = - q, . 

Jetzt können wir die Gleichung (20) in folgende zwei Vektorgleichungen 
zerlegen: 

m = 9K-Q, 



*) Vgl. Z.B. M. Abraham, Elektromagnetische Theorie der Strahlung, 3. Aufl.. 
1908, § 28, Formel (186), S. SiS. 
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Das ist der von Loreiitz aufgestellte Zusammenhaiig zwischen den Vektoren 
m, e einerseits und 50i, ® andererseits*); die Polarisation p und die 
Magnetisierung Cf sind dabei als Vektoren anzuseilen, die den durch das 
elektromagnetische Feld hervorgebrachten Zustand der Materie charakte- 
risieren und demnach von der Art dieser Materie abhängen. Dadurch, 
daß man die Freiheit hat, diese Abhängigkeit näher zu bestimmen, sei ea 
durch elektronentheoretische Betrachtungen, sei es durch hypothetische 
Ansätze, kann man die mannigfachen Eigenschaften der Materie dem 
System der Elektrodynamik einordnen. 

Wir wollen uns auf die einfachsten Zusatzhypothesen beschränken, die 
zur Beschreibung isotroper, nichtdispergierender Körper dienen: 

1. Die Geschwindigkeit des frei beweghchen Teils des 
Konvektions Stromes, ID*'', ist in jedem Raum-Zeitpunkte pro- 
portional der elektrischen Feldstärke; daraus folgt sofort das 
Ohmsehe Gesetz: 

(28) g - fl®, 
wo 6 die Leitfähigkeit bedeutet. 

2. Die Verschiebung der an der Materie haftenden Ladungen 
aus ihrer Rubelte ist proportional der elektrischen Feldstärke; 
daraus ergibt sieh 

(29) p = (f-l)fä, e = j(£, 
wo s die Dielektrizitätskonstante ist, 

3. Das Drehmoment der an der Materie haftenden Ladungen 
um ihre Ruhelage ist proportional der magnetischen Feldstärke nt ; 
demnach ist 

(30) c| = (,u-l)m, Wt^itm, 

wo ft die magnetische PermeabiUtät bedeutet. 
(S, e und ft können Funktionen von x, y, g, t sein. 

Während die Hypothesen 1 und 2 eine elektronentheoretische Deutung 
erlauben, ist das hei der dritten Hypothese noch nicht einwandfrei durch- 
geführt worden. Verallgemeinert man die Hypothese 2 derart, daß man 
den Elektronen Trägheit zuschreibt, so gelangt man zur Dispersionstheorie. 



Der Leitungsstroni iu Ibewegten Körpern. 

Bewegt sich die Materie, so wu-d man den Vektor § nicht mit dem 
Leitungastrom identifizieren; vielmehr wird es nur auf die Relativbewegung 

*) VgL H. A, Lorentz, Enzyklopädie der mathematisclieii Wisaenachaften, V 2, 
Art, 14, Formelü XXS, XXV und SXI, S. 208, 209. 
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der Elektrizität gegen die Materie aükommeii, so daß der Vektor 
(31) 3 = § _ ptD = ^(^(wO-lD) 

als Leitungsstrom zu bezeicbaen ist. 

Will man jetzt durch eine Zusatzhypotheae den Leitungs ström mit 
der wirkenden elektrischen Feldstärke in Verbindung setzen, so entspricht 
es nicht dem Relativitätsprinzipe, die im ruhenden Koordinatensystem 
gemessene elektrische Feldstärke ® in Zusammenhang zu bringen mit der 
im ruhenden Koordinatensystem gemessenen ßelativgeschwindigkeit Id'''— ID, 
Vielmehr wirkt auf die bewegte Ladung die elektrische Biih-Kraft 

$ = — ivF 
(vgl. örundgleichungen, § 11, Formeln (47), (48), Seite 380); ihre ersten 
drei Komponenten sind die x-, y-, ^-Komponenten des Raumvektors 

lg ^ J- [n, gjl] 



dessen Zähler auch nach Lorentz die im Äther auf bewegte Ladungen 
wirkende Kraft darstellt, ihre vierte Komponente ist 



V'-^-' 



und der Vektor «t ist normal zu tv: 

Andererseits werden wir als „ßelativgeschwindjgkeit" im Sinne des Rela- 
tivifätsprinzips den zu dem Vektor w normalen Raum-Zeit -Vektor I. Art 

bezeichnen. 

Sehen wir Dj, v^, v^ als Komponenten des Raumvektors 



.y^ 



an, so findet man leicht die Komponenten des Raumvektors D in der 
Richtung von to und in einer zu W senki'echten Richtung rö: 
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Daher hängt der Vektor ü mit dem Leitungsstroni 3 folgendermaßen nn- 
sammen: 

Dann gelangen wir zu dem Ohmachen Gesetze für bewegte Körper durch 
die Zusntislujpothese: 

Die Relatiygeach windigkeit des frei bewegliehen Konrek- 
tionsstromea ist proportional der elektrischen Buh-Kraft; daraus 
folgt: 

p(0^ = _ -1 ^F, 
oder 
|E) s + {ws)iv = ~ UoF. 

Das ist die von Minkowski aufgestellte Relation {E}, § 12, Seite 385; 
aie ist äquivalent ;mit den Vektorgleichungen: 



Die dielektrische Polarisation in bewegten Körpern. 

Aus der Gleichung {15') 

folgt: 

wP = iv[w,p] = — (wp)to + iivw)p. 
Nun erkennt man, daß infolge der Gleichungen (5) und (6) der durch 
(14) definierte Vektor p normal zu w ist, d. h. daß 
(32) wp^O 

ist; da außerdem 

ww = — 1 



ist, bekommt maai: 

(33) wP=~p. 
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Der Vektor I. Art p steht also zu dem Vektor II, Art P in genau 
derselben Beziehung wie die elektrische Ruh-Kraft <t' zu dem Feldvektor 
II, Art F. Wir werden daher p gemäß seiner Definition durch die Glei- 
chungen (14) als „dieleUrische Muh-Pola/risaHon" und P als „didekinsch", 
Polarisation" bezeichnen; letztere ist also ein Vektor II, Art im Gegen- 
HB.tz zu der gewöhnliehen Auffassung. 

Setzen wir wie im vorigen Paragraphen 

so wird infolge von (32): 

(32') 2>4==---(ro^l'^-fW^P,jT""';P=) = l ^^)- 

Dann sind die Komponenten von P: 



Pr< = 



:».^, p ^ !^£^ 



(34) 



.y.-^f' .y\-^' o|/i 



V'-^.- 1/'-'? V^~'^ 

Sie setzen sich also aus den Komponenten der ßaumvektoren 
(34-) 



.y^^:' y. 



in genau derselben Weise zusammen wie die Komponentea von F aus 
denen von SR und S. Hier können wir Sft als Möntgm -Vektor bezeichnen; 
denn er gibt Anlaß zur Entstehung des sog. Röntgenstroms. In der Tat 
stimmt, wie wir in § 10 sehen werden, der Vektor SR bis auf Glieder 
zweiter Ordnung in — überein mit demjenigen Vektor, den auch Lorentz 
zur Erklärung der von Röntgen entdeckten magnetischen Wirkung polari- 
sierter, bewegter Dielektrika erhalt. Der Vektor 5[5, den man Maumvektor 
Polarisation nennen könnte, unterscheidet sich von der Ruh-Polarisation p 
nur durch Größen 2. Ordnung, Die Komponenten von ^ in der Richtung VJ 
nnd einer auf lu senkrechten Richtung lö hängen mit den entsprechenden 
Komponenten von p so zusammen: 



*.-p»]/i-'^' 
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Die für isotrope, nichtdispergierende Körper j 
hier so zu formulieren: 

Der Baum -Zeit -Vektor I. Art Ruh-Polariaation p ist pro- 
portional der elektrischen Ruh-Kraft O: 
(35) p_(,-l)0.. 

f ist die DielettrizitätEkonstante. 
Hieraus wird sich nachher die Minkowskische Relation {C}, § 12, 
Seite 385, ergeben. 

§9. 
Die Magnetisiening bewegter Körper. 

Wie der Vektor II. Art P die Polaiisation so wird Q die Magwäi- 
sierunq bedeuten. Tatsächlich haben wii in ^ 6 gesehen, daß Q sieh bei 
ruhenden Kirpeia auf einen Eaumvektor reduziert, der als „magnetisches 
Moment zu deuten ist Auch bei bewegten Körpern haben diese drei 
Komponenten \on Q dieselbe Form; es sind das die Komponenten d^s 
Moments m den Kuordmatenebenen ys, st, j^, dazu tieten aber noch 
drei Gioßea, welche die Foim von Momentkomponenten m den Ebenen 
xt, ijt et haben Der Vektti Q haftet also am Koordinatensystem und 
kann keine Eigensthaffc der bewegten Mateiie ausdiuoken Vielmehr muß 
man dazu den zugehongen "\ ektor I, Art 

(36) q~iw<ir-iw^[aw,(Q,i\r 

heranziehen, den wir Buk-MagneHsienmg nennen und der zu Q in dem- 
selben Verhältnis steht wie die magnetische EuJi-Kraft 

V - iwf* 
zu dem Feidvektor /. Die Komponenten von q sind 

j «ä , M'a , w^ ' 
3j = — iy äw^, Sw^, dw^ , u.s.f. 
(eoÄi)o, (&o^i\, (90*3)0 1 
Offenbar ist g normal zu w. 
(37) wq-0. 

Da die zu i^u $bi Sa gehörigen Determinanten je eine Vertikalreihe mit 
dem Indes 4, d, h. mit rein imaginären Elementen haben, während die 
zu q^ gehörige Determinante nur reelle Elemente hat, so sind g^, q^, q^ 
reell und q^ ist rein imaginär. Setzen wir also 

^i^-q^, ^s=-%, ?3=-^,. 



yGoosle 



Die Grundgleichungeu vom Standpunite der Elektronen theorie. 425 

BO sind da8 die Komponenten eines reellen Raumvektors (\, und wegen 

(37) wird: 

(37') q^ jCto^q^ + to^q, + h),q,) = --^(mq). 

Auch den Raumvektor q nennen wir Ruh-Magneüsiertmg; offenbar wird er 
för H) = mit dem in § 6 mit demselben Buchstaben bezeichneten Vefefcor 
(26) identisch. 

Man kann die Gleichung (36) so deuten, daß sie die Transformation 
des Drehmomentes auf ein mit der Materie mitgeführtes Koordinatentreuz 
ausdrückt; dabei fallen dann die Komponenten des Momentes in den 
Ebenen xt, yt, st fort, q ist also ein an der Materie haftender Vektor, 
der ihren Zustand charakterisiert. 

Der Vektor I. Art 

verschwindet identisch, weil nach (5) und (7) die Vektoren (ß^x\ und 
Sw auf w normal stehen. Wenden wir jetzt die Minkowskische Identität 
(§ 11, Formel (45), Seite 379) 

{w,wq\-\-ltv,wq^f = {ww)Q 
an, so finden wir wegen (36): 

(38) K«r — i«. 

Demnach drücken sich die Komponenten von Q durch die Euh-Magneti- 
sierung q folgendermaßen aus: 

—'— *-- yä^' *-- ymf ' 

Sie setzen sich also aus den Komponenten der Raumvektoren 

ebenso zusammen wie die Komponenten von F aus denen von SK und ®. 

Der Baumitktor Magnetisierung D unterscheidet sich von der Buh- 

MagnetisiPiuug q nur durch Größen 2. Ordnung in — . Die Komponenten 
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von O in der Richtung 10 und einer zu lö senkrechten Richtung lö 
hängen mit den entsprechenden Komponenten von q so i 






Der Vektor © giht, wie wir aehen werden, Anlaß zu elektrostatischen 
Wirkungen magnetisierter bewegter Medien; er ist das genaue Analogen 
zu dem „Röntgen -Vektor". 

Die für isotrope Körper gültige Zusatnhypofhese lautet hier: 

Der Raum-Zeit- Vektor I. Art Ruh-Magnetisierung q ist 
proportional, der magnetischen Ruh-Kraft V: 
(40) -g-(^-l)¥. 

/i ist die magnetische Permeahilität. 
Hieraus wird sich nachher die Minkowskische Relation {D}, § 12, 
Seite 38Ö, ergeben. Über die elektronentheoretische Deutimg der Hypo- 
thesen |E|, (35), (40) gut dasselbe, was in § 6 (S. 420) für ruhende 
Körper gesagt worden ist. An die ftleichimg (35) hat die Theorie der 
Dispersion bewegter Körper anzuknüpfen. 

§10. 

Die allgemeine Beziehung zwischen den Vektoren Feldstärke 

und Erregung. 

Die Gleichung (20), die den Raum-Zeit -Vektor f definierte, kann man 
jetzt nach (15') und (38) so schreiben: 

^ ' -f+Kri + iKs]* 

Gebt man zu den reellen RaumTektoren über, so ergibt eich nach (34) 
und (39): 

„ m-sre-hsi-c, 

•- ' t-e+sp + s, 

oder, iiusfiibrlicb geschrieben; 
(V') m-ffl- 

(Vr) e-gH 
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Diese Formeln zusammen mit den Differentialgleicliungen (!') bis (IV) 
und der Relation (E) stellen, genau im Sinne von H, A, Lorentz, die 
elektrodynamisclien Vorgänge in bewegten, dielektrisch polarisierten und 
magnetiaierten Körpern dar. Sie sind aber noch durch die Angabe des 
Zusammenhangs zwischen den Vektoren Euh-Polariaation p und Ruh- 
Magnetisierung q einerseits und den wirkenden Feldstärken andererseits zu 
ergänzen. Ohne auf diese ergänzenden Beziehungen, die wir für isotrope 
Körper als „Zusatzhypothesen" formuüert haben, einzugehen, können wir 
die Formeln (!') bis (VI'), (E) diskutieren und sie mit den Lorentzschen 
Formeln vergleichen. 

Wir setzen letztere in einer zu unserem Gleichungssystem analogen 
Formulierung an (Enzykl. der math. Wies., V 2, Art. 14, Seite 208, 209); 
die Differentialgleichungen lauten: 

(III") u. (XXVIII) eurl § - ^ ^ - I (§ + curl [5ß K)]} , 
(I") div © = p , 

(IV") curl© + -^^^0, 

(V") div SS -= . 

Dazu kommen die unseren Gleichungen (V), (VI') entsprechenden Relationen: 
(XXX) §^S-Q, 

(XXV) u. (XXI) ® = g + ^ . 

Dabei haben wir im allgemeinen die Lorentzschen Bezeichnungen bei- 
behalten; nur ist die Magnetisierung mit Q (statt mit 501) bezeichnet und 
es sind Leitungsetrom 3 und Konvektionsstrom S zu dem Stromvektor ä 
zusammengefaßt. 

Offenbar gehen die Lorentzschen Biffer&dialgleichimgen in die unseren 
üh&r, wenn wir die Lorm,tgschen Vehtorm ®, § — r[^w], S, SS hsw. mit 
®, m, e, SOI idenUfisieren*). Die heiden weiteren Gleickimgen lassen sich für 
heJMiige Körper nicht aw Üherevustimmimg bringen. 

Bei nichtmagneUsierten Körpern (q = 0, Q = 0) läßt sich aber JJher- 
eins^immamg erreichen, wenn mam, in (V), (VI') alle m — quadratischen 
GUeder vernachlässigt; dann bleibt nämlich (wegen (34') und (39')): 

*) Minkowski ideatifiziert in g 9 der „Gnandgleichungea." § mit m; daraus ent- 
springt ea, daß er die tTbereinstimmung der LorentzBchen Formeln für niolitmagiie- 
tisierte Körper mit dem Relativitätsprinzip dem Umstände zuachreiben muß, daB 
Lorentz die Bedingung dea Nichtraagnetisiertseina in einer dem Priniipe wider- 
apreclieudea Wciae ansetzt. Unsere Betrachtungsweise führt von selbst auf obige 
Zuordnung der Vektoren, wobsi die schließliche Übereinstimmung nicht auf die 
Kompeneatiün zweier Widersprüche Kurüokgeführt au werden braucht. 
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(42') 

und die Formeln gehen für Q = bei der oben angegebenen Zuordnung 
der Lorentzschen Vektoren zu den unseren in die LorentzBcbeii Rela- 
tionen über. 

Hieraus erliellt, daß unsere Bezeichnung des Vektors 9t, der bis auf 
Glieder 2. Ordnung duieh — [ID ^] gegeben ist, als ,3öntgen- Vektor" ge- 
rechtfeitigt ist Denn er gibt wie bei Lorentz zur Entstelrnng des 
Eontgeni^troms Anlaß, und zwar in einer mit Eichenwalds Versuchen 
übereinstimmenden Weise (Enzykl., V 2, Art. 14, S. 210), Die For- 
meln (Vi, (VI) sowohl, als auch die Näherungaformeln (42') unter- 
scheiden siih von den Lorentzschen durch die Toile Symmetrie*) zwischen 
den elpkti lachen und den magnetischen Größen. Sie beruht TOr allem 
auf dem Vorhandensein des Vektors ©, der bis auf Glieder 2. Ord- 
nung durch — [IdD] gegeben iat; dieser entspricht genau dem Röntgen- 
Vektor und zeigt elektrostatische Wirkungen bewegter, magnetisierter 
Korpei an Eischeinungen, die dwch diesm Vektor @ zu erUären sind, 
sind meines Wissens bislcmg experimentell noch nicM festgestellt worden; 
es lassen sich aber unschwer Versuch San Ordnungen angeben, die eine 
expei im enteile Untersuchung über das Vorhandensein dieser Wirkung, 
die m - ¥on erster Ordnung ist, gestatten würden. Dieselbe ist nicht zu 
Teiwechneln mit der Erscheinung, daß ein Leiter, der sich im magneti- 
schen Felde bewegt, in ruhenden Strombahnen Lei tungs ströme hervorruft 
(z, B. im Falle der sog. unipolaren Induktion); diese letztere Erscheinung 
ist eine Konsequenz der Formeln (E), 8. 422, und man sieht leicht, daß 
Bie bis auf Glieder 2 Ordnung ebenso wie in den Theorien Ton Hertz und 
Lorentz durch den Vektor - [ioSlt] bestimmt ist**), dessen Betrag leicht 
wesentlich großer gemacht werden kann als der des Vektors — [w£l], weil 
£l bei den meisten Körpern nur wenig von Null verschieden ist. 



') Die Hertz^olien Gnindgleicliungen der Elektrodynamik bewegter Körper zeigen 
eine analoge Svmmetne widersprechen aber liekanntlicli dem Eaperiment und sind 
mit dem EelatiTitätsi rmzip unvereinlDar. 

Ein Vergleicli unserer Formeln mit den Grundgleiohuugen ^aa E. Cohn erübrigt 

eich., da demselben der tj 10 der Minkowskischen „Gnuidgleichungen" gewidmet ist. 

**1 Vgl Lorentz Enzyklopädie, V 1, Art. 13, S. 100 u, 8, 238, 239, If. Abraham, 

Tkone der Elektnzitit Bd I, § 86, 87, 8. 898—409, und Bd. H (Elektromagnetiaclie 

Ihfone der Strahlun^l i iufl. 1908, § 36, 8. 300-302. 
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Was die Glieder 2. Ordnung in - anbetrifft, so acheint wenig Aus- 
sicht vorhanden au sein, sie bei irdischen Experimenten aufzufinden. 

Wir wollen nun noch zeigen, daß bei isotropen, nichtdisp er gier enden 
Körpern unsere Zosatzhypothesen (35) und (40) auf die Minko wakischen 
Formeln {C}, |D| zurückführen. 

Nach § 8, (33) ist wP=— p und nach § 9, S. 425, ist identisch 
ivQ = 0. Daher folgt aus (20) 

Da nua <i> =— ivF ist, so ergibt sich ans (35): 

|G) ivf=BwF 

oder 

(0) e + ^[tnm] = e[^ + ^Lwa«]) , 

Für die zu f, F, P, Q dualen Vektoren f*, F*, P*, Q* gilt nach (20) 
die Gleichung: 

Nun ist offenbar 

und nach § 9, (36) ist 

Daher wird 

Da nun "V^itvf* ist, so folgt aus (40): 
{D} wF^^^/iicr 

oder 

(D) ^~l P"®] ^ ^ ("' - 1 ["'S]) ■ 

Damit sind wir zu dem vollständigen Formelsystem Minkowskis gelangt. 
Wie schon hervorgehoben, gibt die größere Allgemeinheit unserer 
Formeln (42) die Möghchkeit an die Hand, komplizierteren Eigenschaften 
der Substanzen durch die Theorie gerecht zu werden; dazu sind nur die 
„Zusatzhypothesen" (35), (40) durch andere zu ersetzen. Die Dispersion 
in bewegten Medien wird man z. B. erhalten, wenn man die Gleichung 
(35) durch geeignete Glieder so erweitert, daß der Vektor p Schwingungen 
träger Massen darzustellen fähig ist. Vorstehende Theorie, die eine 
MittelsteHung einnimmt zwischen der ursprünglichen rein phänomenologi- 
schen Methode Minkowskis und dem bis ins Detail der Elektronenbewegung 
eindringenden Verfahren von Lorontz, scheint also einerseits schmiegsam 
genug zu sein, die mannigfaltigen Eigenarten der Substanzen zum Aus- 
druck zu biingen, andererseits besitzt sie ein anschauliches Fundament, 
daa ihrer bequemen Handhabung förderlich ist. 
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xxxn. 
Eamn und Zeit. 

(Vortrag, gehalten auf der SO.NaturforBcher-Versaminlimg zu Eöln am 21. Sept. 1908.) 

(Phjsikaliache Zeitschrift, 10, Jahrgang, 1909, 8. 104—111 und Jahreshericlit der 

Deutschen Mathematiker -Vereinigung, Bd. 18, S. 75 — 88; auch als Sonderahdtuck 

erschienen, Leipzig, B, G. Teubner 1909,)*) 

M. H,! Die Änachauiingen über Raum und Zeit, die ich Ihnen 
entwickeln möchte, siad auf experimentell-physikalischem Boden er- 
wachsen. Darin liegt ihre Stärke. Ihre Tendenz ist eine radikale. 
Von Stund an sollen Raum für sieh und Zeit für sich völlig zu Schatten 
herabsinken, und nur noch eine Art Cnion der beiden soll Selbständig- 
keit bewahren. 

I. 

Ich möchte zunächst ausführen, wie man von der gegenwärtig an- 
genommenen Mechanik wohl durch eine rein mathematische Überleguug 
zu veränderten Ideen über Itaum und Zeit kommen könnte. Die Glei- 
chungen der Newtonschen Mechanik zeigen eine zweifache Invarianz. 
Einmal bleibt ihre Povm erhalten, wenn man das zugrunde gelegte 
räumliche Koordinatensystem einer beliebigen Lagenveränderung unter- 
wirft, zweitens, wenn man es in seinem Bewegungs zustande verändert, 
nämlich ihm irgendeine gleichförmige Translation aufprägt; auch spielt 
der Nullpunkt der Zeit keine Rolle. Man ist gewohnt, die Axiome der 
Geometrie als erledigt anzusehen, wenn man sich reif für die Axiome 
der Mechanik fühlt, und doshalb werden jene zwei Invarianzen wohl 
selten in einem Atemzuge genannt. Jede von ihnen bedeutet eine ge- 
wisse Gruppe von Transformationen in sich für die Differentialgleichungen 
der Mechanik. Die Existenz der ersteren Gruppe sieht man als einen 
fundamentalen Charakter des Raümee an. Die zweite Gruppe straft man am 
liebsten mit Verachtung, um leichten Sinnes darüber hinwegzukommen, 
daß man von den physikalischen Erscheinungen her niemals entscheiden 
kann, ob der als ruhend vorausgesetzte Raum sich nicht am Ende in 
einer gleichförmigen Translation befindet. So führen jene zwei Gruppen 
ein völlig getrenntes Dasein nebeneinander. Ihr gänzlich heterogener 
Charakter mag davon abgesehreckt haben, sie zu komponieren. Aber 
gerade die komponierte volle Gruppe als Ganzes gibt uns zu denken auf. 

•) Dem Vortrag war im Sonderah druck ein Bildnis Minkowskie als Titelbild 
beigegeben, {kam. d, Heiausg.) 
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Wir wollen uns dio Verhältnisse graphisch zu veranschaulichen 
suchen. Es seien x, y, s rechtwinklige Koordinaten für den Raum und 
t bezeichne die Zeit. Gegenstand unserer Wahrnehmung sind immer 
nur Orte und Zeiten verbunden. Es hat niemand einen Ort anders 
bemerkt als zu einer Zeit, eine Zeit anders als an einem Orte. Ich 
respektiere aher noeh das Dogma, daß Raum und Zeit je eine unab- 
hängige Bedeutung haben. Ich will einen Kaumpunkt zu einem Zeit- 
punkt, d. i. ein Wertsystem x, y, s, t einen WelPpmild nennen. Die 
Mannigfaltigkeit aller denkbaren Wertsysteme x, y, s, t soll die Wdt 
heißen. leb könnte mit kühner Kreide vier Weltachsen auf die Tafel 
werfen. Schon eim gezeichnete Achse besteht aus lauter schwingenden 
Molekülen imd macht zudem die Reise der Erde im All mit, gibt also 
bereits genug zu abstrahieren auf; die mit der Anzahl 4 verbundene 
etwas größere Abstraktion tut dem Mathematiker nicht wehe. Um 
nirgends eine ^hnende Leere zu lassen, wollen wir uns vorstellen, daß 
allerorten und zu jeder Zeit etwas Wahrnehmbares vorhanden ist. 
Um nicht Materie oder Elektrizität zu sagen, will ich für dieses Etwas 
das Wort Substanz brauchen. Wir richten unsere Aufmerksamkeit auf 
den im Weltpunkt x, y, s, t vorhandenen substantiellen Punkt und 
stellen uns vor, wir sind imstande, diesen substantiellen Punkt zu jeder 
anderen Zeit wiederzuerkennen. Einem Zeit dement äi mögen die 
Änderungen dx, dy, dz der Raumkoordinaten dieses substantiellen 
Punktes entsprechen. Wir erhalten alsdann als Bild sozusagen für den 
ewigen Lebenslauf des substantiellen Punktes eine Kurve in der Welt, 
eine Weltlinie, deren Punkte sich eindeutig auf den Parameter ( von 
— oo bis +02 beziehen lassen. Die ganze Welt erscheint aufgelöst 
in solche Weltlinien, und ich möchte sogleich vorwegnehmen, daß 
meiner Meinung nach die physikalischen Gesetze ihren vollkommensten 
Ausdruck als Wechselbeziehungen unter diesen Weltlinien finden dürften. 

Durch die Begriffe Raum und Zeit fallen die x, y, s- Mannigfaltig- 
keit i = und ihre zwei Seiten f > und i < auseinander. Halten 
wir der Einfachheit wegen den NuUpunkt von Raum und Zeit fest, so 
bedeutet die zuerst genannte Gruppe der Mechanik, daß wir die x, y, z- 
Aehsen in i = einer beliebigen Drehung um den Nullpunkt unter- 
werfen dürfen, entsprechend den homogenen linearen Transformationen 
des Ausdrucks „ „ „ 

in sich. Die zweite Gruppe aber bedeutet, daß wir, ebenfalls ohne den 
Ausdruck der mechanischen Gesetze zu verändern, 

X, y, s, i durch x — at, y — ßt, — yt, t 
mit irgendwelchen Konstanten k, ß, y ersetzen dürfen. Der Zeitachse kann 
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hiernach eine völlig beliebige Richtung nafih der oberen halben Welt i>0 
gegeben werden. Was hat nun die Forderung der Oi-thogonalität im 
Räume mit dieser völligen l^reiheit der Zeitachse nach oben hin zu tun? 
Die Verbindung herzustellen, nehmen wir einen positiven Para- 
meter c und betrachten das Gfebilde 



cH'- 



^-t-s 





Es besteht aus zwei durch ( = getrennten Schalen nach Analogie 
eines zweischaligen Hyperboloids, Wir betrachten die Schale im Ge- 
biete # > und wir fassen jetzt diejenigen homogenen linearen Trans- 
formationen Ton X, y, s, f in vier neue Variable x, y, d, Ü auf, wobei der 
Ausdruck dieser Schale in den neuen Variablen entsprechend wird. Zu 
diesen Transformationen gehören offenbar die Drehungen des Rai 
den Nullpunkt. Ein volles 
Verständnis der übrigen 
jener Transformationen er- 
halten wir hernach bereits, 
wenn wir eine solche unter 
ihnen ins Auge fassen, bei 
der y und z ungeändei-t ^'S' ^■ 

bleiben. Wir zeichnen {Fig. 1) den Durchschnitt jener Schale mit der Ebene 
der X- und der ^-Achae, den oberen Ast der Hyperbel c^t^ — x^= 1, mit 
seinen Asymptoten. Femer werde ein beliebiger Radiusvektor OA' dieses 
Hyperbelaetes vom NuEpunkte aus eingetragen, die Tangente in A' 
an die Hyperbel bis «um Schnitte Ji' mit der Asymptote rechts ge- 
legt, OA'B' zum Parallelogramm OA'B'C vervoUsfändigt, endlich 
für das spätere noch B'O' bis zum Schnitt I/ mit der a:-Achse durch- 
geführt. Nehmen wir nun OC und OA' als Achsen für Parallel- 
koordinaten x', t' mit den Maßstäben OC = 1, OA' =-ljc, so erlangt 
jener Hyperbelast wieder den Ausdruck e^t'^ — x'^^1, i' > 0, und 
der Übergang von x, y, z, t zu x', y, n, t' ist eine der fraglichen Trans- 
formationen Wir nehmen nun zu den charakterisierten Transformationen 
no(,h die beliebigen Verschiebungen des Raum- und Zeit-Nullpunktes 
hinzu und konstituieren damit eine offenbar noch von dem Parameter c 
abhangige Uiuppe von Transformationen, die ich mit G^ bezeichne. 

Lassen wir jetzt c ins Unendliche wachsen, also 1/c nach Null 
konvergieren, so leuchtet an der beschriebenen Figur ein, daß der 
Hyperbelasi sich immer mehr der 3;-Achse anschmiegt, der Äsymptoten- 
winkel sieh zu einem gestreckten verbreitert, jene spezielle Transfor- 
mation in der Grenze sich in eine solche verwandelt, wobei die i'-Achse 
eine beliebige Richtung nach oben haben kann und x immer genauer 

Minkowski, Gesammelte Abkaiidluiigen. 11. 2Ö 
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sich an x annähert. Mit Rücksicht hierauf ist klar, daß aus der 
Gruppe G^ in der Grenze für c = oo, also als Gruppe G„, eben jene zu 
der Newtonschen Mechanik gehörige volle Gruppe wird. Bei dieser 
Sachlage, und da G^ mathematisch verständlicher ist als G^, hätte wohl 
ein Mathematiker in freier Phantasie auf den Gedanken verfallen können, 
daß am Ende die Naturerscheinungen tateächlich eine Invarianz nicht bei 
der Gruppe G^, sondern vielmehr bei einer Gruppe G^ mit bestimmtem 
endlichen, nur in den gewohnlichen Maßeinheiten äußerst großen c be- 
sitzen. Eine solche Ahnung wäre ein außerordentlicher Triumph der 
reinen Mathematik gewesen. Nun, da die Mathematik hier nur mehr 
Treppenwitz bekundet, bleibt ihr doch die Genugtuung, daß sie dank 
ihren glüekhchen Antezedenzien mit ihren in freier Fernsicht geschärften 
Sinnen die tiefgreifenden Konsequenzen einer aolchen Ummodelung 
unserer Naturauffassung auf der Stelle zu erfassen vermag. 

Ich will sogleich bemerken, um welchen Wert für c es sieh schließ- 
lich handeln wird. Für c wird die Fortpflanmngsgesdiwindiglceit des 
Lichtes im leeren Räume eintreten. Um weder vom Kaum, noch von 
Leere zu sprechen, können wir diese Größe wieder als das Verhältnis 
der elektromagnetischen und der elektrostatischen Einheit der Elektri- 
zität s menge kennzeichnen. 

Das Bestehen der Invarianz der Naturgesetze für die bezügliche 
Gruppe Gg würde nun so zu fassen sein: 

Man kann aus der Gesamtheit der Naturerscheinungen durch suk- 
zessiv gesteigerte Approximationen immer genauer ein Bezugsystem 
X, y, z und t, Baum und Zeit, ableiten, mittels dessen diese Erschei- 
nungen sich dann nach bestimmten Gesetzen darstellen. Dieses Bezug- 
sjstom ist dabei aber durch die Erscheinungen keineswegs eindeutig 
festgelegt. M.an, 'komm, das Besugsystem noch entsprechend den Trans- 
formaiionen dei- gencmnten Gruppe G^ beliebig verändern, ohne daß der 
jMsdrueh der Naturgesdse sich dabei verändert. 

Z. B. kann man der beschriebenen Figur entsprechend auch t' Zeit 
benennen, muß dann aber im Zusammenhange damit notwendig den 
Raum durch die Mannigfaltigkeit der drei Parameter x', y, z definieren, 
wobei nun die physikalischen Gesetze mittels x', y, z, t' sich genau 
ebenso ausdrücken würden, wie mittels x, y, z, t. Hiemach würden 
wir dann in der Welt nicht mehr den Raum, sondern unendlich viele 
Räume haben, analog wie es im dreidimensionalen Baume unendlich 
viele Ebenen gibt. Die dreidimensionale Geometrie wird ein Kapitel 
der viordimensioualen Physik. Sie erkennen, weshalb ich am Eingänge 
sagte, Baum und Zeit sollen zu Schatten herabsinken und nur eine 
Welt an sich bestehen. 
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n. 



Nun ist die Frage, welche Umstände zwingen uns die veränderte 
Auffassung Yon Raum und Zeit auf, widerspricht sie tatsäcUich niemals 
den Erscheinungen, endlieh gewährt sie Vorteile für die Beschreihung 
der Erscheinungen? 

Bevor wir hierauf eingehen, sei eine wichtige Bemerkung voran- 
gestellt. Haben wir Raum und Zeit irgendwie individualisiert, so ent- 
spricht einem ruhenden suhstantieUen Punkte als Weltlinie eine zur 
i-Aehse parallele Gerade, einem gleichförmig bewegten suhstantieUen 
Punkte eine gegen die ^-Achse geneigte Gerade, einem ungleichförmig 
bewegten substantiellen Punkte eine irgendwie gekrümmte Weltlinie. 
Fassen wir in einem beliebigen Weltpunkte x, y, s, t die dort durch- 
laufende Weltlinie auf und finden wir sie dort parallel mit irgendeinem 
Radiusvektor OA' der vorhin genannten hyperboloidischen Sehale, so 
können wir OA' als neue Zeitachse einführen, und bei den damit ge- 
gebenen neuen Begriffen von Raum und Zeit erscheint die Substanz 
in dem betreffenden Welfcpunkte als ruhend. Wir wollen nun dieses 
fundamentale Axiom einführen; 

Die in einem beliebigen Wdipankfe vorhandene Substcms kann stets 
bei geeigneter Festsetzung von Eaum imd ZeU als ruhend aufgefaßt tveräen. 

Das Axiom bedeutet, daß in jedem Weltpunkte stets der Ausdruck 
c^df — dx^ — dy^ — ds^ 
positiv ansfäUt oder, was damit gleichbedeutend ist, daß jede Ge- 
schwindigkeit V stets kleiner als c ausfällt. Es würde danach für alle 
substantiellen Geschwindigkeiten c als obere Grenze bestehen und hierin 
eben die tiefere Bedeutung der Größe c liegen. In dieser anderen 
Fassung hat das Axiom beim ersten Eindruck etwas MißfäUigea. Es 
ist aber zu bedenken, daß nun eine modifizierte Mechanik Platz greifen 
wird, in der die Quadratwurzel aus jener Differentialverbindung zweiten 
Grades eingeht, so daß Fälle mit Überlichtgeschwindigkeit nur mehr 
eine RoUe spielen werden, etwa wie in der Geometrie Figuren mit 
imaginären Koordinaten. 

Der Anstoß und wahre Beweggrund für die Annahme der Gruppe G„ 
nun kam daher, daß die Difi'erentialgleichung für die Portpflanzung von 
Lichtwellen im leeren Räume jene Gruppe G^ besitzt*). Andererseits 
hat der Begriff starrer Korper nur in einer Mechanik mit der Gruppe G^ 
einen Sinn. Hat man nun eine Optik mit (?„, und gäbe es andererseite 

*) Eine wesentliche Anwendang dieser Tatsache Endet sich bereits bei 
W. Voigt, KaohricMen der K. Gesellstliftft der Wissenschaften zo GOttiiigen, 
mathematisch-physikalische Klasse, 1887, S. 41. 
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starre Körper, so ist leicht abzusehen, daß dureli die zwei zu G^ ' 
G^ gehörigen hyperboloidisehen Schalen eme ^-Richtung ausf 
sein würde, und das würde weiter die KonEecjuenz haben, daß man an 
geeigneten starren optischen Inatrumenten im Laboratorium einen 
Wechsel der Erscheinungen bei verschiedener Orientierung gegen die 
Forts ohreitungsr ichtun g der Erde müßte wahrnehmen können. Allf 
auf dieses Ziel gerichteten Bemühungen, insbesondere ein berühmter 
Interferenz versuch von Michelson, hatten jedoch ein negatives Ergeb- 
nis. Um eine Erklärung hierfür zu gewinnen, bildete H. Ä, Lorenfcz 
eine Hypothese, deren Erfolg eben in der Invarianz der Optik für die 
Gruppe (?j liegt. Nach Lorentz boH jeder Körper, der eine Bewegung 
besitzt, in Richtung der Bewegui^ eine Verkürzung erfahren haben 
und zwar bei einer Cfeschwindigkeit v im Verhältnisse 



:1/^S- 



Diese Hypothese klingt äußerst phantastisch. Denn die Kontraktion 
ist nicht etwa als Folge von Widerständen im Äther zu denken, son- 
dern rein als Geschenk von oben, als Begleitumstand des Umstandes 
der Bewegung. 

Ich will nun an unserer Figur zeigen, daß die Lorentzsche Hypo- 
these völlig äquivalent ist mit der neuen Auffassung von Raum und 
Zeit, wodurch sie viel verständlicher wird. Abstrahieren wir der Ein- 
fachheit wegen von y und s und denken uns eine räumlich eindimen- 
sionale Welt, 50 sind ein wie die i -Achse aufrechter und ein gegen die 
^-Achse geneigter Parallelsfcreifen (siehe Fig. 1) Bilder für den Ver- 
lauf eines ruhenden, bezüglich eines gleichförmig bewegten Körpers, 
der jedesmal eine konstante räumliche Ausdehnung behält. Ist OÄ 
pai'allel dem zweiten Streifen, so können wir ^' als Zeit und x' als 
Raumkoordioate einführen, und es erscheint dann der zweite Körper 
als ruhend, der erste als gleichförmig bewegt. Wir nehmen nun aii, 
daß der erste Körper als ruhend aufgefaßt die Länge l hat, d, h, der 
Querschnitt FF des ersten Streifens auf der a;- Achse = l ■ OC ist, wo 
OC den Einheitsmaßstab auf der ai-Achse bedeutet, und daß anderer- 
seits der zweite Körper als ruhend OMfytfaßt die gleiche Länge l hat; 
letzteres heißt dann, daß der parallel der x'-Ächse gemessene Quer- 
schnitt des zweiten Streifens, Q'Q' = 1- 00' ist. Wir haben nunmehr 
in diesen zwei Körpern Bilder von zwei gleichen Lorentzschen Elek- 
tronen, einem ruhenden und einem gleichförmig bewegten. Halten wir 
aber an den ursprüngKchen Koordinaten a:, t fest, so ist als Ausdehnung 
des zweiten Elektrons der Querschnitt QQ seines zugehörigen Streifens 
parallel der x-Achse anzugeben. Nun ist offenbar, da Q'Q' = 1- 00' 
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ist, QQ = 1- OD'. Eine leichte Rechnung ei^ibt, wenn dx/ät für den 
zweiten Streifen =v ist, OD' = OC -yl——, also auch FF: QQ 
Dies ist aber der Sinn der Lorentzschen Hypothese 
von der Kontraktion der Elektronen bei Bewegung. Fassen wir anderer- 
seits das zweite Elektron als ruhend auf, adoptieren also das Bezug- 
system x', t', so ist als Länge des ersten der Querschnitt P'P' seines 
Streifens parallel OC zu bezeichnen, und wir würden in genau dem 
nämlichen Verhältnisse das erste Elektron gegen das zweite verkürzt 
finden; denn es ist in der Figur 

p'F': qq = OD: OC ^ OD'iOC= QQ-.FP. 

Lorentz nannte die Verbindung (' von x und t Ortszeit des gleich- 
förmig bewegten Elekti-ons und verwandte eine physikalische Kon- 
struktion dieses Begriffs zum besseren Verständnis der Kontraktions- 
hypothese. Jedoch scharf erkannt zu haben, daß die Zeit des einen 
Elektrons ebenso gut wie die des anderen ist, d. h. daß t und (' gleich 
zu behandeln sind, ist erst das Verdienst von A. Einstein*), Damit 
war nun zunächst die Zeit als ein durch die Erscheinungen eindeutig 
festgelegter Begriff abgesetzt. An dem Begriffe des Raumes rüttelten 
weder Einstein noch Lorentz, vielleicht deshalb nicht, weil bei der 
genannten speziellen Transformation, wo die x', *'-Ebene sich mit der 
X, ^-Ebene deckt, eine Deutung möglich ist, als sei die a:-Achs6 des 
Baumes in ihrer Lage erhalten geblieben. Über den Begriff des Raumes 
in entsprechender Weise hinwegzusehreiten, ist auch wohl nur als Ver- 
wegenheit mathematischer Kultur einzutasieren. Nach diesem zum 
wahren Verständnis der Gruppe (?„ jedoch unerläßlichen weiteren Schritt 
aber scheint mir das Wort Belatimtätsposiulat für die Forderung einer 
Invarianz bei der Gruppe G^ sehr matt. Indem der Sinn des Postulats 
wird, daß durch die Erscheinungen nur die in Raum und Zeit vier- 
dimensionale Welt gegeben ist, aber die Projektion in Raum und in 
Zeit noch mit einer gewissen Freiheit vorgenommen werden kann, 
möchte ich dieser Behauptung eher den Namen Fostulat der absoluten 
Welt (oder kurz Weltpostulat) geben. 

III. 
Durch das Weltpostulat wird eine gleichartige Behandlung der vier 
Bestimmuugs stücke x, y, s, t möglich. Dadurch gewinnen, wie ich jetzt 

•) A. Einstein, Annale» der Physik, Bd. 17, 1805, S, 891; Jeliibuct der 
Radioaktivität und Bletttonik, Bd. 4, 1907, S. 4U. 
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ausführen will, die Formen, unter denen die pbysikaliaelieii Gesetze 

sich abspielen, an Verstau liüchkeit. Vor allem erlangt der Begriff der 

Beschleunigung ein scbarf herrortretendeB Gepräge. 

Ich werde mich einer geometrischen Ausdrucks weise bedienen, 

die sich sofort darbietet, indem man im Tripel x, y, s stiUsehwei- 
,. gend Ton z abstra- 

hiert. Einen belie- 
bigen Weltpunkt 
denke ich zum Raum- 
Zeit - Nullpunkt ge- 
macht. Der Kegel 

mit als Spitze (Fig. 2) besteht aus zwei Teilen, einem mit Werten 
t < 0, einem anderen mit Werten t > 0. Der erste, der Vorkegel von 0, 
Igen wir, aus allen Weltpunkten, die „Licht nach senden", 
;, der NacJihegel von 0, aus allen Weltpunkten, die „Licht 
vom Vorkegel allein begrenzte Gebiet mag 
0, das vom Nachkegel allein begrenzte jenseits von 
heißen. Jenseits fäUt die schon betrachtete hyperboloidische Schale 




ird erfüllt von den einschalig* 



hf- 



Das Gebiet zwischen den Kegeln • 
perboloidischen Gebilden 

zu allen konstanten positiven Werten ftl Wichtig sind für uns die 
Hyperbeln mit als Mittelpunkt, die auf den letzteren Gebilden liegen. 
Die einzelnen Aste dieser Hyperbeln mögen kurz die ZwiscJier^yperbeln 
zum Zentrum heißen. Ein solcher Hyperbelast würde, als Weltlinie 
eines substantiellen Punktes gedacht, eine Bewegung repräsentieren, die 
für ^ = — oo und t — -\~ oo asymptotisch auf die Lichtgeschwindigkeit 
e ansteigt. 

Nennen wir in Analogie zum Vektorbegriff im Räume jetzt eine 
gerichtete Strecke in der Mannigfaltigkeit der x,y, e, t einen VeUor, so 
haben wir zu unterscheiden zwischen den geita/rügen Vektoren mit Rich- 
tungen von nach der Schale -\-F^l, *>0 und den raumariigen 
Vektoren mit Richtungen von nach ~F=1. Die Zeitachse kann 
jedem Vektor der ersteren Art parallel laufen. Ein jeder Weltpuhkt 
zwischen Vorkegel and Nachkegel von kann durch das Bezugsystem 
als gleichseitig mit 0, aber ebensogut auch als früher als oder als 
später als eingerichtet werden. Jeder Weltpunkt diesseits ist not- 
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wendig stets früher, jeder Weltpunkt jenseits notwendig stets später 
als 0. Dem Grenzübergang zu c = txj würde ein völliges Zusammen- 
klappen des keilförmigen Einschnittes zwischen den Kegeln in die 
ebene Mannigfaltigkeit t = entsprechen. In den gezeichneten Figuren 
ist dieser Einscbnitt absichtlich mit verschiedener Breite angelegt. 

Einen beliebigen Vektor, wie von nach x, y, s, t, zerlegen wir 
in die vier Komponenten x, y, g, t. Öind die Richtungen zweier Vektoren 
beziehungsweise die eines Radiusvektors OB, von an eine der Flächen 
^ F = 1 und dazu einer Tangente RS im Punkte R der betreffenden 
Fläche, so sollen die Vektoren normal zueinander heißen. Danach ist 

c^tt.^ — xx^ — yy^ ■— sßj^^O 
die Bedingung dafür, daß die Vektoren mit den Komponenten x, y, s, t 
und Xi,y^,0^,ti normal zueinander sind. 

Für die Beträge von Vektoren der verschiedenen Richtungen sollen 
die Einheitsmaßstäbe dadurch fixieit sein, daß einem raumartigeu Vektor 
von nach ~ F— 1 stets der Betiag 1, einem zeitattigen Vektor von 
nach + F^l, (> stets dei Betrag 1/c zugeschrieben wird. 

Denken wir uns nun m einem Weltpunkte P(x, y, 0, t) die dort 
durchlaufende Weltlinie eine=( substantiellen Punktes, so entspricht da- 
nach dem zeitartigen Vektorelement dx, dy, üb, dt im Fortgang der Linie 



dt= —yc^dt^— dx^— dy^~ ds'^. 
Das Integral Idr = r dieses Betrages auf der Weltlinie von irgend- 
einem fixierten Ausgangspunkte P^ bis zu dem variablen Endpunkte 
JP geführt, nennen wir die Figemeit des substantiellen Punktes in F. 
Auf der Weltlinie betrachten wir x,y,B,t, d.s. die Komponenten des 
Vektors OP, als Funktionen der Eigenzeit x, bezeichnen deren erste 
Differentialquotienten nach t mit .*,«/, 5,^, deien zweite Difteiential- 
quotienten nach r mit x , y, g , t und nennen die zugehingen Vektoien, 
die Ableitung des Vektors OP nach r den Beupg^wr/htelitot w P und 
die Ableitung dieses Bewegung->vektois nach t den 5 •'vkleumgumjste] i^i 
in P. Dabei gilt 

c^i^— x^—y^— p= c^, 

cHi-xx-iiy~kz = 0, 
d. h. der Bewegungsvektor ist der zeitartige Vektor in Richtung der 
Weltlinie in P vom Beti^age 1 und der Beschleunigungsvektor in P ist 
normal zum Bewegungsvektor in P, also jedenfalls ein raumartiger Vektor. 
Nun gibt es, wie man leicht einsieht, einen bestimmten Hyperbel- 
ast, der mit der Weltlinie in P drei unendlich benachbarte Punkte 
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gemein hat und dessen Asymptoten Erzeugende eines Vorkegels und 
eines Nachkegels sind (siehe unten Fig. 3). Dieser Hyperbelast heiße 
die Krümmirngshyperbel in P. Ist M das Zentrum dieser Hyperbel, so 
handelt es sich also hier um eine Zwischenhyperbel zum Zentrum M. 
Es sei Q der Betrag des Vektors MT, so erJcennen ivir den Beschlett- 
nigungsüektor m P als den Vektor in Bichtimg MF vom Betrage c^jq. 

Sindi,j/,2,( sämtlich Null, so reduziert sich die Krümmungs- 
hyperbel auf die in P die Weltlinie berührende Gerade, und es ist ß = oo 
zu setzen. 

IV, 

Um darzutun, daß die Annahme der Gvuppe G^ für die physi- 
kalischen Gesetze nirgends zu einem Widerspruche führt, ist es im- 
umgänglich, eine Revision der gesamten Physik auf Grund der Voraus- 
setzung dieser Gruppe vorzunehmen. Diese ReTision ist bereits in 
einem gewissen Umfange erfolgreich geleistet für Fragen der Thermo- 
dynamik und Wärmestrahlung*), für die elektromagnetischen Vorgänge, 
endlich für die Mechanik unter Aufrechterhaltung des Massenbegriffes**). 

Für letzteres Gebiet ist vor allem die Frage aufzuwerfen: Wenn 
eine Kraft mit den Komponenten X, Y, Z nach den Raumaebsen in 
einem Weltpunkte P(x, ;/, 2, i) angreift, wo derBowegungsvektor i;, ^,2,^ 
ist, als welche Kraft ist diese Kraft bei einer beliebigen Änderung des 
Bezugsystemes aufzufassen? Nun existieren gewisse erprobte Ansätze 
über die ponderomotorische Kraft im elektromagnetischen Felde in den 
FäUen, wo die Gruppe G^ unzweifelhaft zuzulassen ist. Diese Ansätze 
führen zu der einfachen Regel: Bei Änderung des Besugsystemes ist die 
vorausgesetzte Kraft derart als Kraft in den neuen Baumko&rdmaten an- 
susetsen, daß dabei der sugekörige Vektor mit den Komponenten 
ix, tY, iZ, tT, 



-m- 



-r + ^ 



die durdi c^ dividderte Arbeitshistung der Kraft im WelfpunMe ist, si<^ 
mwerändert erhäU. Dieser Vektor ist stets normal zum Bewegungs- 
vektor in P. Ein solcher, zu einer Kraft in P gehörender Kraftvektor 
soll ein bewegender Kraftveldor in P heißen. 

*) M. Planck, Zur Dynamik bewegter Syateme, SitzuDgsbericlite der k. preußi- 
Bchen Akademie der Wiesenschaftea au Berlin, 1907, S. 542 (auch. Annalen der 
Physik, Bd. 26, 1908, S. 1). 

**) H. Minkowski, Die Grundgleichungen füi' die elektromagnetischen Vor- 
günge in bewegten Körpern, Nachrichten der k. Gesellschaft der Wissens oh aft zu 
Göttingen, mathematisch -physikalische Klasse, 1908, S, 53 und Ma,thematische 
Anna,len, ßd. 88, 1910, S, 527; diese Ges. Abhandlimgen, Bd, II, S. 352, 
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Nun werde die durcli P laufende Weltlinie toh einem substantiellen 
Punkte mit konstanter mechanischer Masse m beschrieben. Das m-faeke 
des Bewegungsvektors in P heiße der Impuisvektor in P, das jK-faehe 
des BescUeunigungsvektors in P der Kraftvektor der Bewegv/ng in P. 
Nach diesen Definitionen lautet das Gesete dafür, wie die Bewegung 
eines Massenpunbtes bei gegebenem bewegenden Kraftvekfcor statthat*): 

Der Kraffvektor der Bewegung ist gleich dem h&wegmdeii Kraftvektor. 

Diese Aussage faßt vier Gleichungen für die Komponenten nach 
den vier Achsen zusammen, wobei die vierte, weil von vornherein 
beide genannten Vektoren normal zum Eewegungsvektor sind, sich als 
eine Folge der drei ersten ansehen läßt. Nach der obigen Bedeutung 
Ton T stellt die vierte zweifellos den Energiesatz dar. Als MneUsche 
Energie des Massonpunktes ist daher das c^-facke der Komponente des 
ImpuJsveMors nach der t-Achse zu definieren. Der Ausdruck hierfür ist 



d. i. nach Abzug der additiven Konstante mc^ der Ausdruck jinv^ der 
Newtonschen Mechanik bis auf Größen von der Ordnung 1/c^. Sehr 
anschaulich erscheint hierbei die Abhängigkeit der Energie vom Semg- 
systeme. Da nun aber die i-Achse in die Richtung jedes zeitartigen 
Vektors gelegt werden kann, so enthält andererseits der Energiesatz, 
für jedes mögliche Bezugsystem gebildet, bereits das ganze System der 
Bewegungägleiehungen. Diese Tatsache behält bei dem erörterten Grenz- 
übergang zu c = CO ihre Bedeutung auch für den axiomatisehen Auf- 
bau der Newtonsehen Mechanik und ist in solchem Sinne hier bereits 
von Herrn J. R. Schütz**) wahrgenommen worden. 

Man kann von vornherein das Verhältnis von Längeneinheit und 
Zeiteinheit derart festlegen, daß die natürliche Geschwindigkeitsschranke 
c =- 1 wird. Führt man dann noch ")/— 1 ■ ^ = s an Stelle von t ein, 
so wird der quadratische Differentialausdinck 

dr^ = — dx^ ~ dy^ — äz^ — ds^, 
also völlig symmetrisch in x, y, 0, s, and diese Symmetrie übertragt sich 
auf ein jedes Gesetz, das dem Weltpostulate nicht wideispncht Man 
kann danach das Wesen dieses Postulates mathemati'ich sehi prägnant 
in die mystische Formel kleiden: 

3.10^ km = -j/^ sek. 

•) H, Minkowski, diese Ges. Äthan dlungea, Bd. 11, S. 400, — Vgl, ancli 

K. Plaaok, Verhandlungen der Physikalischen Gesellschaft, Bd. 4, 1906, S. 136. 

**) J. R. Schütz, Das Prinzip der ahaoluten Erhaltung der Energie, Naohtiehten 

der t. Geaellschaft der WiBsenachaften zu Göttingen, mathematiscb-phjsikaliBohe 

Klasse, 1897, S. 110. 
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Die durch das Weltpostulat geschaffenen Vorteile werden vielleicht 
dureb nichts so schlagend belegt wie durch Angabe der von einer 
beliebig bewegten punhiförmigen Laihmg 
nach der Maxwell-Lorent eschen 
Theorie ausgehenden Wirkungen Den- 
ken wir uns die Weltlinie eines solchen 
punktförmigen Elektrons mit der La- 
dung e und führen auf ihr die Bigen- 
zeit T ein von irgendeinem Anfangs- 
"■■- punkte aus. Um das vom Elektron 
in einem beliebigen Weltpunkte P^ 
veranlaß te Feld zu haben, konstru- 
ieren wir den zu Pj gehörigen Vor- 
kegel (Fig. 4). Dieser trifft die un- 
begrenzte Weltlinie des Elektrons, weil 
deren Richtungen überall die von 
zeitartigen Vektoren sind, offenbar 
^ie- 3- ^'s- *■ in einem einzigen Punkte P. Wir 

legen in P an die Weltliuie die Tangente und konstruieren durch Pj 
die Normale Pj Q auf diese Tangente, Der Betrag von P^ Q sei r. Als 
der Betrag von PQ ist dann gemäß der Definition eines Vorkegels rjc 
zu rechnen. Nun stallt der Vektor m Bichtung FQ vom Beirage e/r 
in seinen Komponenten nach den x-,y-,g- Achsen das mit e tmUtipUmerfe 
VektorpotenÜcä, in der Komponente nach der t-Achse das skalare PotenUal 
des von e erregten Feldes für den WeltpunM P^ vor. Hierin liegen die 
von A. Lienard und von E.Wiechert aufgestellten Elementargesetze*). 
Bei der Beschreibung des vom Elektron hervorgei-ufenen Feldes 
seihst tritt sodann hervor, daß die Scheidung des Feldes in elektrische 
und magnetische Kraft eine relative ist iDit Rücksicht auf die zugrunde 
gelegte Zeitachse; am übersichtlichsten smd beide Kräfte zusammen zu 
beschreiben in einer gewissen, wenn auch nicht völligen Analogie zu 
einer Kraftschraube der Mechanik 

Ich will jetzt die voti einer behebig bewegten punldförmigen Ladung 
auf ei/ne andere beliebig bewegte panktßnnige Ladung ausgeübte pmtdero- 
motorische Wirhmg besehreiben. Denken wir uns durch den Weltpunkt 



*) A. Lienard, Chanip öteetriqae et magnetic[ue produit pai' une charge con- 
oentrie en un point et animöe d'un moavement q^ueloonque, L'Solairag-e ölectriciue, 
T. 16, 189S, pp. ö, 53, 106; E.Wiechert, Elektrodynamische Elementarge aetae, 
ircHvea Nderlaiidaiaea dea Sciences exaotea et naturelles (ä), T. 5, 1900, S. 519. 
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Pj die Weltlinie eines zweiten punktförmigen Elektrons von der Ladung 
e^ führend. Wir bestimmen P, Q, r wie TOrhin, konstruieren sodann 
(Fig. 4) den Mittelpunkt M der Krämmungsliyperbel in P, endlich die 
Normale MN von M aus auf eine durch P parallel zu QP^ gedachte 
Gerade. Wir legen nun, mit P als Anfangspunkt, ein Bezugsystem 
folgendermaßen fest, die i-Achsc in die Richtung PQ, die 3;-Achse in 
die RiehtuKg QPi, die ?/- Achse in die Richtung MN, womit schließlich 
auch die Richtung der 2-Achse als normal zu den t-, x-, j/-Aehsen be- 
stimmt ist. Der Be,?chleunigungsTektor in P sei x, y, 'g, t, der Bewegunga- 
vektor in P, sei ä;^^, Vi, k^, t^. Jetzt lautet der von dem erstm beliebig 
bewegten Elektron e auf äas zweite hdidng bewegte Elektron a, iw P^ 
ausgeübte bewegende Kraßvektw: 



- eeilt^ - 



zvobei fv/r die Komponenten ß^, fi",^, Sf^, Ä, des Vektors S? die drei Rela- 
tionen bestehen 

cS,- &,= ^, S^= ^, i£.= 

imd viertens dieser Vekto) St normal sum Seitegungsvektor in P^ ist und 
durdi diesen Umstamd allem m Abhängigkeit von dem letzteren Bewegungs- 
vektor ■•^teht 

Vergleicht man mit dieser Aussage die bisbeiigen Formulierungen*) 
des nämhchen Elementaigesetzes ubei die ponderomotorische Wirkung 
bewegtei punktfoimigei Ladungen aulemander, so wird man nicht um- 
hin können zuzugeben, daß die hiei m Betracht kommenden Verhält- 
nisse ihr laneiefe AVesen YoUer Einfachheit oret m Tier Dimensionen 
enthüllen, auf einen von vornherein aufgezwungenen dreidimensionalen 
Raum aber nur eine sehr verwickelte Projektion werfen. 

la der dem Weltpostulate gemäß reformierten Mechanik fallen die 
Disharmonien, die zwischen der Newtonschen Mechanik und der 
modernen Elektrodynamik gestört haben, von selbst aus. Ich wiU noch 
die Stellung des Newtonschen AttraUionsgesetBes zu diesem Postu- 
late berühren. Ich wiU annehmen, wenn zwei Massenpunkte m, w-y 
ihre Weltlinien beschreiben, werde von m auf m^ ein bewegender 
Xraftvektor ausgeübt genau von dem soeben im Falle von Elektronen 
angegebenen Ausdruck, nur daß statt — ee^ jetzt + mm^ treten soll. 
Wir betrachten nun speziell den Fall, daß der Beschleunigungsvektor 

*) E. Sckwarasehild, NachricMen der k. GeselUchaft der Wissenschaften 
au Qöttingen, mathematiseh-pltjBikalisclie Klasse, 1903, S. 132. — H. A. Loreutz, 
Enzyklopädie der mftthematiBclieii WissenBohaften, V, Art. 14, S. 199. 
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von tri konstant Null ist. wobei wir dann f so einführen mögen, daß 
m als ruhend aufzufassen ist, und es erfolge die Bewegung von m, 
allem mit jenem von m herrührenden bewegenden Kraftvektor. Modi- 
fizieren wir nun diesen angegeben Vektor zunächst durch Hinzusetzen 

des Paktors i~^=T/l j, der bia auf Größen von der Ordnung 1/c* 

auf 1 hinauskommt, so zeigt sich*), daß für die Orte x^,y^,^^ von m^ 
und ihren zeitlichen Verlauf genau wieder die Keplerschen Gfesetze 
hervorgehen würden, nur daß dabei an Stelle der Zeiten t^ die Eigen- 
zeiten Ti von m^ eintreten würden. Auf Grund dieser einfachen Be- 
merkung läßt sich dann einsehen, daß das vorgeschlagene Anziehungs- 
gesetz verknüpft mit der neuen Mechanik nicht weniger gut geeignet 
ist die astronomischen Beobachtungen zu erklären als das Newtoneche 
Anziehungsgesetz verknüpft mit der Newtonschen Mechanik. 

Auch die Grundgleichungen für die elektromagnetischen Vorgänge 
in ponderablen Körpern fügen sich durchaus dem Weltpostulate, Sogar 
die von Lorentz gelehrte Ableitung dieser Gleichungen auf Grund 
von Vorstellungen der Elektronentheorie braucht zu dem Ende keines- 
wegs verlassen zu werden, wie ich anderwärts zeigen werde**). 

Die ausnahmslose Gültigkeit des Weltpostulates ist, so möchte 
ich glauben, der wahre Kern eines elektromagnetischen WeltbildeSj der 
von Lorentz getroffen, von Einstein weiter herausgeschält, nachgerade 
vollends am Tage liegt. Bei der Fortbildung der mathematischen Kon- 
sequenzen werden genug Hinweise auf experimentelle Verifikationen 
des Postulates sieh einfinden, um auch diejenigen, denen ein Aufgeben 
altgewohnter Anschauungen unsympathisch oder schmerzlich ist, durch 
den Gedanken an eine piastabilieite Haimonie zwischen der reinen 
Mathematik und der Physik auszusöhnen 

*) H. MintowBki, diese rreij Abhandlungen, ^ 40iJ 

**) Dieser Gedanke ist ausgeführt in der Aibeit Eine Aliieituag der ömad- 
gleichungen für die elektroniagiietiscteiL TnrgBnge m bewegten Kürpeim vom 
Standpunkte der Elektronentheone Aus dem KaoliliB von Hermana Minkowski 
bearbeitet von Max Born m Gottingen Mathemitisilü' Annalin Bd. 68, 1910, 
8. 526; dieae Ges. Abhandlungen Bd 11, S 405 
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Peter Gustav Lejeune DiricMet und seine Bedeutung 
für die heutige Mathematik. 

(Rede, gehalten in der Festsiteung der Göttinger Math ematia eben Gesellschaft 

am 13. Feliruar 1905.) 

(Jahresbericht der Deutschen Mathematik er -Vereinigung, Band 14, S. 149 — 163.)*) 

Hochgeehrte Anwesende! 

Gedanken an Zeit und Raum sind des Mathematikers ständige Ge- 
fährten, die er aber von sich weist, wenn er das Reich der reinen Zahl 
betritt. Heute werden wir an Herrlichkeiten tief im Innern des Zahlen- 
reiches herantreten, nnd die weihevolle Stimmung des Augenblicks, der 
Einfluß des Ortes gerade sind es, die unsere Schritte dorthin lenken. 

Wir begehen die hundertjährige Wiederkehr des Geburtstages von 
Lejeune Diriehlet, und wir denken zuerst an die Umstände, die uns 
das Recht geben, Diriehlet als zu GÖttingen gehörig zu betrachten. 

Am 23. Februar 1855 war Gauß gestorben. Der damalige Kurator 
von Warnstedt wandte sieh an Wilhelm Weher als das zunächst 
kompetente Mitglied der Honorenfakultät mit dem Ersuchen, ihm Berieht 
zu erstatten, wie die im Lehrkörper der Universität entstandene Lücke 
so würdig als möglich ausgefüllt werden könnte. Für die Entschließungen 
leitend, hieß es in dem Schreiben, werde vor allem die Rücksicht sein, 
welche bisher in ähnlichen Lagen der Universität festgehalten sei. Es 
ist das der Gesichtspunkt, daß die Universität nicht bloß eine hohe Schule 
für den Unterricht der Studierenden, nicht bloß eine Bewahrerin bereits 
erworbener wissenschaftlicher Kenntnisse sein, sondern auch an dem Fort- 
bau der Wissenschaft als eines Gemeinguts der Menschheit arbeiten soll. 
Diesem als leitend festgehaltenen Gesichtspunkt verdankt Göttingen die 
ihm eigentümliche Weltstellung. Im Gebiete der höheren Mathematik 
und der auf die Mathematik begründeten naturwissenschaftlichen Unter- 



*) Der Rede war im Sonderabdmck ein Bildnis Lejeune Diriehlets als Titel- 
bild heigegeben. (Anm. d. Herausg.) 
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Buchungen hat die Georgia Augusta yielieicht diesen Itaug am glän- 
zendsten bewährt, Univ er si täten, welche eine wesentliche und bedeutsame 
Stellung in dem geistigen Leben der Nation einnehmen, sind Individuen 
mit einem geschichtlich festgestellten Charakter, in dessen Bewahrung die 
Gewähr ihrer Kraft und ihres Segens für das Ganze ruht. 

Weber sandte ein eingehendes Gutachten, er verbreitete sich aus- 
führlich über das Verhältnis der Mathematik zu den ihr verwandten Katur- 
wiäsen Schäften, denn Gauß hatte seine Wirksamkeit zugleich über alle von 
der Mathematik beherrschten Wissenschaften, über die Physik ebenso wie 
über die Astronomie, ausgedehnt. Weber kam zu dem Schlüsse, daß 
ala der würdigste Nachfolger von Gauß wohl einstimmig, in und außer 
Deutsehland, Lejeune Diriehlet, damals in Berlin tätig, betrachtet 
werden möchte. Es wurden auf der Stelle Verhandlungen mit Diriehlet 
eingeleitet. Dieser selbst legte auf Beschleunigung der Vokation Wert, 
weil sonst alle die Versuche, ihn in Berlin zu halten, ihm die Annahme 
des Rufes sehr erschweren würden. Schon nach kurzer Frist konnte 
Warnstedt an den Minister berichten; Diriehlet kommt gerne nach 
Göttingen, weil er es für den höchsten Ruhm hält, Gauß' Nachfolger zn 
werden. Es ist das eine wahrhaft glanzvolle Akquisition, die schönste, 
die Göttingen in diesem Fache hätte machen können. 

Der Universität Göttingen, welche ein halbes Jahrhundert hindurch 
den Ruhm genossen hatte, den ersten aller lebenden Mathematiker zu be- 
sitzen, war es gelungen, sich diesen Ruhm auch femer zn erhalten. 

Einige Daten aus dem Leben Dirichlets werden Ihr Interesse be- 
anspruchen dürfen; sie sind zumeist der ausgezeichneten Gedächtnisrede 
entnommen, die Kummer in der Berliner Akademie seinem um fünf 
Jahre älteren Freunde gewidmet hat, 

Peter Gustav Lejeune Diriehlet wnrde in Düren bei Aachen ge- 
boren, heute vor hundert Jahren. Auf dem Gymnasium in Köln hatte 
er zu seinem Lehrer in der Mathematik den nachmals in der Elektro- 
dynamik berühmt gewordenen Georg Simon Ohm. Sechzehn Jahre alt, 
kehrte er mit dem Abgangszeugnis für die Universität nach Hause zurück 
und beredete die anfanglich widerstrebenden Eltern, seinem entschiedenen 
Wunsche nachzugeben, ihn Mathematik studieren zu lassen. 

Das mathematische Studium auf den preußischen und auf den übrigen 
deutschen Universitäten lag damals arg darnieder. Die Vorlesungen er- 
hoben sich nur wenig über das Gebiet der Elementarmathematik. In 
Frankreich dagegen stand die Mathematik in voller Blüte. L a p la c e , 
Legendre, Fourier, Poisson, Cauchy wirkten zusammen, Paris zu 
einem glänzenden Sitze der mathematischen Wissenschaft zu machen. 

Diriehlet wandte sich nach Paris, er verblieb dort viereinhalb Jahre, 
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den größten Teil der Zeit als Lehrer im Hause des Generals Foy tätig, 
der eine hervorragende Persönlichkeit war und als Politiker eine hedeu- 
tende Rolle gespielt hat. Mehr noch ala das Hören der Vorlesungea 
wurde in dieser Zeit für Dirichlets spätere wissenschaftliche Richtung 
bestimmend das Studium der Gaußischen Disquisitiones Arithmeticae. 
Dirichlet hat dieses Werk nicht nur einmal oder mehrere Male durch- 
studiert, sein ganzes Leben hindurch hat er nicht aufgehört, die Fülle der 
tiefen Gedanken, die es enthält, sich immer wieder zu vergi 
Sartorius von Waltershausen erzählte einmal: So wie f 
liehe mit ihrem Gebetbuch umherziehen pflegt Dirichlet nur in Be- 
gleitung eines ganz verlesenen, aus dem Einbmd gewichenen Exemplars 
der Disquisitiones Arithmeticae auf alle ^eme Reisen zu gehen. 

Durch eine Ar-beit zum Fermatsrhen Satze eiweokte Dirichlet die 
Aufmerksamkeit der Pariser Akademie Infolge dieses glänzenden Debüts 
kam Dirichlet namentlich mit Fouriei m nähere Verbindung. Fourier 
fand in ihm einen jungen Mann, dem ei sein mathematisches Herz ganz 
eröffnen konnte und von dem er nicht bloß bewundert, sondern auch ver- 
standen wurde. Durch Fourier wurde Alexander von Humboldt auf 
Dirichlet aufmerksam gemacht. Humboldt glaiibte, daß unter den da- 
maligen Verbältnissen Frankreichs der Aufschwung der Wissenschaften 
gehemmt und auch für große Talente in Paris wenig Aussicht wäre, und 
er brachte in Dirichlet den schon erwogenen Entschluß zur Rückkehr 
ins Vaterland zxu' Reife. Durch Verwendung Humboldts, dessen Be- 
mühungen auch Gauß imterstützte, erhielt Dirichlet 1827 eine Anstel- 
lung in Breslau. Auf der Reise dorthin wählte er den Weg über Göttingen, 
um Gauß persönlich kennen zu lernen. 

In Breslau blieb Dirichlet wenig über ein Jahr, dann wurde er 
nach Berlin gerufen, wo er zuerst einen Lehrauftrag an der Kriegsschule 
erhielt und bald für die dortige Universität und die Akademie gewonnen 
wurde. Dirichlet wirkte an der Berliner Hochschule in ausgezeichneter 
Weise 27 Jahre hindurch, davon sieben Jahre im Verein mit seinem 
Freunde Jacobi. Eine Berufung nach Heidelberg im Jahre 1846 hat er 



Im Berichte Webers findet sich noch eine Tatsache, die nicht be- 
kannt geworden ist. Schon im Jahre 1828 hegte Gauß im Interesse der 
Universität und in der Hoffiiung des gemeinsamen wissenschaftlichen 
Zusammenwirkens den lebhaftesten Wunsch und sprach ihn gelegentlich 
gegen Humboldt aus, daß Dirichlet nach Göttingen berufen werden 
möge. NaehThibauts Tode 1832 wollte Gauß selbst einen entsprechen- 
den Antrag bei dem Kuratorium stellen, er nahm davon nur Abstand, 
weil er sich sagen mußte, Dirichlet würde Berlin nicht verlassen haben 
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infolge der soeben erat durch seine Verheiratung eingegangenen Verbin- 
dung mit dem Mendelssolmaclien Hause, welches damals in Berlin den 
ausgezeichnetsten Vereinigungspunkt für Kunst und Wissenschaft bildete. 
Dirichlet hatte sich im Jahre 1831 mit Rebecca Mendelssohn- 
Bartholdy, der jüngeren Schwester von Felix Mendelssohn und Ton 
Fanny Henael, vermählt. 

„Im Herbst 1855 siedelte Dirichlet nach Göttingen über. Er richtete 
sieh hier in einem eigenen, angenehm gelegenen Hause mit Garten (Mühlen- 
straße 1) ganz nach seinem Gefallen ein, und die Ruhe der kleineren 
Stadt, welche er seit seiner Jugend nicht mehr genossen hatte, ersetzte 
ihm hinreichend die äußeren Annehmlichkeiten des großstädtischen Lebens 
in Berlin." An der Universität fand er zwar nicht einen so großen Kreis 
von Zuhörern, als er iü Berlin verlassen hatte, allein sein Ruf als Lehrer 
war nicht minder anerkannt als sein wisaenschafthcher Ruf und zog viele 
junge Mathematiker nach Göttingen. 

Es sollte ihm jedoch nur noch eine kurze Wirksamkeit gegönnt sein. 
Im Sommer des Jahres 1858, nach dem Schlüsse seiner Vorlesungen, 
reiste er nach der Schweiz und hielt sich in Montreux auf, weniger zu 
seiner Erholung, als mit dem Vorhaben, daselbst eine in der Göttiuger 
Sozietät zu haltende Gedächtnisrede auf Gauß auszuarbeiten. Dort wurde 
er plötzlich von einer akuten Herzkrankheit ergriffen und kehrte todkrank 
nach GÖttingen zurück. Die augenblickliche Lebensgefahr konnte zwar 
abgewandt -werden, da traf Dirichlet der plötzliche Verlust semer Erau. 
Dieser Schlag wendete seine Krankheit wieder zum Schlimmeren und 
nach schweren Leiden erlag er derselben am 5. Mai 1859, nur 54 Jahre 
alt, in der besten Schaffenskraft, in frischem Besitze wunderbarer Ge- 
heimnisse, die er mit sich hinübernahm. Er ruht auf dem alten Kirch- 
hofe, der an der Weender Chaussee Hegt; das Grab, das ihn und seine 
Frau aufnahm, befindet sich wenige Schritte rechts hinter dem Bürger- 
denkmal und ist leicht kenntHeh an einer hohen steinernen Umfriedung. 



Seit jener Zeit ist fast ein halbes Jahrhundert weiterer intensivster 
Entwicklung der mathematischen Wissenschaft vorübergezogen. In allen 
ihren Teilen sehen wir noch die Impulse des Diriehletschen Geistes 
nachwirken. Suchen wir das Lebenswerk Dirichlets als Ganzes zu be- 
urteilen, so ist es ein ununterbrochenes Zeugnis für die Verbrüderung 
der mathematischen Disziplinen, für die Einheit unserer Wissenschaft. 
Unablässig war sein Sinnen darauf gerichtet, zwischen getrennt bestehen- 
den Gedanken Sphären die Brücke zu schlagen und unabhängig gez 
Erfolge zu fruchtbarer Wechselwirkung zu verschmelzen. 
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Das Feld, auf welchem unstreitig die bewundernswürdigsten Offen- 
barungen Dirichlets liegen, ist die höhere Arithmetik, die Lehre von 
den Eigenschaften der ganzen Zahlen. Es kann nur derjenige Dirichiet 
in richtigem Lichte erfassen, der die Eigenart dieses Zweiges der Mathe- 
matik au schätzen versteht. 

Ick muß davon etwas ausführlicher sprechen, wenn ich Ihr Interesse 
für Dirichlets größte Leistungen wachrufen will. Freilieh, die Arith- 
metik von heute ist nicht ganz die Arithmetik aus den Zeiten der Disqui- 
sitiones. An die Stelle der erfindungsreichen schöpferischen Phantasie 
eines Gauß und Dirichiet, die ein verheißenes Land suchte, igt mehr 
der systematische Anbau eines sicher erworbenen Bodens getreten. Für 
G-auß war die Arithmetik die Königin der Mathematik, sie ist es auch 
heute noch. Aber ihr Wesen ist selbst vielen Mathematikern unnahbar, 
man hört von der fortschreitenden Ärithmetlsierung aller mathematischen 
Wissenszweige sprechen, and manche halten deshalb die Aiithmetik nur 
noch für eine zweckmäßige Staatsverfassung, die sich das ausgedehnte 
ßeieh der Mathematik gibt. Ja, zuletzt werden einige in ihr nur noch 
die hohe Polizei sehen, welche befagt ist, auf alle verbotenen Vorgange 
im weitverzweigten Gemeinwesen der Größen und Punktionen zu ai>hten 
Die Arithmetik steht einzig da durch „die Einfachheit ihrer Grundlagen, 
die Genauigkeit ihrer Begriffe, die Reinheit ihrer Wahrheiten", diese 
Ruhmestitel ihrer Unbestechlichkeit werden ihr von niemandem abeikannt 

Erwecken wir für einen Moment die alte Arithmetik aus ihiem 
D ornrö schens chlaf . 

Fast alle, die sich ernstlich um die Arithmetik bemüht haben, giben 
sich ihr bald mit einer gewissen Leidenschaft hin. Mit einer leichten 
Variation des Ausspruchs, den Novalis auf die Mathematiker im allge- 
meinen geprägt hat, darf füglich behauptet werden: Der echte Arith- 
metiker ist Enthusiast per se. Ohne Enthusiasmus keine Arithmetik. 

Allerdings sind unter den Mathematikern selbst manche anzutreffen, 
denen der Reiz für dieses Gebiet vollkommen abzugehen scheint. Viel- 
leicht liegt die Ursache davon in dem hohen Grade von Abstraktions- 
fähigkeit, welchen die arithmetischen Begriffe zu ihrer vöUigen Beherr- 
schung erfordern. Vielleicht auch rührt jene Abneigung von einer 
Ungeduld her, die der mathematischen Gedankenarbeit erst im Moment« 
unmittelbarer praktischer Verwendbarkeit ihr Interesse zuwenden mag. 
In letzterer Hinsicht bin ich übrigens für die Zahlentheorie Optimist und 
hege still die Hoffnung, daß wir vielleicht gar nicht weit von dem Zeit- 
punkt entfernt sind, wo die unverfälschteste Arithmetik gleichfalls in 
Physik und Chemie Triumphe feiern wird, und sagen wir z. B., wo wesent- 
liche Eigenschaften der Materie als mit der Zerlegung der Primzahlen in 
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zwei Quadrate im Znsaininenhaag stehead erkannt werden. An jenem 
Tage werden den Arithmetikern von allen Seiten Huldigungen dargebraeht 
werden. Einstweilen aber würden in einen Briefsteller für Arithmetiker 
noch zweckmäßig alle die resignierten Äußerungen hineingehören, die 
Gauß und Diriehlet sieh über die geringe Verbreitung zahlentheoreti- 
schen Sinnes schrieben. 

Schon jetzt nehmen wir in der Zahlentheorie mehrere, wenn auch 
vielleicht nur äußerliche Analogien mit der Physik wahr. Durch die un- 
endliche Reihe der Zahlen bietet sich die weiteste Möglichkeit des Ex- 
perimentierens. Jede Zahl ist wie ein Individuum für sich, das in der 
mannigfaltigsten Weise die Eigenschaften großer Klassen in sich ver- 
einigt. Jede Zahl ist daher ein Objekt für Versuche zur Entdeckung 
allgemeiner Gesetze. Dem Arithmetiker werden in seiner Beschäftigung 
die Ziffern das, was die Farben dem bildenden Eünstler sind. Er mischt 
dieses Handwerkszeug, um wunderbare Geschehnisse, eindrucksvolle Cha- 
raktere festzuhalten, indes ein anderer Mathematiker höchstens mit rohen 
Strichen den Effekt von Groß und Klein hervorzurufen, die Distanz der 
Fixstei-ne neben dem Durohmesser eines Moleküls zu malen versteht. 

Auch, daß auffällige Zusammenhänge oft früher wahrgenommen wer- 
den, als die inneren Gründe dafür offenbar liegen, ist ganz ein Charakte- 
ristikum einer Erfahrungs Wissenschaft. Manche derartige Erscheinungen 
in der Zahlentheorie mögen in den Folgen, wie sie den Weg zeigten, um 
in neue unbekannte Tiefen der Wissenschaft einzudringen, wohl mit der 
Feststellung von Weber und Kohlrausch zu vergleichen sein, daß der 
Quotient der elektromagnetischen und der elektrostatischen Einheit der 
Elektrizitäts menge genau mit der Größe der Lichtgeschwindigkeit über- 
einstimmt. So bildete ein merkwürdiges Endergebnis, auf das Dirichlet 
bei der Berechnung der Klassen anzahl der quadratischen Formen mit 
komplexen Koeffizienten geführt wurde, für einen mathematischen Forscher 
der Gegenwai-t das Einfallstor, durch welches er in das Reich der Zahlen- 
theorie eindrang, um doi-t neue blühende Provinzen zu erschließen. 

Andererseits finden wir in der Geschichte der Arithmetik, daß oft 
bedeutende Fortschritte an ganz unscheinbare Phänomene anknüpfen. In 
der Theorie der Kreisteilung war Gauß darauf geführt worden, gewisse 
Ausdrücke zu betrachten, — jetzt nennt mau sie kurzweg die Gaußischen 
Summen, — sie definieren im wesentlichen in einem regulären Polygon 
von n Seiten einen gewissen ausgezeichneten Prmkt. Es ergab sich, daß 
der Punkt auf einer bestimmten Geraden durch den Mittelpunkt in be- 
stimmter Entfernung von letzterem liegen müsse, es blieb aber zweifel- 
haft, ob rechts oder links. In jedem Versuchsfalle ei-gab sich die Lage 
rechts, aber der Beweis dieser so einfach klingenden Tatsache bot die 



y Google 



Peter Gustav Lejeiiiie Diriclilet. 453 

allergrößten Schwierigkeiten dar und fühi-te Gauß tief in das Fonnel- 
gebiet der elliptisehen Funktionen hinein. Dirichlet hat später auf 
einem sehr sinareichen neuen Wege, durch Benutzung der Fourierschen 
Reihen und eines Integrals, das in der Fresnelschen Theorie der Beu- 
gimg des Lichtes eine Rolle spielt, die Gaußisehen Summen mitsamt dem 
zweifelhaften Vorzeichen zu hei'echnen gelehrt. 

Ich habe etwas ausführlicher von dem Wesen der Zablentheorie ge- 
sprochen. Nun will ich auf einzelne Funde von Dirichlet eingehen, 
wie sie sich in den heutigen Stand der mathematischen Wissenschaft ein- 
ordnen. Der Brennpunkt der heutigen Zablentheorie, von dem aus auch 
ihre funktionentheoretiachen Beziehungen ausstrahlen, ist die Theorie der 
algebraischen Zablkörper. Diese Theorie ruht auf drei Grundpfeilern, 
dem Satze von der eindeutigen Zerlegbarkeit in Primideale, dem Satze 
von der Existenz der Einheiten und dem Satze von der transzendenten 
Bestimmung der Klaesenanzahl.*) Von diesen Pfeilern hat die beiden 
letzten Dirichlet allein errichtet, den zuerst genannten bat Kummer 
entworfen und es haben ihn dann Dedekiud und Kronecker, Schüler 
Dirichlets, in unabhängiger Arbeit ausgebaut, und jener hat ihn sogleich 
jedermann sichtbar aufgefülirt, dieser ihn lange hindurch verhüllt gehalten. 
Nun einiges Nähere zum Verständnis jener g^nzendsten Entdeckungen 
Dirichlets. 

Selbst die in der Zablenlehre wenig Bewanderten wissen von der 
Gaußischen Abhandlung, in der die geometrische Deutung der komplexen 
Größen gelehrt wurde. In jener Abhandlung hat Gauß das Eeld der 
Zahlentheorie außerordentlich erweitert. Die konsequente Fortentwicklung 
des Gaußischen Gedankens hat daau geführt, dem Begriffe der ganzen 
Zahl eine noch unendlich mannigfaltigere Ausbildung zu geben. Während 
die früheren ganzen Zahlen, nun zur Unterscheidung ganze rationale ge- 
nannt, sich additiv und subtraktiv aus 1 zusammensetzen, haben die neuen 
ganzen Zahlen, die algebraischen ganzen Zahlen genannt, die charakteri- 
stische Eigenschaft, daß irgendeine Potenz von ihnen sich additiv und 
subtraktiv aus früheren Potenzen zusammensetzen laßt. Derartige Mengen 
von Zahlen, welche auseinander ausschließlich dujch Anwendung der vier 
Spezies hervorgehen, weiden zu den sogenannten ZahlkÖrpeni zusammen- 
gefaßt. Auch m diesen eiweiterten Zahlbereichen blieb der multiplikative 
Aufbau aller ganzen Zahlen aus möglichst einfachen Primelementen das 
grundlegende Pioblem Vor allem erhebt sich da die Frage nach allen 



*) Vgl. Hiltiert, Vorwort za semem Betiuht über die Theorie der algebraieclieii 
Zahlkörper in Bd. i der Jahresberichte der Deutschen Mathematiker-Voreinigung. 
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denjenigen ganzen Zahlen, welche auch in der Bitts als Paktor enthalten 
sein können, wie dieses von den rationalen ganzen Zahlen nur ausschließ- 
lich die zwei Werte 1 und — 1 tun. Diese ZaJilen eines Zahlkörpers 
werden Einheiten genannt, sie durchdringen die übrigen Zahlen und be- 
einflussen deren innerste JVatur, ich möchte sagen, wie der Lichtäther die 
Erscheinungen der Materie. 

Vor Dirichlet war die Frage nach den Einheiten nur für den ein- 
fachsten Fall der reellen Körper, welche von einer quadratischen Glei- 
chung abhängen, erledigt. Aber indem hier der Nachtveis der Existßns 
der Einheit gleichzeitig mit einem speziellen Verfahren sw Auffindung 
der Einheit Hand in Hand ging, konnte man versucht sein, die Wichtig- 
keit des besonderen Algorithmus zu überschätzen, und hatte alle Kräfte 
vergeuden können in dem Unternehmen, das angetroffene formale Hilfs- 
mittel auf allgemeinere Fälle zu übertragen. Hier hat nun Dirichlet 
mit der ganzen Schärfe vorurteilsfreier Auffassung eingesetzt, den tief- 
liegenden Kern dos Problems herausgeschält und den ganzen merkwürdigen 
Organismus der Einheiten in vollster Klarheit auseinandergelegt. Er 
zeigte, daß in der Regel in einem Zahlkörper unendlich viele Einheiten 
vorhanden sind, und daß sie sich alle aus einer endlichen Anzahl unter- 
ihnen durch Multiplikation und Potenzierung ableiten lassen. Es ist 
wahrhaft bewundernswürdig, in welche einfache Form Dirichlet zuletzt 
den Beweis seines gewaltigen Theorems zu gießen verstand. Fast sieht 
es aus, als ob als wesentlichstes Hilfsmittel nur ein ganz alltägliches 
Prinzip verbleibt: Tut man in eine Anzahl von Schubfächern eine größere 
Anzahl von ö-egen ständen, als man Schubfächer bat, so flnden sich not- 
wendig in wenigstens einem Fache gleichzeitig zwei oder mehrere Gegen- 
stände vor. Allerdings werden die Dirichletschen Schubfächer Größen- 
bereiche und die darin aufgehobenen Gegenstände natürliche Logai-ithmen. 

Es wird erzählt, daß nach langjährigen vei^eblichen Bemühungen 
um das schwierige Problem Dirichlet die Lösung in Rom in der Sisti- 
nischeu Kapelle während des Anhörena der Ostermusik ergründet hat. 
Inwieweit dieses Faktum für die von manchen behauptete Wahlverwandt- 
schaft zwischen Mathematik und Musik spricht, wage ich nicht zu er- 
örtern. 

Die zweite große zahlontheoretische Entdeckung Dirichlets, die 
Formel für die Klassenanzahl, lag in einem Gebiete, das vollkommen un- 
abhängig von der Theorie der algebraischen Zahlkörper aufwuchs, in der 
Theorie der quadratischen Formen. Es sind aber inzwischen die Zweige 
der Arithmetik so dicht zusammengewachsen, daß ich aueh die Bedeutung 
dieser auderen Dirichletschen Großtat auseinandersetzen kann, während 
wir in dem zuletzt berührten Ideenkreise verbleiben. 
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In den höheren Zahlkörpern hörte höchst merkwürdigerweise die 
Eindeutigkeit der Zerrällung der ganzen Zahlen in unzerlegbare Pritnele- 
mente auf. Fast schien es, als wenn an dieser Schwierigkeit überhaupt 
die Weiterfiihmng der Theorie der Körper in der einmal eingeschlagenen 
Richtung scheitern müßte. Aus dem Labyrinthe, in das die Arithmetik 
hier verstrickt erschien, fand Kummer durch einen gänzlich neuen Ge- 
danken den rettenden Auswog. Die nicht weiter zerlegbaren Zahlen durften 
eben noch nicht als die letzten Urelemente angesehen werden, auch sie 
waren das Produkt einer weiter reichenden Zusammensetzung, die wahren 
letzten Primelemente freilich ließen sich nicht mehr als reine Zahlen ab- 
scheiden. Aber es ergab sich ein Hilfsmittel, das Vorhandensein eines 
bestimmten Primeleraentes unzweifelhaft nachzuweisen, und der fundamen- 
tale Satz von der eindeutigen Zerlegbarkeit in Paktoren blieb gerettet. 

Kummer nannte die neuen Bildungen, über deren Vorhandensein 
als Faktoren in jedem einzelnen Falle mit Sicherheit entschieden werden 
konnte, ohne daß eine tatsächliche Division ausführbar war, ideale Zahlen. 
Dedekind gestaltete in der Folge diesen Begriff noch durchsichtiger. 
Eine bestimmte ideale Zahl ist vöUig charakterisiert durch die Gesamtheit 
aUer wirklichen Zahlen, in denen sie sich als Faktor zeigt, diese Gesamt- 
heit ist geradezu ihr Abbild, und hei dieser Auffassung ersetzte Dede- 
kind die Kummerscbe Bezeichnung ideale Zahl durch den kürzeren 
Kamen Ideal. So ist es gekommen, daß die Mathematiker auch solche 
Ideale besitzen, die ausschließlich durch die Vernunft geboten sind; es 
sind das nicht die einzigen Ideale des Mathematikers, aber auch sie sind 
derart, daß derjenige, der sie kennt, sich an ihnen begeistert. 

Nun vermögen sich zwei verschiedene Ideale in gewisser Weise aus- 
zutauschen, ein Vorgang, der durch die Analogie mit den chemischen Um- 
wandlungen sehr einleuchtend sein wird. Man fügt zu den sämtlichen 
Zahlen, die ein gegebenes Ideal enthalten, einen wirklichen Faktor hinzu; 
es läßt sieh aus den zusammengesetzten Produkten ein anderer wirklicher 
Faktor abspalten, und nun bleiben genau die sämtlichen Zahlen übrig, 
die ein bestimmtes zweites Ideal enthalten. In solchem Falle heißen die 
betreffenden zwei Ideale einander äquivalent und sie werden zu einer Klasse 
gerechnet. In denjenigen besonderen Fällen, wo der ursprüngliche Be- 
griff der Primzahlen in Kraft bleibt, sind alle Ideale gegenseitig aus- 
tauschbar und gibt es daher nur eine einzige Idealklasse. In allen Fällen 
aber erweist sich für einen Zahlkörper die Anzahl der sämtlichen vor- 
handenen Idealkiassen als eine endliche, und diese Änsakl der IdeaiMassen 
ist das bedeutungsvollste Attribut eines algebraischen Zablkörpera. 
Dirichlet nun ist es zuerst gelungen, das große Rätsel der Klassea- 
anzahl durch ihre Bestimmung auf transzendentem Wege zu lösen. 
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Dirichlet behandelte mir die quadratiaehen Zalilkörper, aber seine Me- 
thode ist in der Folge für die Erledigung der aUgemeinsten Fälle zu- 
reichend geblieben. 

In dem Nachlasse von Gauß fand sich ein Fragment einer Abhand- 
lung, die der Sozietät überreicht werden soUte. Sie beginnt: Sechsund- 
dreißig Jahre sind schon verflossen, seit ich die Prinzipien des wunder- 
baren Zusammenhangs, welchem die Yorliegende Arbeit gewidmet ist, 
entdeckte. Aus diesem Fragmente geht unzweifelhaft hervor, daß Gauß, 
wie er in so vielen Eichtnngen spätere Funde vorweggenommen bat, so 
auch den Ansdruck für die Xlassenanzahl schon 1801 gekannt hat. Aber 
der Weg, den Gauß bei dessen Herleituug einschlug, bricht in dem 
Fragment mit der Schwierigkeit eines Konvergenznachweises ab, dessen 
vermutliche Erledigung zu rekonstruieren nicht gelungen ist. Daa 
Gaußische Fragment handelt in seinem ausgeführten Teile von der Be- 
stimmung des Flächeninhalts einer Figur, spezieR des Kreises. Sie er- 
sehen daraus, wie die höchsten Probleme, welche die Arithmetik darbietet, 
immer wieder zu neuer Durchforschung elementarer Begriffe, die man 
schon längst gesichert wähnen würde, die Veranlassung e len 

Daß Dirichlet die fragliche Schwierigkeit überha pt n ht ant f 
liegt daran, daß er von einem gänzlich neuen Ausdi-uck f i den Fl che 
inhalt einer Figur ausgehen konnte. Die gewöhnliehe, ch nochte igen 
mikroskopische Bestimmung eines Flächeninhalts, welche au h Öa ß aus 
ein an der setzt, besteht darin, auf die zu untersuchende Figui Quadratnetze 
mit immer engeren und engeren Maschen za legen und die in die Figur 
fallenden Masehen zu zählen. Dirichlet denkt sich ein für allemal ein 
bestimmtes, unendliches Quadratnetz fest über die Ebene gebreitet. Die 
zu untersuchende Figur wird nun von einem festen Anfangspunkte aus 
kontin 11 i erhöh in allen Dimensionen gleichmäßig vergrößert, und für jeden 
Kreu zun gapunkt des Netzes wii-d angemerkt, bei welchem Vergrößerunge- 
verhältnis er gerade auf den Rand der Figur treten würde. Die Summe 
der reziproken Werte aller so bestimmten Vergrößerungszahlen für alle 
vorhandenen Netzpunkte würde noch unendlich sein; man summiere nun 
aber bestimmte gleich hohe, etwa 25** Potenzen aller dieser reziproken 
Werte, so kommt man auf eine durch die ursprüngliche Figur völlig 
charakterisierte Funktion g(s); diese gestattet eine analytische Fortsetzung 
für aUe komplexen s und weist dajin insbesondere für s = 1 einen ein- 
fachen Pol auf, dessen Cauchj'sches Residuum genau der Flächeninhalt 
der Figur wird. Ich möchte vorschlagen, zur leichteren Einbürgerung 
dieser fundamentalen Überlegung in der Analysis die eben beschriebene 
Formel den Dirichletschen makroskopischen Ausdruck eines Flächen- 
inhalts 1 
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Daß Dirichlet auf dieaeu merkwüriiigen Auedruck überhaupt Ter- 
fiel, hatte er dorn glücklichen Umstände zu verdanken, daß dergleichen 
Summen aus gleich hohen Potenzen positiver abnehmender Großen, die 
man heutzufc^e allgemein als Dirichietsehe Reihen bezeichnet, sieh ihm 
bei einer früheren Gelegenheit ganz von selbst dargeboten hatten. Es 
handelte sich damals darum, einen Beweis für den Satz zu finden, daß 
jede arithmetische Progression von Zahlen, bei welcher nicht aUe Indi- 
viduen einen gemeinschaftliehen Faktor haben, stets auch unendlich viele 
Primzahlen enthält. Legendre hatte richtig erkannt, daß dieser Satz 
durch Beinen elementaren Charakter sieh als ein äußerst einschneidendes 
Eeagensmittel bei den mannigfachsten arithmetischen Überlegungen dar- 
stellt. Aber der Versuch Legendres, einen Beweis des Satzes zu er- 
bringen, scheiterte kläglich, darf man mit gutem Grunde sagen. 

Es ist nun ein weiterer Ruhmestitel von Dirichlet, zuerst jenes 
fundamentale Theorem über die Primzahlen in arithmetischen Progressionen 
bewiesen zu haben. Die Idee des Beweises war ihm durch Keäesion über 
die Art erwachsen, wie Euler aus der Verwandlung der Summe der 
reziproken Werte der natürlichen ganzen Zahlen in ein nur von der Reihe 
der Primzahlen abhängendes Produkt geschlossen hatte, daß die Anzahl 
der Primzahlen notwendig eine unendliche ist. Die größte Schwierigkeit, 
welche Dirichlet an dieser Stelle entgegentrat, bestand in der Notwendig- 
keit, das Nicht verschwinden des Wertes einer gewissen Summe einzusehen; 
und gerade diese Schwierigkeit löste sich in höchst überraschender Weise 
und wurde der Anlaß zu der vorhin geschilderten Entdeckung, Nämlich 
jene Summe erwies sieh als eine Klassenanzahl quadratischer Formen, 
und als Anzahl mußte sie notwendig mindestens 1, also von Null ver- 
schieden sein. Ich kann hier vielleicht hinzufügen, daß vor wenigen 
Jahren Hertens in Wien das Nichtverschwinden der fraglichen Summe 
auf einem direkten Wege durch Größenab Schätzung in betreff der Glieder 
darzutun vermochte. Aber diese kühne Methode von Mertcns ist, als 
wenn man durch Gestrüpp auf steilstem Wege zu einer Bergspitze empor- 
klimmt, anstatt durch eine Landschaft mit herrliehen Ausblicken sanft 



Nur ein Teil der zahlentheoretischen Arbeiten von Dirichlet ist 
hier flüchtig berührt worden. Mit besonderer Hingabe war Dirichlet 
unablässig bemüht, die schwer zugänglichen Ideen von Ganß den Mathe- 
matikern näherzubringen, die starren Beweise desselben in flüssige und 
durchsichtige Methoden umzuwandeln. Von mancher der in diesem Sinne 
nnteniommenen Arbeiten, wie z. B. seiner geometrischen Theorie der ter- 
1 Formen, gingen in der Folge starke Anregungen aus. 
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Kürzer wollen wir der zweiten Hauptrichtung folgen, die uns in den 
publizierten Arbeiten von Dirichlet hervortritt, und auf seine Baiträge 
zur matheraatiselien Physik eingehen. Diese zwei Richtungen, die Zahlen- 
theorie und die mathematische Physik, so divergierend sie scheinen mögen, 
sind bei Dirichlefc harmonisch vereinigt durch das Band der Integral- 
rechnung. Wie man oft einen Maler aus jedem seiner Werke auf den 
ersten Blick an eigentümlichen Farbeneffekten oder häufiger wiederkehren- 
den Stimmungen erkennt, so ist es eine anziehende und stets erfolgreiche 
Handhabung der Integrale, welche vielen Werken Dirichlets ein charak- 
teristisches Gepräge verleiht. 

Zu den Entdeckungen Dirichlets, die, ich möchte sagen, am popu- 
lärsten geworden sind, gehören seine Methoden und Resultate im Gebiete 
der Fouriersohen Reihen; sie sind bahnbrechend geworden für die mo- 
derne Behandlung der reellen Funktionen und in ihrem Werte geradezu 
unschätzhar wegen des Anstoßes, den sie zur Ausbildung der Mengenlehre 
gegeben haben. Die den Mathe mati kern sehr geläufige Geschichte der 
trigonometrischen Reihen ist ein fortwährender Kampf um die Beseitigung 
von Vorurteilen. Nur unter lebhaftem Widerstreit der Meinungen hatte 
die Tatsache Anerkennung gefunden, daß wiRkürliche Funktionen sich in 
nach den Sinus und Kosinus der Vielfachen des Arguments fortschreitende 
Reihen entwickeln lassen. Aber ein strenger Beweis für die Konvergenz 
und damit die Zulässigkeit der Reihen war noch nicht erbracht worden. 
Cauchy zog Hilfsmittel heran, die im FaUe analytischer Funktionen zu 
partiellen Erfolgen führten, und vermochte von diesen Mitteln nicht ab- 
zugehen. Es erging dem großen Analytiker hier etwa wie den Brüdern 
Montgolfier, die nach der ersten geglückten Auffahrt ihrer Luftballons sich 
von dem dabei verwandten Heizmaterial nicht tremien konnten, weil sie auf 
Erzeugung elektrischen Rauches bedacht waren, wo es auf Verdünnung 
der Luft ankam, Dirichlet aber erkannte die wahren Bedingungen für 
den erstrebten Aufstieg zur voUen Höhe der willkürlichen Funktionen. 

Dirichlets durch wunderbare Klarheit und Einfachheit berühmter 
Beweis, daß jedem Minimum potentieUer Energie Stabilität des Gleich- 
gewichts entspricht, ist eine zweite Tat solcher Art, daß er sich von ver- 
kehrten Hilfsmitteln freimachte, indem er statt der analytischen Regeln 
für die Bestimmung der Minima einer Funktion nur den ursprünglichen 
Begriff des Minimums heranzog. Immer wieder sind doch bedeutende 
Fortschritte in der Mathematik auf der Stelle errungen, sowie man nur 
wahrnimmt, daß Umstände, die stets als zusammengehörig betrachtet 
wurden, nichts miteinander zu tun haben. Hieria mag auch ein wesent- 
licher ÖTund hegen, weshalb so oft Mathematiker schon in jungen Jahren 
ganz unerwartete Erfolge davontragen. Sie blicken in vielen Dingen 
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Ea trägt jeder mathematiache Soldat den 
Mäj-scliallstab im Tornister, wenn er nicht aus purer Disziplin auf alles 
Vorliandene schwört. 

Leicht und von Grund aus zerstörte Dirichlet die naive Auffassung, 
welche die für endliche Reihen gültigen Rechnungsregeln sorglos auch 
auf die unendlichen Reihen übertrug: er setzte unmittelbai- in Evidenz, 
daß die nicht absolut konvergenten Reihen bei gehöriger Gliederumstel- 
lung jede heliehige Summe ergeben können. 

Besonderen Stolz legte Dirichlet auf seine Methode des diskon- 
tinuierlichen Faktors zur Bestimmung vielfichei Integrale Ei pflegte 
zu sagen, es ist das ein sehr einfacher (jedanke, und schmunzelnd hmzu 
zufügen, aber man muß ihn haben. Die Methode ge^stittet bekanntlich, 
sich über die Grenzen eines Integrationetaumes hinwegzusetzen durch 
Verwendung eines zweckmäßig geformten Faktors, dei im Innern des 
Raumes 1 und außerhalb ist. Wenn der Gedanke, aus und 1, dem 
Nichts und dem AH, nach dem dyadisehen System die ganze Größenwelt 
aufzubauen, Leibniz schon derart gefiel, daß er sich dadurch eine Be- 
kehrung des damaligen für Wissenschaft interessierten ifaisers von China, 
vom Heidentume versprach, welche Hoffnungen auf die Vervollkommnung 
der Welt hätte nicht Leibniz aus einer Kenntnis des Dirichletschen 
diskontinuierlichen Faktors geschöpft. 

Dirichlets Verdienste um die mathematische Physik sind besonders 
hoch darum einzuschätzen, daß er durch seine Vorlesungen außerordent- 
lich für die Verbreitung dieser Lehren in Deutschland gewirkt hat. Ge- 
waltige Offenbarungen auf diesem Gebiete [, hätten sich an seinen Namen 
geknüpft, wenn nicht sein Leben so jäh abgebrochen wäre. Er hatte 
einen mathematisch strengen Beweis für die Stabilität unseres Planeten- 
systems gefunden, und er war in den Besitz einer ganz neuen, allgemeinen 
Methode der Behandlung und Auflösimg der Differentialgleichungen der 
Mechanik gelangt. Aber es sind kaum Andeutungen darüber verblieben, 
denn er entschloß sich immer nur schwer zu der Niederschrift des Er- 
forschten. 

Gerade seine Göttinger Zeit war besonders ausgefüllt durch Nach- 
denken über physikalische Fragen. Und gerade im Hinblick auf die an- 
gewandten Gebiete der Mathematik hatte auch Wilhelm Weber 
Dirichlets Berufung hierher so warm befürwortet. Ich möchte eine 
allgemein gehaltene Stelle aus Webers Bericht wiedergeben, die hierzu 
als Einleitung diente und die Ilir Interesse erwecken wird: 

Für die anregende Kraft, welche die Forschungen der einen Wissen- 
schaft auf die der anderen ausübt, zeigt sich die enge Verwandtschaft 
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allein nicht entscheidend, es kommt vielmehr auf die Verschiedenartigkeit 
und gegenseitige Ergänzung der von zwei Seiten dargebotenen Elemente 
an. Der Astronom, welcher sich mit einem Physiker, der Physiker, 
welcher sich mit einem Astronomen zu einer physikaliaelien oder astro- 
nomischen Forschung verbinden wollte, würde keine wesentlich neuen 
Elemente dazu mitbringen. Der Mathematiker kann dagegen alle Reich- 
tümer seiner Wissenschaft und die Resultate seiner eigenen Forschungen 
bei einer schicklich gewählten astronomischen oder physikalischen Unter- 
suchung, zu der er sieh mit einem Astronomen oder Physiker verbindet, 
entfalten und gewinnt dadurch selbst v. ledf r Antrieb und Anregung zur 
Erforschung neuer Gebiete mathematischer Probleme. Gauß, so fährt 
Weber fort, hat keine Opfer gescheut, um sich selbst aller Elemente 
der praktischen Astronomie vollkommen zu bemächtigen; er hätte dasselbe 
in Beziehung auf die Physik vermocht; nur die Vermeidung von Störun- 
gen in seinen mathematischen Forschungen, wo der Verlust noch großer 
gewesen sein würde, sind der Grund seiner Verbindung mit mir zu physi- 
kalischen Untersuchungen gewesen, die unter seiner Leitung zu so großen 
ßesultateu geführt haben. Nicht bloß zum Fortbau der höheren Mathe- 
matik also, sondern auch zu dem der Astronomie und Physik ist ein 
Mathematiker hervorragender Art das größte Bedürfnis. 

In seinen Vorlesungen behandelte Diriehlet mit Vorliebe diejenigen 
Gebiete, an deren Ausbau er selbst reichen Anteil hatte. Sein Vortrag 
war dadurch so eindi-inglich, weil es schien, als wenn er im Begriffe stünde, 
eben erst den ganzen Bau zu schaffen; es war in hohem Grade fesselnd, 
ihm bei dieser Arbeit zu folgen. Er entwickelte den Stoff in vollster 
Natürlichkeit. Kein Kunstgriff trat auf als deus es machina, tragisch ge- 
schürzte Knoten zu unerwartet günstiger Lösung zu führen. 

So außerordentlich anregend Diriehlet als Lehrer gewirkt hat, eine 
besondere mathematische Schule hat er nicht gegründet. Aber viele, die 
sich hernach auf individuell sehr verschiedene Wege zerstreuten, verdankten 
ihm die stärksten Impulse ihres wissenschaftlichen Strebens. Seinen 
Enthusiasmus für die Anregungen Dirichlets meiute der junge Eisen- 
stein nicht warra genug schildern zu können, auch wenn ihm ein ehernes 
Herz und eine tausendfältige Zunge verliehen wären. Welcher Mathe- 
matiker hätte kein Verständnis dafür, daß die leuchtende Bahn Riemanns, 
dieses i-iesigen Meteors am mathematischen Himmel, vom Stembilde 
Dirichlets ihren Ausgangspunkt nahm. Mag auch das von Riemann 
Dirichletsches Prinzip benannte scharfe Schwert zuerst von William 
Thomsons jungem Arm geschwungen sein, von di-ni ander-'U Dirichlet- 
schen Priuzipe, mit einem Minimum an blindei' Rechnung, einem Maxi- 
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mum an sehenden. Gedanken die Probleme zu zwingen, datieii die Neu- 
zeit in der Geschichte der Mathematik, KiemalB vergaß Kronecker zu 
sagen, wieviel von seiner mathematischen Existenz er Dirichlet schulde, 
wenn auch Dirichlet selbst Kronecker nur in die unteren Regionen 
einer der Wissenschaften eingeführt haben woUte, auf deren Höhen dieser 
als Meister einherscb reite. Erst hier in Göttingen trat Dedekind in 
Beziehung au Dirichlet; wir verehren in ihm den einzigen uns übrig- 
gebhebenen Heros aus der größten Epoche in der Arithmetik. Ganz in 
den Ideenkreis von Dirichlet trat auch Lipschitz ein, der in seinen 
jüngeren Jahren zu Helmholtz und später zu Hertz seine hohe Be- 
geisterung für Dirichlet kundgab. Aue diese Männer von unvergleich- 
Hcheii Verdiensten um die heutige Mathematik, den besten Teil ihrer 
mathematischen Kraft gewannen sie durch Dirichlet, und wir heute, 
wenn wir uns mehr als je bemühen, die Wissenschaft in ihrer einfachen 
Wahrheit zu erkennen und darzustellen, stehen wir nicht in der Schule 
Dirichlets? 
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